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Triangulace s hranovymi kritérii —
Sipkové Ruzenky pravem nebo nepravem
zapomenuté?

ITvana Kolingerovd

Abstrakt. Planarni triangulace zadané mnoziny bodu je castym zakladem aplikaci, proto
vzniklo mnoho metod, jak triangulaci zkonstruovat. Vsechny metody se snazi dospét k troj-
thelnikim ,,co nejrovnostrannéjsim“, coz je mozné zaridit optimalizaci ihlovych nebo hra-
novych kritérii. Vzhledem k vynikajicim vlastnostem, vsestrannosti a snadné konstrukeci De-
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ostatni typy triangulace, zejména hranové optimalizované, ponékud ve stinu. V tomto clanku
chceme pripomenout dvé nejvyznamnéjsi méné uispésné hranové optimalizované konkurentky
Delaunayovy triangulace, a to greedy triangulaci a lokdlné optiméalni triangulaci, a predlozit
argumenty ve prospéch i v neprospéch jejich castéjsiho vyuziti.

1. Uvod

Konstrukce planarni triangulace mnoziny bodt je zajimavy geometricky problém, na-
vic pottebny pro fadu tloh, coz ndm poskytuje ,alibi“ se jim zabyvat. Protoze mnozina
bodii muze byt trianguloviana (exponencialné) mnoha zpusoby, vzniklo mnoho typut
triangulace i algoritmu jejich konstrukce. Vétsinou je snaha vyhybat se trojihelniktim
s prili§ ostrymi nebo tupymi thly, proto je prirozenym kritériem lokalni (tj. v kazdé
dvojici sousednich trojihelnikii) nebo dokonce globélni (v celé triangulaci) maxima-
lizace minimélniho 1hlu nebo minimalizace maximéalniho thlu, ale cile 1ze dosdhnout
i preferenci kratkych hran.

Pro vétsinu aplikac¢nich tloh je zcela postacujici zvolit obecné zndmou Delaunayovu
triangulaci (DT), poskytujici triangulaci maximalizujici minimdlni dhel globalné i lo-
kalné. Tato volba je navic podporena faktem, ze v ,prakticky vyuzitelné* triangulaci,
tedy takové, ktera byla konstruovana s ohledem na dobry tvar trojihelniki, se vy-
soké procento hran shoduje s hranami v DT. Napf. experimenty s triangulovanym
terénnim modelem ukdzaly vice nez 90 % hran DT [30]. Pfesto je mozné, Ze se au-
tomatickou volbou DT o néco ochuzujeme — mozné by dané aplikaci lépe vyhovovala
jind triangulace?

V tomto ¢lanku se podivame na vlastnosti a konkrétni ukazky dvou hranoveé op-
timalizovanych triangulaci, a to greedy a lokalné minimalni triangulace, a udélame si
nazor na jejich pripadnou uzite¢nost pro nékteré tiidy problémi.
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2. Triangulace jako optimalizacni tiloha

Predpoklddame vstupni data v podobé mnoziny bod1, typicky lezicich v roviné nebo
v tzv. ,2.5D% tj. bodi, které sice obsahuji tfeti (vyskovou) soufadnici, ale zddné dva
body nelezi ,nad sebou*. Pokud neni v dalsim textu feceno jinak, tato treti souradnice
neni vyuzita. Triangulace na téchto bodech mutze byt definovina s diirazem na hrany
nebo na trojihelniky:

Definice 1la (Hranova definice triangulace). Triangulace T(P) mnoziny bodu
P={p;:i=0,...,n—1} v roviné je maximdlni mnozina hran E takovych, ze

e hrany z F se protinaji jen v bodech z P,
e hrany z F déli konvexni obal P na trojuhelniky.

Definice 1b (Simplexova definice triangulace). Triangulace T'(P) mnoziny
bodi P ={p;:i=0,...,n— 1} v roviné je rozklad konvexniho obalu P na trojthel-
niky.

~s 7

Pripomenme, ze hrany tvorici hranici konvexniho obalu P patti do kazdé triangu-
lace P.

Triangulace lze podle optimalizac¢nich kritérii kategorizovat do nésledujicich trid:

e S optimalizaci velikosti 1hla.
Nejznaméjsim kritériem je maximalizace minimalniho thlu u Delaunayovy triangu-
lace, viz napt. [4], [9], [52], [53], [567], ale existuje také minimalizace maximalniho
thlu [19], minimalniho dhlu [20], maximalni excentricity (infimum pres vSechny
vzdélenosti mezi vrcholy trojihelniku a stfedem kruznice opsané) [7], [8] i dalsi
kombinace a derivaty téchto kritérii.

e S optimalizaci délek hran.
Nejznédméjsi, ale v praxi mélo uzitetnd je minimalizace véhy (tj. souctu délek
hran, triangulace s minimélni vdhou — MWT), viz napft. [3], [5], [6], [15], [38], [48],
LMT) nebo pouziti nejkratsich vzdjemné se neprotinajicich (kompatibilnich) hran
(greedy/hladové triangulace — GT) [57]. Lze zminit také minimalizaci maximdln{
délky hrany [18].

e S neplanarnimi kritérii.

Rovinné triangulace vétsinou poskytuji dobry zaklad pro interpolace v E? s vyjim-
kou dat, kde se vyskytuje ,schod®, prudka a velkd zména vysek bodl v sousednich
oblastech vstupnich dat. Pro takova data se osvédcily tzv. datové zavislé triangu-
lace [17], coz jsou triangulace s kritérii uvazujicimi také vyskovou soufadnici bodi,
napt. se optimalizuje thel mezi normdalami sousednich trojuihelniki. Touto tridou
se v ¢lanku déle zabyvat nebudeme, ale poznamenejme, ze jde o uziteény koncept
zejména pro triangulované modely terénu a digitalizovaného obrazu.

vvvvv

Triangulace s lokalnimi kritérii lze obecné zavést s vyuzitim nasledujici definice.
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Definice 2 (Lokalné optimalni triangulace (LOT)). Triangulace LOT(P) mno-
Ziny bodu P = {p;:i =0, ..., n— 1} v roviné je z hlediska daného kritéria lokalné
optimalni, jestlize kazd4 dvojice sousednich trojihelnika tvoricich konvexni ¢tyithel-
nik je z hlediska tohoto kritéria optimalni.

Globéalné optimélni triangulace musi samoziejmé také spliovat lokdlni optimalitu.

Delaunayova triangulace se ¢astéji nez variantou definice 2 zavadi kritériem prazdné
kruznice opsané:

Definice 3 (Delaunayova triangulace (DT)). Triangulace DT(P) mnoziny bodu
P={p;:i=0,...,n—1} v roviné je Delaunayova triangulace pravé tehdy, jestlize
kruznice opsand libovolnému trojihelniku z DT (P) neobsahuje ve svém vnittku zddny
bod P.

Nevyhodou LOT triangulaci je nejednoznacnost — muze existovat vice lokalné op-
timalnich triangulaci dané mnoziny s vyjimkou DT, ktera je diky své lokalni i globalni
optimalité jednozna¢nd s vyjimkou singuldrnich pfipadi rozloZeni bodu (tj. s vyjimkou
bodi lezicich na kruznici, kde uvnit¥ kruznice nelez{ zidné body). Lokélné optimdaln{
triangulace se typicky konstruuji algoritmem prohazovéni hran (tzv. algoritmus lo-
kélntho prohazovani) — v pripadé, ze dvojice sousednich trojihelniki tvoi{ konvexni
ctyruhelnik, zkontroluje se jeji optimalita vzhledem k danému kritériu. Pokud dvo-
jice neni optimalni, nahradi se druhou moznou dvojici. Tyto testy se opakuji, dokud
nejsou vsechny dvojice sousednich trojihelnikt optimélni. I zde je DT ve vyhodé, pro-
toze pro nekonvexni ¢tyrihelnik je jedina jeho mozna triangulace optimalni ve smyslu
definice 3. Pro DT také existuje mnohem vétsi skdla moznych tiid algoritmu. Pro
ulohy vyzadujici zaclenéni danych, tzv. povinnych, hran existuje varianta DT, tzv.
DT s omezenim (constrained DT — CDT).

U globalnich kritérii s vyjimkou maximalizace minimélniho thlu byva konstrukce
omezuje praktickou vyuzitelnost téchto triangulaci a zvysuje jejich atraktivitu pro
teoreticky vyzkum.

Zastavme se u kritéria minimalizace vahy triangulace. Triangulace s minimalni va-
hou (MWT) je vizkumnym snem nékolika generaci, Mulzer a Rotte v [51] vSak pFinesli
dukaz NP-obtiznosti konstrukce MW'T pro obecné mnoziny. Jednim smérem vyzkumu
MWT bylo i hodnoceni riznych triangulaci po strance vzdalenosti jejich vahy od vahy
MWT. Véha DT muZe mit od véhy MWT vzdélenost Q(n), neni tedy v nékterych
piipadech o nic lepsi nez kterdkoliv jind triangulace [31]. GT pak dosahuje vzdélenosti
Q(y/n) od optima [42]. V priiméru a pro rovnomérné rozlozené body! se viak obé tri-
angulace chovaji lépe [49], [45]. Vyzkum se také orientoval na vyuziti podgrafi MWT
v kombinaci s dynamickym programovanim, které pro néktera rozlozeni bodt posky-
tuji feseni v polynomidlnim case [6], pro nékterd data je ale vysledny MWT podgraf
nesouvisly a pro ziskani zbylych ¢asti MWT je zapotrebi exponencidlni algoritmus.
Nejnovejsi algoritmy jsou schopny zpracovat i nékterd neuniformni data o velikosti
miliéni bodu v nékolika minutéch [24], prestoze zvladnuti vSech moznych konfiguract
bodt v rozumném c¢ase nebude nikdy mozné.

1Body, jejichz soufadnice jsou vybirdany rovnomérné nidhodné v zadaném intervalu hodnot.
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3. Greedy triangulace

Definice 4 (Greedy triangulace (GT)). Greedy triangulace GT(P) mnoziny
bodi P = {p;:i = 0, ..., n— 1} v roviné je triangulace sestrojend greedy (hla-
dovym) algoritmem, ktery pii postupu od nejkratsi k nejdels{ hrané seznamu vsech
moznych hran nad P sefazeného vzestupné prijme kazdou hranu neprotinajici hrany
jiz prijaté.

Obr. 1. Priklad triangulaci pro porovndni: a) greedy triangulace, b) Delaunayova triangu-
lace, ¢) lokdlné minimdaln{ triangulace

Obr. 1 ukazuje typické chovani. V obr. la GT generuje nékteré trojuihelniky tva-
rové velmi pékné za cenu problematickych trojihelnikti u hranice konvexniho obalu.
DT trojuhelniky v obr. 1b prilis nenadchnou, ale vylozené problematickych trojihel-
niku jsme usetieni. Toto chovani ovSem obecné nelze zarucit. Tvarové vlastnosti troj-
thelnikta v GT je navzdory vysSe uvedenému pozorovani nutno hodnotit ve prospéch
DT, pro kterou jsou kromé tihlového kritéria dokdzany dalsi zajimavé vlastnosti [52],
zatimco pro GT podobné dikazy neexistuji. Jistd pozornost byla vlastnostem GT
vénovéana v oblasti aproximaci tplnych grafa [12].

Obr. 1 je nutné relativizovat jesté z jiného thlu pohledu, pro rovnomeérné rozlozené
body muzZeme ocekdvat vysokou podobnost GT a DT. Cho v [28] ukazuje, Zze pro
takova data lze ¢ekat minimélné 40 % spoleénych hran.

GT Ize snadno zkonstruovat hrubou silou — vygenerujeme vSechny mozné poten-
cialni hrany jako vsechny mozné spojnice mezi vsemi vrcholy a sefadime je v poradi
rostouci délky. Nejkratsi hranu pfijmeme do triangulace. Pokracujeme greedy (hlado-
vym) algoritmem — potencialni hrana, kterd je na fadé, je prijata do triangulace, pokud
neprotind zadnou jiz prijatou hranu. Tento algoritmus je snadny, ale malo efektivni —
¢asova sloZitost je O(n?) a pamétova O(n?).

Gilbert v [22] vyuzil pro urychleni datovou strukturu zaloZenou na tthlovém délen{
a tseckovém stromu, coz snizi ¢asovou slozitost na O(n? log n), ale pamétové naroky
spise zhorsi. Vyhodou tohoto feseni je nezavislost na rozlozeni bodi.

Protoze kazdy GT algoritmus, ktery nejprve vygeneruje vsechny mozné hrany, bude
zatiZen pamétovou slozitosti O(n?) na jejich uloZeni a ¢asovou slozitosti O(n? log n)
na jejich serazeni, novéjsi metody se snazi generovat pouze kratsi potencidlni hrany,
casto s vyuzitim néjaké ,zakizané oblasti“ — okoli hrany, kde nemuze lezet zadny
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dalsi vrchol triangulace. Ve vétsiné pripadu je takovato redukce moznad pouze pro
rovnomeérné rozlozené body.

Manacher a Zobrist v [50] rozhoduji o vzdjemné kompatibilité hran pravdépodob-
nostn{ metodou. Algoritmus pracuje v oéekdvaném c¢ase O(n?) s vyuzitim O(n) paméti.
Lingas v [46] doké&ze pro rovnomérné rozlozené body zkonstruovat GT v ocekdvaném
¢ase O(n log™® n). Goldman v [23] vyuziva CDT k redukci poétu potencidlnich hran
na O(n), algoritmus m4d ¢asovou slozitost O(n? log n). Levcopoulos a Lingas v [44]
tento pifstup déle rozvijeji a dociluji snizen{ ¢asové slozitosti na O(n?) v nejhorsim
pifpadé s paméti O(n), v piipadé rovnomérného rozlozeni bodu je ofekdvand casova
slozitost prevodu dokonce O(n). Skupina algoritmti zaloZzenych na CDT je elegantni,
ale implementacné slozita.

Dickerson et al. v [13] generuji pouze O(n log n) ,kratkych® potencidlnich hran,
pro hledéni vyuzivé graf nejblizsich sousedu (nearest neighbour graph — NNG) a pocet
hran dale eliminuje na O(n) pomoci ,zakdzanych“ oblasti, tedy oblast{ v okol{ hran,
pro které je dokézano, ze v nich v pripadé GT nemuze lezet zadny dalsi vrchol. Pro
rovnomérné rozlozené body algoritmu stac¢i ocekdvany ¢as O(n log n) a pamét O(n).
Jak ukdzali Drysdale et al. v [16], s jinym testovacim okolim a vyuzitim bucket sortu
poklesne oc¢ekdvany cas i pamétova spotieba na O(n). Pripomerime, Ze linedrni slozi-
tost neni dosazitelnd v nejhorsim pripadé, protoze slozitost problému triangulace je
O(n log n), jak bylo dokdzéno prevodem z problému Fazeni.

Protoze pro préci s triangulaci obvykle potrebujeme nejen hrany, ale také trojihel-
niky, musi byt hranové orientované konstrukéni algoritmy jesté doplnéné dodatecnym
dohledanim trojuhelniki. I z téchto dtivodi se jako nejvhodnéjsi jevi moznost vypoctu
GT z DT v case i paméti O(n) na zakladé algoritmu Levcopoulose a Krznarice [43].
DT umoznuje vyhnout se generovani a razeni ,dlouhych hran.

Greedy algoritmus je zaloZen na rozhodovani vzdy o jedné hrané. Tento princip
je mozné nahradit tzv. lookahead principem, kdy vytvarime kombinace dvou ¢i vice
vzdjemné se neprotinajicich hran a ty testujeme vuéi jiz prijatym hrandm [34], [60],
[21]. To umozni déle zmensit vahu triangulace za cenu rustu algoritmické slozitosti.

Porovnani slozitosti konstrukce GT oproti DT tedy dopada v neprospéch GT —
algoritmickd a implementacni slozitost konstrukce GT je miniméalné stejnd jako DT.

Méné obecné konfigurace bodu méné komplikuji zivot pti konstrukci GT — v DT
muzeme narazit na problémy vlivem chybnych vysledki testtt polohy bodu vici nadro-
viné nebo sfére pocitanych v omezené presnosti pocitacové aritmetiky.

V praxi ¢asto potirebujeme dodatecné vlozit nové anebo zrusit staré body, tzv. dy-
namizaci triangulace. GT z tohoto thlu pohledu dosud nebyla zkoumaéana, ale da se
predpokladat, ze podobné zmény mohou mit globalni vliv, i kdyz dobte lokalizované
zmény by mohly vétsinu triangulace nechat neposkozenou. Podobné chovani vyka-
zuje i DT — malé zmény jsou lokalni, i kdyz teoreticky mize byt pocet potiebnych
zmén kvadraticky, coz lze dobfe dokdzat pro (jiz zminény) algoritmus lokélntho pro-
hazovéni — libovolné dvé triangulace jsou od sebe vzdalené prumérné O(n) prohozeni
hran (fliptt), i kdyZ v nejhorsim pifpadé je obecné moznd vzdalenost O(n?) [40]. Bylo
jiz také dokazano, ze nalezeni ,flipovaci vzdalenosti® mezi dvéma triangulacemi je
NP-aplné [39], [47], [56], [54].

GT pro pohybujici se body — kinetickou GT — lze povazovat z podstaty definice této
triangulace za problematickou, zatimco kinetickd DT (KDT) existuje, viz napt. [1].
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GT v prostoru E? byla zatim zkoumdna sporadicky. Trojrozmérnou obdobou pla-
narni triangulace je tetrahedralizace, tedy déleni konvexniho obalu na ctyfstény.
Greedy princip miize bud i v E® zachézet s hranami anebo se zaméfit na stény ctyi-
stént — trojuhelniky sefazené podle jejich obsahu. Je ovSem znamo, Ze ne vsechny
datové mnoziny lze tetrahedralizovat a zZe jen nékteré rovinné algoritmy jsou pouzi-
telné v E3. Chin a Wang v [27] ukazuji konfigurace tif ¢i vice hran, které se neprotinaji,
ale vzajemné se blokuji takovym zplisobem, ze jejich konvexni obal nelze tetrahedra-
lizovat. GT algoritmus v E3 proto kromé protinajicich se hran/stén nesmi pfijimat
ani hrany/stény vzdajemné se blokujici. Vysledny algoritmus zalozeny na CDT bézi
v O(n®) ¢ase s O(n?) paméti.

Paralelizovat 1ze vypocet obou triangulaci — u DT existuje celd rada algoritmi,
viz napt. inkrementdlni konstrukei v [11], [41], inkrementalni vkladdni v [29], [58],
[32], [33], rozdél a panuj v [11], [26], [25], u GT by nejsnazsim FeSenim bylo soucasné
testovani vzdalenéjsich potencidlnich hran na priseciky.

Hlavni praktickou vyhodou GT je principidlné mnohem snazsi zaclenéni povinnych
hran nez do DT: prijmeme nejprve povinné hrany a ty doplnime potfebnym poctem co
nejkratsich kompatibilnich hran, coz se pri vypoc¢tu hrubou silou snadno udélé, zatimco
algoritmy zaloZené na predvybéru potencialnich hran s tim mohou mit problém. Pro
tuto tzv. constrained greedy triangulaci (CGT) ale zatim nebyl publikovan efektivni
algoritmus a jde o zajimavou vyzkumnou vyzvu.

GT se v praxi vyuziva jen mélo. Vysledky vyuziti CGT ve srovnani s CDT pro
vypocet vrstevnic na modelu terénu lze najit v [35], pro reprezentaci digitalizovaného
obrazu v [55]. Vysledky v obou aplikacich nebyly presvédéivé lepsi nez s vyuzitim
CDT.

4. Lokalné minimalni triangulace

Definice 5 (Lokalné minimalni triangulace (LMT)). Lokalné minimélni trian-
gulace je lokalné optimalni triangulace podle definice 2 s kritériem kratsi diagonaly
v konvexnim ¢tyithelniku.

Vyraznou nevyhodou LMT je nejednoznac¢nost — na dané mnoziné bodu mize
triangulaci s timto kritériem existovat vice. Tvarové vlastnosti LMT nebyly zatim
prilis zkoumany.

Pro LMT zatim nebyla dokazana zadna thlova ¢i jind zajimava vlastnost. Protoze
optimalizace vahy vede k podobné kvalité trojuhelnika jako optimalizace dhla, lze
ocekdavat dobré tvary trojihelnikt a triangulaci podobnou GT, viz priklad na obr. lc.

Pro LMT nebylo zatim navrzeno tolik algoritmt jako pro DT nebo GT, ale po
jednoduché upravé kritéria lze snadno pouzit algoritmy prohazovani hran nebo inkre-
mentalniho vkladani bodu vyvinuté pro DT. Testované kritérium je jednodussi, je vSak
nutné kromé samotné délky hrany testovat konvexitu prislusné dvojice trojuhelniki.

LMT v E? nebyla zatim zkouména, kritérium kratsi hrany by muselo byt nahrazeno
obsahem trojthelnika.

Pripadné paralelizace by mohla vyuzivat podobné techniky jako DT, tedy napt.
paralelni préci ve vzdalenych oblastech dat, kdy je malé nebezpedi zablokovéani (dead-
locku).
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LMT zatim nasla vyuziti predevsim jako zdroj hran pro tzv. LMT skeleton, coz
je graf obsahujici hrany pritomné ve vsech LMT a dulezity zdklad metod vypoctu
MWT [15], [2], [14], [6], [10].

LMT lze doporucit pro kinetickd data, tj. pro pohybujici se body, protoze LMT
kritérium je vypocetné jednodussi nez DT kritérium, a dojde tedy k urcité tispore vypo-
¢ta. Pro udrzeni prubézné optimality kinetické triangulace je nutno kritérium po kazdé
zméné polohy bodu kontrolovat a triangulaci adekvatné ménit, takze i mala tispora pri
vypoctu kritéria ma vyznamny vliv (pfi hleddn{ okamziku topologické zmény trian-
gulace je zapotiebi opakované hledat kotfeny polynomu, pti vyuziti LMT misto DT lze
océekédvat pokles stupné polynomu o dva) [59].

Pro aplikace s pohybujicimi se daty, napr. pro detekci kolizi, muze byt také zapo-
tfebi pracovat s grafem nejblizsich sousedtt (NNG). Jeho hrany jsou podmnozinou DT
a je snadné dokazat, ze v LMT obsazeny byt nemusi, v praxi vsak v LMT najdeme
NNG hrany vSechny nebo témér vSechny [37].

5. Souhrn porovnani triangulaci

Tab. 1 shrnuje porovnani vlastnosti a moznosti vyuziti GT a LMT ve srovnani s DT.
Pro rozhodnuti, kterou triangulaci vyuzit, lze uvést nasledujici doporuceni:

e Pokud potrebujeme triangulaci s dokdzanymi tvarovymi vlastnostmi, je vhodné
volit DT.

e Pokud je nasim hlavnim zdjmem jednoduchost algoritmu konstrukce i za cenu
vysoké algoritmické slozitosti, je vhodné volit GT.

naroc¢nosti, jsou vhodnymi kandidaty LMT nebo DT.
e Pokud nase aplikace potfebuje vyuzit povinné hrany, je vhodné zvazit GT.

e Pokud vrcholy triangulace nové vznikaji a zase zanikaji anebo se dokonce pohybuji,
nejlepsi volbou je LMT.

e Pokud si nejsme jisti, co presné potfebujeme, je DT nejmensi riziko.

Vlastnost DT GT LMT
Dokazané tvarové vlastnosti trojihelnika  *
Slozitost konstrukce *
Pamétové naroky 0
Snadnost vyuziti povinnych hran

* O *x O

Globalita zmén vlivem dodate¢ného pridavani nebo ubirdni bodd 0 0
Odolnost vuci singularnim pripadam

Kineticka verze *

Moznost paralelizace 0 0 0

Moznost E3 rozsifeni — * 0 0

Tab. 1. Shrnuti vlastnosti Delaunayovy, greedy a lokalné minimalni triangulace (hvézdicka
oznacuje triangulaci, kterd z hlediska dané vlastnosti dopada nejlépe, 0 pripady, kdy jsou na
tom porovnévané triangulace podobné)
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6. Zavér

V ¢lanku byly podany zakladni informace o méné casto vyuzivanych triangulacich
s hranovymi kritérii, a to greedy triangulaci a lokdlné minimalni triangulaci, a jejich
srovnani se vseobecné znamou Delaunayovou triangulaci. Pres pravem nejsilnéjsi po-
staveni DT mohou jeji konkurentky byt pro nékteré aplikace zajimavou alternativou.

Podékovani. Tato préce byla podpofena MSMT projektem PUNTIS (LO1506)

v ramci programu NPU 1. Podékovani patii také doc. RNDr. A. Slavikovi, Ph.D., za
inspirativni ptipominky k rukopisu.
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