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ARITMETIKA I - HARMONICKA CISLA

ANTONIN JANCARIK, TOMAS KEPKA

Autorfi ¢lanku se zabyvaji otazkou, jak prispét k rozvoji aritme-
tickych dovednosti zaka. V ¢lanku je predstaven problém harmo-
nickych cisel, ktery byl poprvé formulovan a feSen ve 14. stoleti
naseho letopoétu. Autori ukazuji, jak lze tento problém zaradit
do vyuky matematiky na druhém a tfetim stupni skol, naznacuji
interdisciplinarni souvislosti propojujici matematiku, historii, fy-
ziku a hudebni nauku. Soucasné ukazuji, jak se historie problému
déle vyvijela az po v soucasnosti stale oteviené problémy z teorie
Cisel.

Aritmetické dovednosti neboli schopnost pocitat s ¢isly, jsou
jednou ze zadkladnich dovednosti, které si zaci osvojuji v hodinach
matematiky jiz od prvniho ro¢niku zékladnich skol. Aritmetika
ma své nezastupitelné misto pfi budovani kognitivnich struktur.
Pri pocitani s ¢isly se zaci u¢i nejen provadét matematické ope-
race — tkony, které je mozné nahradit kalkulatorem ¢i pocitacem,
ale uci se také soustredit na problém, udrzovat pozornost a v ne-
posledni fadé objevovat vztahy a zdkonitosti mezi Cisly, se kterymi
pracuji. S asociativitou, komutativitou a mnohymi dalsimi vlast-
nostmi ¢iselnych obort se zaci seznami pravé prostiednictvim celé
fady prikladi. Presto, Ze se aritmetika mtze zdat méné vyznam-
nou v porovnani s jinymi oblastmi ,vys$Si“ matematiky, nabizi
mnoho zajimavych problémt, na které ani moderni matematika
neumi nalézt odpovéd. P¥i feseni aritmetickych problémil se Zaci
také poprvé setkavaji s ndznaky postupi, které budou v budoucnu
vyuzivat pfi sestavovani dikazu.

Cilem tohoto ¢lanku je predstavit nékolik problému z teorie
¢isel, které lze vyuzit v hodindch matematiky a pomoci nichz lze
nejenom procvicovat aritmetické dovednosti, ale také ukazat za-
ktm historické souvislosti ¢i nékteré dukazové techniky. Na zvo-
lenych dlohéch lze také demonstrovat, Ze od vysledktu dosazenych
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v davné minulosti je jen maly kricek k problémum, se kterymi si
moderni matematika nedokéaze poradit, a to ani za pomoci nejvy-
konngéjsich pocitaci. Ukazuje se, ze i v ramci aritmetiky mizeme
objevovat nové a doposud nevyresené zahady svéta Cisel.

Harmonicka é&isla

Philippe de Vitry, nazyvany téz Vitriaco (1291-361) pat¥il mezi
nejvyznamnéjsi hudebni teoretiky stiedovéku. Svym spisem Ars
Nova polozil zédklad novodobé hudebni notace. Ve svém dile se
zaméroval na razné aspekty teorie hudby, ¢imz se dostal i ke stu-
diu matematiky. V ramci ni se vénoval predevsim studiu aritme-
tiky a oblasti, kterou bychom dnes nazvali teorii ¢isel. Zaméril se
na prirozend cisla, kterd obsahuji ve svém prvociselném rozkladu
pouze ¢isla 2 a 3. Tato ¢isla nazval Vitracio harmonickymi. Pro¢
jej ale tato cisla zajimala?

Vitracio nepfimo navazoval na pythagorejské presvédceni, ze
hudba je souasti aritmetiky (vice viz nap¥. (Godwin, 1992) ¢
(Ferreira, 2002)). Propojeni ¢isel a tént je zjevné napf. u strun-
nych nastroji, kde jsou jasné matematické vztahy mezi tony a dél-
kami strun. Vitracio samoziejmé pouzival i znamé pozorovani py-
thagorejct, Ze lidskému sluchu jsou nejpfijemnéjsi tény v poméru
malych pfirozenych ¢isel (2 : 1, 3 : 2 ¢ 4 : 3). Ve vSech téchto
pomeérech se vyskytuji pouze mocniny ¢isel dva a tfi. Odtud je jen
krok k harmonickym ¢islim, kterd jsou vhodna pro déleni inter-
valll v téchto pomérech.

Mezi prvnimi deseti pfirozenymi ¢isly nalezneme hned sedm
harmonickych ¢isel — 1, 2, 3, 4, 6, 8 a 9. Postupné je vsak jejich
vyskyt Tidsi a fidsi. Je pouze 20 harmonickych ¢isel mensich nez
100 a 40 harmonickych ¢isel mensich nez 1000.

Nalézt vSechna harmonicka ¢isla mensi nez 10, 100 a 1000 je
ukol, ktery mohou plnit i zaci zakladni Skoly. Zatimco pfi hledani
harmonickych ¢isel mensich nez 10 vystaci s pouhym ovéfovanim
¢islo po ¢islu, pfi hledani vétsich harmonickych ¢isel je jiz vhodné
pouzit sofistikovanéjsi postup. Tedy neovérovat pro kazdé cislo,
zda je harmonické, ale harmonicka c¢isla pfimo konstruovat. Pfi
hledani harmonickych ¢isel se Zaci uc¢i systematicky pracovat, ale
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zaroven si utvrzuji i znalosti o rozkladech pfirozenych cisel a pro-
cvicuji praci s mocninami.

Asi nejptehlednéjsim feSenim daného problému je FeSeni po-
moci tabulky, kde v zéhlavi radkt a sloupct jsou mocniny 2 a 3
mensi nez 1000 a v tabulce pak jejich pfislusné souéiny (viz tab. 1).

1 3 9 27 | 81 | 243 | 729
2 6 18 | 54 | 162 | 486
4 12 | 36 | 108 | 324 | 972
8 24 | 72 | 216 | 648
16 | 48 | 144 | 432
32 | 96 | 288 | 864

64 | 192 | 576
128 | 384

256 | 768

512

Tab. 1: Harmonicka ¢isla mensi nez 1000

Vzdalenosti mezi harmonickymi ¢isly

Pri sledovani harmonickych ¢isel si miizeme polozit otazku, jak da-
leko od sebe mohou dvé po sobé jdouci harmonicka ¢isla byt. Na
prvni pohled vidime, ze nejkrat$i moznou vzdalenost maji dvojice
z prvni desitky. Tam nalézame hned ¢tyfi dvojice po sobé jdou-
cich harmonickych ¢isel — (1,2), (2,3), (3,4) a (8,9). Na druhou
stranu nejvétsi vzdalenost, a to 108, maji mezi sebou posledni dvé
harmonicka ¢isla z naSeho vycétu 864 a 972. Zajimavou otazkou,
ktera s témito intervaly souvisi, je problém, zda existuji i dalsi
dvojice po sobé jdoucich harmonickych ¢isel. Mezi harmonickymi
¢isly mensimi nez 1000 zaddnou takovou dvojici nenalézame, to
v8ak neznamenad, Zze se néjaka dvé vétsi harmonické ¢isla nemo-
hou znovu potkat. Byt predloZzeny problém vypada na prvni po-
hled slozité, odpovéd na poloZzenou otézku lze nalézt pomoci jed-
noduchych tvah, srozumitelnych i zaktim zakladnich a st¥ednich
skol.
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Sousedici harmonicka éisla

Je pomérné ziejmé, ze pokud mame dvé po sobé jdouci harmo-
nicka ¢isla, nemohou byt obé soucasné délitelnd ani dvéma, ani
tfemi. Proto musi byt jedno z nich mocninou dvou a druhé moc-
ninou t¥i. Na prvni pohled jiz ale neni zfejmé, pro¢ by se néjaké
vyssi mocniny 2 a 3 nemohly opét lisit pouze o jednu, jako 8 a 9.

GerSomiuv problém

Reseni uvedeného problému nalezl jiz stiedovéky zidovsky ucenec
a matematik Levi ben GerSom (latinsky Gersonides), znamy také
jako RaLBaG. Ten dokazal, ze 8 a 9 jsou jedinymi vys$Simi mocni-
nami ¢éisel 2 a 3, které po sobé bezprostiedné nasleduji (Peterson,
2000).

Dikaz GerSomova tvrzeni, ktery dale uvedeme, neni obtizny
a muze byt bez obtizi zafazen do uciva stfedni skoly, popfipadé
jako rozsifujici ucivo i v poslednich ro¢nicich skoly zékladni.

Situaci, kdy je jedno z ¢isel 4, snadno vyloucime, protoze ani
jedno z ¢isel 3 a 5 neni vyssi mocninou ¢isla 3. Pfedpokladejme
proto, Ze jednim z ¢isel v pozadované dvojici je tfeti, nebo vyssi
mocnina ¢isla dvé. Potom pro odpovidaji k-tou mocninu ¢isla 3
z dvojice musi platit, ze bud ¢&islo 8 déli 3¥ + 1, nebo ¢islo 8 déli
3k —1.

Zbytek 32 = 9 po déleni 8 je 1. Proto pokud umociiujeme
¢islo 3, dostavame postupné ¢isla ve tvaru 8n + 3 a 8n + 1. Vi-
dime, Ze 3* + 1 ma po déleni 8 bud zbytek 2, nebo 4. Neni tudiz
délitelné c¢islem 8 a nemiize vystupovat v nasi dvojici. Stejné tak
liché mocniny ¢isla 3 zmensené o 1 maji po déleni osmi vzdy zby-
tek 2 a nejsou osmi délitelné.

Zbyvéa posledni pripad a tim je situace, kdy je ve dvojici moc-
nina dvou bezprostfedné nasledovidna sudou mocninou 3. Pak 2¢ =
=3%_1= (3b — 1) (3b + 1) a obé po sobé jdouci sud4 &isla 3° — 1
a 3% + 1 musi byt mocninami ¢sla 2. To je ovSem mozné pouze
tehdy, kdyz b = 1 a jedna se o jiz zminovanou dvojici Cisel 8 a 9.
Tim je dikaz tvrzeni dokoncen.



ARITMETIKA I — HARMONICKA CfSLA 33

Po sobé jdouci mocniny prvodisel

Obdobné lze ukazat, Ze neni moZné, aby po sobé bezprostiedné
nasledovaly mocniny ¢isel 2 a 5 ¢i 2 a 11, poptipadé 1ze tvrzeni zo-
becnit i na dvojice ve tvaru 2 a 8k +3. Tim se dostavame k otéazce,
zda mtize nastat situace, kdy se néjaké dvé vyssi mocniny dvou
prvocisel lisi o jedna, rtizna od nam jiz zndmého pripadu cisel 8
a9.

Catalanova domnénka
V roce 1844 belgicky matematik Eugene Charles Catalan vyslo-
vil hypotézu, ze ¢isla 8 a 9 jsou jediné mocniny prirozenych Cisel,
které po sobé bezprostfedné nasleduji, jinymi slovy, ze 23 a 32
jsou jedinym pfirozenym nenulovym feSenim diofantické rovnice
aP? — b? = 1. Catalan zobecnil nasi otdzku z dvojice prvocisel na
dvojice vsech prirozenych ¢isel. OvSem ani jemu, ani nékolika ge-
neracim matematiki po ném se odpovéd nepodafilo nalézt.
Reseni tohoto problému je velmi naroéné. Historie jeho zrodu
je ale také nesmirné zajimava. Jiz v 18. stoleti, tedy pfed tim, nez
Catalan vyslovil svoji hypotézu, dokazal Leonard Euler, ze dio-
fanticka rovnice a?-b® = £1 m4 v kladnjch &islech feseni pouze
pro dvojice (3,2) a (2,3). To je samozfejmé pouze diléi vysledek
k predlozenému problému. Az v roce 1977 se podafilo dokazat,
ze pokud mé Catalanova rovnice dalsi feSeni, je jich jen konecné
mnoho (Tijdeman, 1976). Nasledné byl stanoven horni odhad, jak
velké muze takové feseni byt. I kdyz se jej podafilo postupné snizo-
vat, stale byl prilis velky na to, aby bylo mozné existenci ¢i ne-
existenci feseni ovéfit s pomoci vypocetni techniky. V roce 2002
se pak nezavisle na dosavadnich postupech podafilo problém vy-
fesit rumunskému matematikovi Predovi Mih&ilescu (Mihéilescu,
2004). Na internetu lze nalézt jeho zépisky z pfednasky pro Kuwait
foundation (Mihailescu, 2003), kde diikaz zabira necelou stranku,
vyuziva vSak odkazi na dalsi véty a teorie.

Posloupnosti mocnin prirozenych ¢isel

Jesté pred tim, nez se podarilo dokazat, ze kromé 8 a 9 jiz neexis-
tuje zadna po sobé jdouci dvojice prirozenych Cisel, se objevil jiny
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souvisejici vysledek. Hyyr6 a Makowski (Ribenboim, 1996) doka-
zali, Ze neexistuje zaddné posloupnost t¥i po sobé jdoucich mocnin
pfirozenych ¢isel. Neni vsak znam zadny dikaz tohoto tvrzeni,
ktery by bylo mozné predlozit zaktum stfednich skol.

Lze vSak snadno ukazat, Zze neexistuje posloupnost ¢tyf po
sobé jdoucich mocnin pfirozenych ¢isel. Dikaz je elementarni. Po-
kud vezmeme dvé po sobé jdouci suda ¢isla, jsou obé mocninami
sudych ¢isel a proto délitelna ¢tyimi, coz neni mozné. Nelze proto,
aby CtyTi po sobé jdouci prirozend ¢isla byla souc¢asné mocninami
prirozenych ¢isel. Dokonce to neni ani mozné pro trojici po sobé
jdoucich ¢isel, z nichz prvni je sudé.

Fermatova-Catalanova rovnost

Diofantické rovnice s mocninami pfedstavuji z pohledu matema-
tiky velmi zajimavé téma. Jiz na zékladni skole se zaci seznamuji
s pythagorejskymi trojicemi, kterd jsou fesenim rovnice a? + b% =
= ¢2. Na druhou stranu Fermatovo tvrzeni, Ze diofantické rovnice
oteviené problémy po nékolik stoleti. Catalanova domnénka, zZe
rovnost a? — b? = +1 mé pouze jedno feSeni, stoji nékde mezi
témito dvéma problémy. Presto ji 1ze jesté jednim zptsobem zo-
becnit a propojit i s rovnosti zndmou z Velké Fermatovy véty.

Takzvand Fermatova-Catalanova rovnost je rovnost ve tvaru
a" +b™ = ¢*, kde a, b, ¢ jsou navzijem nesoudélnd piirozena
¢isla, a pro exponenty n, m, k plati, Ze soucet jejich prevracenych
hodnot je mensi nez 1. Doposud je znamo jen deset fesSeni uve-
dené rovnosti (FeSeni Catalanovy rovnosti je jednim z nich) a je
domnénka, Ze feSeni této rovnosti existuje jen konec¢né mnoho. Pro
aplnost zde téchto deset doposud objevenych rovnosti uvadime:
1™ 423 =32, 25472 =34 132 473 = 29 27 4173 = 712,
35 4+ 114 = 1222, 338 + 15490342 = 156133, 14143 4+ 22134592 =
= 657, 92623 + 15312283% = 1137, 177 4 762713 = 21063 9282,
438 4 96 2223 = 30042 9072.
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Ukazka k Velké Fermatové vété

Predchozi problematiku si jesté ilustrujme nasledujicim snadnym
podpiipadem Velké Fermatovy véty: Dokazme, Ze a™ + (a+1)™ #
# (a4 2)™ pro vSechna pfirozena ¢isla a ,n, n > 2. Dikaz tohoto
tvrzeni je péknou aplikaci binomické véty a vlastnosti délitelnosti.
Opakované budeme pouzivat tvrzeni, Ze a déli (a + b)", pravé
tehdy, kdyz a déli b™, které je pfimym dusledkem binomické véty.

Je-li n liché ¢islo, pak ¢islo a™+(a+1)™ dava po vydéleni ¢islem
(a + 1) stejny zbytek jako zbytek a™ = ((a +1) — 1)" = (—-1)”
(mod a + 1), ovSem ¢islo (a + 2)™ d4ava po vydéleni ¢islem (a4 1)
zbytek 1 (opét pouzijeme (a+2)" = ((a+1)+1)" =1 (mod a+1)).
Rovnost levé a pravé strany rovnice muze nastat pouze v pripadé,
ze a + 1 = 2, snadno ovéfime, ze rovnost 1™ + 2™ = 3" nema pro
zédné n feSeni.

Je-li n sudé, provedeme obdobnou tivahu, ovsem pro délitelnost
obou stran rovnice ¢isly a a a + 2. Zjistujeme, ze ¢islo a musi délit
¢islo (a+2)" —(a+1)" = 2"-1 (mod a), soucasné ¢islo a+ 2 musi
délit ((a4+2)—2)"+ ((a+2)—1)" =2"4+1 (mod a+ 2). Jak ale
pokracovat dale? PomuZeme si vhodné volenymi tpravami celého
vyrazu. Pisme:

(a+2)"—a" = ((a

n
=9 1 1)25
(a+1) nJrj:l <2j+1>(a+ )°g

Odtud snadno vidime, Ze kdyby &islo (a+1)? délilo (a +2)" —
— a”, tak by ¢islo a + 1 muselo délit ¢islo 2n, ¢ili by musela
platit nerovnost 2 < a + 1 < 2n. Na druhou stranu stejné tak
snadno nahlédneme, Ze musi platit (a +2)" —a™ > 2n(a +1)"" L.
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Z nerovnosti (a + 1)" > (a4 2)" — a™ tak plyne, ze a +1 > 2n.
Je zfejmé, ze (a +2)" —a™ # (a+ 1)", coz jsme chtéli dokazat.
Samoziejmé, a’+(a+1)? = 2 # 1 = (a+2)° pro kazdé nenulové
piirozené ¢islo a. Obdobné a' + (a+ 1) =2a+1#a+2= (a+
+2)! pro kazdé celé ¢islo a # 1. OvSem pro druhé mocniny Fesen{
existuji, naptiklad 32 + 42 = 52. Je zndmo, Ze jsou-li a, n, m, k
takova piirozena ¢isla, ze a” + (a +1)™ = (a + 2)*, tak budto
a=1,m=3,k=2, nlibovolné anecboa =3, n=m=%LF=2.

Zavér

Problémy z teorie ¢isel 1akaji k feseni matematiky po staleti. P¥i-
kladem mtize byt Velkd Fermatova véta, kterd svadéla k Teseni
a hleddni protipiikladu celé generace matematikt (dtikaz byl pu-
blikovan v roce 1995 (Wiles, 1995), ohlaSen o rok diive).

V c¢lanku predstavujeme nékolik probléma, které sice nejsou
tak slavné, jako problém Fermattv, ale jsou neméné zajimavé
a svadéjici k feSeni. Jsme presvédceni, ze je vhodné a zadouci
zaktim ukazovat nejen vysledky po staleti osvédcené, ale zaroven
je seznamovat se svétem matematiky, ktery ma v sobé mnoho ne-
prozkoumanych a doposud neodhalenych zdkouti. V teorii Cisel
je od snadno feSitelnych problémt k problémiam otevienym casto
jen maly krucek. Sezndmeni se s doposud nevyfesenymi problémy
mize zménit pohled zakd na matematiku, vzbudit jejich zajem
a v pripadé zaku talentovanych je i pfimét k tomu, aby se mate-
matikou hloubéji zabyvali. Aritmetické problémy, jejichz ukazky
v ¢lanku uvadime, jsou k tomu vhodnym nastrojem.
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Abstract

The authors of the paper focus on the issue of how the develop-
ment of pupils’ arithmetical skills can be supported. The paper
presents the problem of harmonic numbers, which was first po-
sed and solved in the 14th century. The authors show how this
problem may be included in mathematics lessons. They also indi-
cate its cross curricular links to history, physics and music. At the
same time the authors point out that the history of this problem
is not closed and develops to often still open problems in number
theory.
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