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BADATELSKA AKTIVITA NA SKUMANIE
VLASTNOSTI STVORUHOLNIKOV

STANISLAV LUKAC, PAVEL MOLNAR!

V stcasnosti rezonuje v matematickom vzdeldvani poziadavka
aplikovat badatelské pristupy k osvojovaniu poznatkov. Aktivne
skiimanie a objavovanie matematickych zakonitosti moze podporit
dosiahnutie kvalitnejsich a trvacnejsich vystupov matematického
vzdelavania. Pri vytvarani podnetného ucebného prostredia na
sktimanie vlastnost{ §tvoruholnikov bolo v navrhnutej badatelske;j
aktivite vyuzité prostredie programu GeoGebra, ktoré sme sa sna-
zili vhodne skombinovat s vyuzivanim klasickych rysovacich po-
mocok. Ako ndmet na badatelsk( aktivitu sme vybrali skiimanie
vlastnosti stvoruholnikov aj z toho dévodu, ze vyucba vlastnosti
konkrétnych typov stvoruholnikov je stcastou Skolskej matema-
tiky. Clanok obsahuje postupnost tiloh, ktord by mohla priviest
ziakov k objaveniu vztahov vystupujtcich vo Varignonovej vete
a aj k najdeniu a porozumeniu argumentov na zdévodnenie ob-
javenych zisteni. Navrhnuta metodika vyucby bola vyskasana vo
vyucovani matematiky a nase postrehy a skisenosti s uvedené
v ¢lanku.

Na motivaciu v Gvode vyudovacej hodiny by mohol ucitel vy-
uzit informécie o franctzskom ucéencovi Pierrovi Varignonovi. Aj
ked by tento vSestranny vedec ziakom nebol zndmy, mohlo by ich
uputat, Ze bol priatelom Newtona, Leibniza aj Bernoulliho rodiny.
Narodil sa v roku 1654 a vo svojom vedeckom badani sa venoval
hlavne mechanike. V roku 1690 vytvoril mechanickt tedériu gravi-
tacie. Venoval sa aj vyuzitiu diferencidlneho poc¢tu pri opise pru-
denia tekutin. V roku 1704 vynasiel manometrickii U-trubicu na

1T4to praca bola podporovana Agenturou na podporu vyskumu a vyvoja
na zaklade Zmluvy ¢. APVV-0715-12.
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meranie tlaku v plynoch. Viaceré z jeho prac boli vydané az po
jeho smrti. Varignon sa venoval aj geometrii a v roku 1731 bol
prvykrat publikovany dokaz tzv. Varignonovej vety: Nech ABC' D
je lubovolny Stvoruholnik a nech P, Q, R, S su stredy strdn AB,
BC,CD, DA. Potom PQRS je rovnobeznik a jeho obsah je rovny
polovici obsahu Stvoruholnika ABCD. (Peter, 2001)

Na vyucovacej hodine by u¢ebné ¢innost ziakov bola podobne
ako badanie vedcov zaloZend na pozorovani, kladeni otézok, hla-
dani odpovedi a vysvetleni a najdeni vhodnych argumentov na
zdoévodnenie objavenych zisteni. Aj ked program GeoGebra pon-
uka efektivne nastroje na zostrojovanie a skiimanie geometrickych
atvarov, v prvej etape by ziaci vyuzivali pri nac¢rtoch klasické ryso-
vacie pomocky. VySetrovanim nacértnutych stvoruholnikov by ziaci
mohli porozumiet problému a zamysliet sa nad vztahmi, ktoré by
mohli vyuZzit pri jeho rieSeni. Pri ndvrhu postupu vyucby sme sa
snazili vychadzat z modelu riesenia geometrickjch problémov s vy-
uzitim dynamickych geometrickych systémov, ktory opisal Scher
(2003). Tento model obsahuje Styri fazy, ktoré veda prirodzene od
skimania vizualnych nacértov k deduktivnej argumentacii:

vizualizacia zalozend na nacértnuti geometrickych atvarov,
analyza vztahov medzi nacrtnutymi objektmi,

vySetrovanie pomocou dynamického geometrického softvéru
a testovanie hypotéz,

zd6vodnenie.

Vzhladom na vyuZivané poznatky a sposobilosti je porozume-
nie geometrickych vztahov a aj zdévodnenie samotnej vety prime-
rané a vhodné pre ziakov v nizsich ro¢nikoch strednej skoly. Plan
vyucby je zaloZeny na zostaveni postupnosti tiloh, ktoré usmernuju
badatelské ¢innosti ziakov a rieSenim ktorych by mali Ziaci po-
stupne objavit a sformulovat hypotézy vyjadrujuce vzfahy z Va-
rignonovej vety. Ulohy v druhej ¢asti by mali Ziakov nasmerovat
na najdenie vhodnych argumentov na zdévodnenie objavenych zis-
teni.
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Navrh a realizacia badatelsky orientovanej vy-
ucby

Pri navrhu planu vjucby sme sa sustredili na vytvorenie pracov-
ného listu. Pracovny list obsahuje 7 tloh a ziakom bol zadany
v 3 castiach. Pri niektorych tlohéach bolo ziakom odporucané, ze
pre pri ich rieSeni moézu vyuzif program GeoGebra. Navrhnuté
metodika vyucovania bola zrealizovana v jednej triede tretieho
ro¢nika na gymnaziu. Pre nasu vyucbu boli poskytnuté dve dvoj-
hodinové vyucovacie jednotky, na ktorych sme mohli vysktsat pri-
pravené metodiky vyucby Styroch vyucovacich hodin. Vyucby sa
zucastnilo 18 ziakov, z toho 11 chlapcov a 7 dievcat.

Na prvej vyucovacej hodine sme sa so ziakmi venovali opa-
kovaniu poznatkov (vysky a taznice trojuholnika, stredné priecka
v trojuholniku, stredovy a obvodovy uhol), ktoré boli potrebné pri
skumani a zdovodiiovani objavenych vztahov. Nakolko Ziaci eSte
nevyuzivali program GeoGebra, pri rieseni tiloh na opakovanie si
7iaci mohli vyskuSat na tvodnej hodine zakladné néstroje tohto
programu.

Na druhej vyucovacej hodine sme sa zaoberali problémom,
ktory viedol ku sktimaniu Stvoruholnikov a objavovaniu a zdoé-
vodiiovaniu vztahov z Varignonovej vety. Priebehu a analyze tejto
vyucdovacej hodiny sa budeme podrobnejsie venovat v druhej casti
¢lanku.

Predmetom tretej vyucovacej hodiny bolo skiimanie vlastnosti
tetivového stvoruholnika. Riesili sme aj konstrukéné ulohy, pri
rieSeni ktorych mohli Ziaci aplikovat objavené vlastnosti tetivo-
vého Stvoruholnika. Na poslednej vyucovacej hodine Ziaci objavo-
vali vlastnosti doty¢nicovych Stvoruholnikov.

Sktimanie a zdoévodiiovanie vlastnosti Stvoruhol-
nikov

V tejto ¢asti ¢lanku uvedieme navrhnuti postupnost tloh, ktoré
boli ziakom zadané vo forme pracovného listu (oznacenie PL).
Ulohy sprevadzali ziakov jednotlivymi etapami badatelsky orien-
tovaného vyucovania. Na prebudenie zaujmu Ziakov bola na za-
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¢iatku vyucby ziakom zadané tloha na rozdelenie Stvoruholnika
na dve Casti s rovnakym obsahom. Pri rieseni tloh z pracovného
listu by mali ziaci rysovat (kreslit) dané ttvary, ale aj pracovat
s dynamickymi konstrukciami, manipulovat s volnymi objektmi
a pozorovat a popisovat zmeny zavislych geometrickych objektov.
Odportcame déavat Zziakom pracovny list po ¢astiach (2a, 2b; 2c,
2d, 3; 4a, 4b) , aby im tulohy nachédzajice sa na dalSej strane
neodhalili zadkladné myslienky rieSenia predoslych tuloh.

Uloha 1 (motivéacia). Otec vlastni pozemok $tvoruholnikového
tvaru (obr. 1). Rozhodol sa, Ze svojmu synovi venuje presne polo-
vicu tohto pozemku. Podmienkou je, aby polovica pre syna bola
v jednom kuse a bola ohranic¢ené rovnymi plotmi. Poktste sa vy-
mysliet ako sa d4 dany pozemok rozdelif pomocou lomenej ¢iary.

C

Obr. 1: N&ért pozemku stvoruholnikového tvaru

Didakticka poznamka. Uc¢itel by mohol ziakov naviest, aby za-
cali delenim zakladnych typov Stvoruholnikov, ako napriklad $tvo-
rec a obdlznik. Najskor zrejme odhalia delenie pomocou osi si-
mernosti a nasledne aj pomocou uhlopriecok. Na dalsie moznosti
delenia (napr. obr. 2, vlavo) by ziakov mohol naviest uditel.

Poznamka z vyuéby. Ako sme ocakavali, zacali ziaci delit pra-
vouholniky, a to pomocou uhlopriecok a aj pomocou osi stimer-
nosti. Sikovnej§i Ziaci prigli aj na delenie pravouholnika pomocou
lubovolného bodu na jednej zo stran, neskor si to uvedomili aj
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ostatni Zziaci. Dany Stvoruholnik sa nepodarilo nikomu rozdelit
a zostal vhodnou motivaciou pre dalsiu pracu. Ziaci nenagli riese-
nie vyuzitim rozdelenia Stvoruholnika uhloprieckou AC na dva
trojuholniky a zostrojenim taznic trojuholnikov so spoloénym bo-
dom v strede uhlopriecky (obr. 2, vpravo).

A B A

Obr. 2: Moznosti delenia pozemku

Uloha 2a (PL). Zostrojte lubovolny $tvoruholnik ABCD a stre-
dy jeho stran oznacte v poradi K, L, M, N. Nasledne zostrojte
stvoruholnik K LM N. Vyslovte hypotézu o type Stvoruholnika
KLMN.

Didaktickd poznamka. MoZno odakévat, Ze viicSina Ziakov si
naértne pravouholnik. Ziaci by na zéklade svojho obrazku mali
dospiet k zaveru, ze Stvoruholnik KLMN je rovnobeznikom. Na
dalsie skiimanie a testovanie platnosti tejto hypotézy je v pra-
covnom liste zaradend dalSia tloha, v ktorej Ziaci manipuldciou
s dynamickou konstrukciou mozu sktimat rozne typy Stvoruholni-
kov ABCD.

Poznamka z vyucby. Zalezalo na tom, aky obrazok si ziaci na-
kreslili. Piati ziaci si nakreslili §tvoruholnik ABC'D ako Stvorec
a vzapiti dospeli k zaveru, ze K LM N je tiez Stvorec. Tito piati Zi-
aci neskusili nacrtnit iné typy Stvoruholnikov a zmenili svoje tvr-
denie a7 na zaklade rieSenia nasledujicej tilohy 2b (obr. 3). Ostatni
ziaci mali tvrdenie napisané spravne uz pri rieSeni tlohy 2a.
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Obr. 3: Ukazka ziackeho riesenia tlohy 2a

Uloha 2b (PL). V dynamickej konstrukcii programu GeoGebra
otestujte svoju hypotézu z tlohy 2a pre rézne typy Stvoruholnikov
ABCD. Sformulujte zaver.

Didakticka poznamka. Preskiimanim rdéznych Stvoruholnikov
ABC D pomocou dynamickej konstrukcie zZiaci zistia, Ze Stvoruhol-
nik K LM N by mohol byt rovnobeznikom. Tento vysledok plati
aj pre nekonvexné Stvoruholniky, ale pri zdovodiniovani vztahov
a aj pri dalsom skiiman{ sa zameriame na konvexné Stvoruhol-
niky. Zdévodnenie pozorovanej skutoc¢nosti je zalozené na vyuziti
vlastnosti strednej priecky trojuholnika.

Poznamka z vyuéby. Praca s dynamickou konstrukciou zaujala
vsetkych ziakov a vSetci dospeli k spravnemu zaveru. Na zaklade
manipulacie s dynamickou konstrukciou si vyssie spomenuti Ziaci
opravili svoje tvrdenie z tlohy 2a.

Pomocou nasledujiicej tilohy sme sa pokisili ziakov naviest na
najdenie argumentov, ktoré by mohli vyuzit pri zdévodneni vy-
sloveného tvrdenia o vlastnostiach stvoruholnika KLMN.

Uloha 2c¢ (PL). Aké vlastnosti ma tisecka M N v trojuholniku
ACD? Ako by sa dal tento vas zaver vyuzit pri uréeni vzajomne;j
polohy priamok MN a KL?
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Obr. 4: Obrazok navadzajuci ziakov na zdévodnenie
rovnobeznosti priamok M N a KL

Poznamka z vyuéby. Vzhladom na opakovanie z prvej vyuco-
vacej hodiny si vSetci ziaci uvedomili, ze isecka M N je strednou
priec¢kou v trojuholniku AC'D a tak isto aj KL je strednou prieé-
kou v trojuholniku ABC'. Oba tieto trojuholniky maji spolo¢nt
stranu AC' a teda st usecky M N a KL rovnobezné a rovnako
dlhé.

. nlugnol frackos 4 ﬁé‘b
7
M= (kL]

Obr. 5: Ukazka ziackeho riesenia tlohy 2c

Uloha 2d (PL). Na zaklade zaverov z riesenia tulohy 2c zdévod-
nite svoje tvrdenie z Glohy 2a ($tvoruholnik K LM N je rovnobez-
nikom).
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Poznamka z vyucby. Z osemnéstich ziakov si len Styria Ziaci
v Case urenom na vypracovanie druhej ¢asti pracovného listu ne-
uvedomili, Ze vlastnost strednej priecky trojuholnika sa dé vyuZit
aj pre usecky KN a LM pri rozdeleni $tvoruholnika ABCD uhlo-
prieckou BD. Tito ziaci nevedeli dokonéif zdovodnenie, Ze Stvoru-
holnik KLMN je rovnobeznikom.

IUVIIVUCZINKULL).

IkNJ=(LM|

S (RwbilCald e 1. ponobaine
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g k L Kondmd,

TS al

Obr. 6: Ukazka ziackeho riesenia tlohy 2d

N M

Uloha 3 (PL). Charakterizujte vlastnosti stvoruholnika ABCD,
aby stvoruholnik K LM N bol:

a) kosostvorcom,

b) pravouholnikom.
Pomocou dynamickej konstrukcie PL1_2.ggb preskimajte vyho-
vujtce stvoruholniky ABCD a v pracovnom liste opiste ich vlast-
nosti.

Didakticka poznamka. Uloha je zamerana na lepsie porozume-
nie a aplikdciu vztahov vyuzivanych pri rieSeni predchédzajicej
ulohy. Aby napriklad vnutorné uhly Stvoruholnika K LM N boli
pravé, musia byt uhlopriecky stvoruholnika ABC D na seba kolmé.
Ziaci mdzu otestovat svoju hypotézu zostrojenim a preskiimanim
stvoruholnikov ABC D s kolmymi uhloprieckami.

Poznamka z vyucby. Ziaci mali k dispozicii dynamickt kon-
Strukciu obsahujicu $tyri Stvoruholniky. Dva Stvoruholniky boli
vSeobecné a dva boli zostrojené tak, aby splhali pozadované vlast-
nosti. Neboli v nich v§ak zobrazené uhlopriecky. Ziaci sa pri tejto
tlohe dost trapili, nevedeli, na ¢o sa maju zameraf a ¢o sledovat.
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Traja ziaci uviedli ako rieSenie oboch tloh len Stvorec bez uvede-
nia vlastnosti. Pri tlohe a) v Styroch pripadoch odpoved chybala
a pri tlohe b) neuviedli odpoved traja ziaci.

V poslednych dvoch tlohéach pracovného listu sa mali ziaci za-
meraf na hfadanie vzfahu medzi obsahmi $tvoruholnikov ABC' D
a KLMN. V tlohe 4a mali Ziaci pracovat s obdlznikom ABCD
a v tlohe 4b mohli experimentovat v dynamickej konstrukcii so
vSeobecnym Stvoruholnikom ABCD.

Uloha 4a (PL). Na obrazku je na¢rtnuty obdlznik ABCD a stre-
dy jeho strdn tvoria Stvoruholnik KLM N. Preskimajte vztah
medzi obsahmi tychto dvoch Stvoruholnikov. Zapiste svoju hy-
potézu.

D M C
N L
A K B

Obr. 7: Nacrt k uréeniu obsahov

Obr. 8: Ukézka ziackeho riesenia tilohy 4a
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Poznamka z vyucéby. Pri tejto tlohe sa objavili spravne riese-
nia s vypoctom, ale aj rieSenia bez vypoctov, ale so spravnym
zaverom. K zaveru, ze Stvoruholnik K LM N mé poloviény obsah
oproti stvoruholniku ABCD dospeli vsetci ziaci. Pri tejto ulohe
si niektori ziaci uvedomili spojitost s motivaénou tlohou o deleni
pozemku.

Uloha 4b (PL). V dynamickej konstrukcii sa zamerajte na ski-
manie roznych konvexnych $tvoruholnikov ABCD a preskimajte
vztah medzi obsahmi Stvoruholnikov ABCD a KLM N. Vyslovte
tvrdenie.

Poznamka z vyucéby. Vsetci ziaci na zéklade idajov uvedenych
v algebraickom okne programu GeoGebra uviedli spravnu odpo-
ved. Po vyzvani, aby sa Ziaci vratili k rieSeniu motivacnej tlohy
uz ziaci vedeli vyuzif osvojené poznatky pri rozdeleni pozemku
v tvare Stvoruholnika.

Po tom, ako ziaci na zaklade experimentovania vyslovili hy-
potézu o obsahoch $tvoruholnikov ABCD a KLMN, vykonali
s pomocou udéitela podstatna ¢ast dokazu daného tvrdenia.

Uhloprieckou AC' je rovnobeznik K LM N rozdeleny na dva
rovnobezniky EFMN a KLFE (obr. 9). Obsah rovnobeznika
K LM N sarovna suctu obsahov rovnobeznikov EFMN a KLFE.
Vzfah medzi obsahmi $tvoruholnikov ABCD a KLM N budeme
skimat zvlast v polrovindch uréenych priamkou AC. Pri zdo6-
vodniovani skimaného vztahu mozno vyuZit v polrovine uréenej
priamkou AC a vrcholom D podobnost trojuholnikov NM D
a ACD (veta sus), z ktorej vyplyva, Ze vyska HG rovnobeznika
EFMN je rovna polovici vysky HD trojuholnika ACD. Dlzka
tsecky EF je rovna polovici z dizky tsecky AC. Vyuzitim uvede-
nych vzfahov a vzorcov na vypocet obsahu trojuholnika a rovno-
beznika mozno odvodit, ze obsah rovnobeznika EFMN je rovny
polovici z obsahu trojuholnika AC'D. Analogicky by sme postu-
povali aj v polrovine uréenej priamkou AC a vrcholom B.
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Obr. 9: Na¢rt na zdovodnenie vztahu medzi obsahmi
Stvoruholnikov ABCD a KLMN

Hlavny problém z pracovného listu mozno dalej rozvijat a pon-
tknut ziakom vhodny ndmet na dalsie badanie. V zévere vyuco-
vacej hodiny bol tento namet ziakom predlozeny v podobe tlohy,
ktora bola ziakom zadana ako domaéce cvicenie.

Uloha 5 (DU). Dany je konvexny $tvoruholnik ABCD. Zvolte
si bod G a zostrojte jeho obrazy K, L, M, N v stredovych st-
mernostiach podla stredov stréan Stvoruholnika ABCD. Presk-
majte vlastnosti stvoruholnika K LM N. Mozete vyuzit dynamickt
konstrukciu PL1_DU.ggb, alebo si vytvorit vlastna.

Obr. 10: N&c¢rt k rieSseniu doméceho cvicenia
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Poznamka z vyucby. Z trindstich ziakov, ktori riesili doméce
cvicenie, vicsina ziakov vyuzila pri rieSeni pripravenii dynamicka
konstrukciu PL1_DU.ggb. Aj ked Ziaci zistili, Ze Stvoruholnik
KLMN je rovnobeznik, nevedeli vytvorit ani ¢ast zdovodnenia
objaveného zistenia. Ako sami povedali, v zlozitej konstrukcii ne-
vedeli, ¢o maju sledovat a na ¢o sa maji zameraf. Ziaci nevedeli
zostavit postupnost argumentov zaloZzenych na vyuziti vlastnosti
Stvoruholnika 5759535, objavenych na vyucovacej hodine a po-
dobnosti trojuholnikov.

Zaver

V ¢lanku sme predstavili uéebna aktivitu umoziiujicu aplikovat
badatelsky pristup k vyucovaniu matematiky. Opisali sme zdmery
pri tvorbe pracovného listu, jeho obsah a metodické pokyny pre
jeho vyuzitie vo vyucbe. Na zaklade vyskasania navrhnutej meto-
diky vo vyudovacom procese mozno konstatovat, ze ziakov zaujali
riesené tulohy a ich aktivitu podporila aj moznost vyuzivat v niek-
torych etapach vyucby program Geogebra. Z naSich skusenosti
vyplynulo, Ze pri rieSeni geometrickych tloh maju Ziaci ¢asto pro-
blémy zovSeobecnit tvrdenia sformulované na zdklade skiimania
konkrétnych pripadov a najst vhodné argumenty na ich zdovod-
nenie.
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Abstract

Inquiry-based approaches to teaching resonate in mathematics
education in nowadays. Active investigation and discovery of the
mathematical patterns can support the achievement of better and
more lasting results of mathematics education. GeoGebra was
used in the proposed inquiry activities to create a stimulating
learning environment for the investigation of the properties of
quadrilaterals. We have tried to combine appropriately the Geo-
Gebra with the use of classical drawing tools. As a resource for
the inquiry activity we chose an investigation of quadrilateral pro-
perties. The teaching of properties of the particular type of quad-
rilaterals is part of the school mathematics. The article contains
a sequence of tasks that could lead students to the discovery of
relationships described in Varignon’s theorem and also to finding
and understanding arguments for the reasoning of discovered pro-
perties. The proposed teaching methodology has been tried in
mathematics teaching and our observations and experience are
given in the article.
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