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FIBONACCIOVA CISLA JAKO ZDROJ
INSPIRACE PRO UCITELE

JAROSLAV SEIBERT

Ztfejmé nejvyznamnéjsi evropsky matematik stifedovéku Leonardo
z Pisy (pfiblizné 1170-1240), vice zndmy pod prezdivkou Fibo-
nacci (tzn. syn Bonacciiv), se zapsal do déjin matematiky prede-
v8§im tim, Ze seznamil Evropu s indicko-arabskou pozic¢ni desitko-
vou soustavou. Pfitom ,nula“ u ného vystupuje jiz jako skutec¢né
¢islo. Kromeé toho obsahuje Leonardova stézejni kniha Liber abaci
(1202) také feseni fady elementarnich problémt, véetné tzv. tlohy
o kralicich, ktera vede na posloupnost celych ¢isel {F,,} = {1, 1,2,
3,5,...}. Roku 1643 A. Girard jako prvni uvedl rekurentni definici
této posloupnosti v soucasné podobé. Ve druhé poloviné 19. stoleti
francouzsky matematik E. Lucas zkoumal nékteré ¢iselné teore-
tické vlastnosti ¢lenti této posloupnosti. Byl to prave on, ktery na
pocest Leonarda zavedl pojmenovani Fibonacciova posloupnost
a pro jeji ¢leny nazev Fibonacciova ¢isla.

V Ceskych casopisech zaméfenych na skolskou matematiku se
¢as od casu také objevuji ¢lanky vénované témto ¢islim z rtiznych
1hlt pohledu, velice ¢asto v souvislosti s geometrickymi interpre-
tacemi Fibonacciovych ¢isel a vztahti mezi nimi. Jako posledni
negeometricky prispévek v tomto Casopise je zfejmé clanek Fi-
bonacci a jeho ¢isla (JaroSova, 2008), ktery pojedndvad o vazbé
Fibonacciovych ¢isel k Pascalovu trojihelniku.

Presto je mozné konstatovat, ze na stfednich skolach v nékte-
rych zemich (zv14sté v USA) byva Fibonacciovym é&islim a jejich
riznym zobecnénim vénovana vét$i pozornost nez u nas. Svédci
o tom i skuteCnost, ze v Casopisech, které se zaméruji na stfedo-
skolskou matematiku, se pomérné ¢asto objevuji prispévky s touto
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problematikou, nékdy psané i samotnymi studenty, napiiklad v ¢a-
sopise The Mathematics Teacher. Z odborné matematického po-
hledu se stala Fibonacciova ¢isla a s nimi souvisejici problémy re-
gulérni soucasti teorie ¢isel. Dokladem toho je fakt, ze v roce 1963
byla v USA zaloZena organizace Fibonacci Association, kterd od
tohoto roku vydava specializovany casopis The Fibonacci Quar-
terly. Navic zminénd asociace pravidelné po dvou letech porada
prestizni mezinarodni konferenci Applications of Fibonacci Num-
bers.

Knizni publikace o Fibonacciovych ¢islech se castéji objevuji
teprve v poslednich letech. Dlouhou dobu jedinou monografii o Fi-
bonacciovych ¢islech byla utlad knizka N. N. Vorobjeva, kterou do
Cestiny prelozil v roce 1952 vyznamny cesky matematik akade-
mik E. Cech (Vorobjev, 1952). Dali tfi nejzndméjsi monografie
pochézeji z USA. Prvni z nich vydal V. E. Hoggatt (Hoggatt,
1967), druhou pak S. Vajda (Vajda, 1989). Do soucasnosti zfejmé
nejobsahlejsi a z hlediska poznatkt i nejucelenéjsi je monografie
autora T. Koshy (Koshy, 2001). Vyznam Koshyho prace je o to
vétsi, ze v knize lze nalézt kromé ryze matematickych poznatki
i fadu modelovych situaci a problémi, ve kterych hraji vyznam-
nou roli pravé Fibonacciova ¢isla. Rada téchto situaci je popsana
i v Hoggattové praci.

Jen v kratkosti mizeme pripomenout napriklad uplatnéni Fi-
bonacciovych ¢isel v botanice, v souvislosti se stavbou nékterych
Casti rostlin, stromi nebo jejich ploda. Jedna se kupiikladu o jisté
druhy kvétin, kvéty slunecnic, plody ananasu, borové sisky, kvétni
ubory artyc¢oki apod. (napf. Koshy, 2001: s. 16-25). Z aplikaci
v chemii zminme alespon vztah Fibonacciovych ¢isel k atomovym
¢islim inertnich plynt, k vlnové délce spektralnich ¢ar v Balme-
rové sérii nebo k topologickému indexu parafinil a cykloparafini
(cykloalkanti). Z fyzikélnich problému pak jmenujme hlavné uplat-
néni Fibonacciovych ¢isel pii feseni nékterych elektrickych siti
(napt. Koshy, 2001: s. 43-49).

Zajimavé, i kdyZ z pohledu matematika jiz z valné ¢asti uméle
vytvarené, jsou vazby Fibonacciovych ¢isel v hudbé a poezii. Na
druhé strané neni pochyb o jejich uplatnéni ve vytvarném umeéni
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a architektufe. Predevsim vliv ,zlatého fezu“ na kompozice ob-
razil a soch, pfipadné architektonickych prvki, je nepopiratelny
a v literatufe velmi detailné popsany a zhodnoceny.

V neposledni fadé je tfeba zdaraznit i vazby na feSeni pro-
blémt ekonomické povahy. Naptiklad Koshy pfipomina problém
¢isténi odpadnich vod, ktery studoval R. A. Deninger na Uni-
verzité v Michiganu v roce 1972. Jednoznac¢né nejvyraznéjsi sto-
pou, kterou Fibonacciova ¢isla zanechala v ekonomickych védach,
je tzv. Elliotiv vlnovy princip. V tficatych letech 20. stoleti
R. N. Elliot zkoumal vykyvy na kapitalovém trhu v USA. V roce
1939 formuloval vysledky své analyzy jako teoreticky princip, kte-
ry byl ekonomickou vetfejnosti ptijaty a dale rozvijeny. Podrobnéjsi
vysvétleni mize najit ¢tenaf napt. v (Koshy, 2001) a tam citované
literature.

Je zfejmé, ze velice Casty vyskyt Fibonacciovych ¢isel ve velmi
ruznorodych situacich a casto pfekvapivych souvislostech je do
zna¢né miry vyvolany jednoduchym a navic snadno aplikovatel-
nym rekurentnim pfedpisem.

Zakladni vlastnosti Fibonacciovych ¢isel

Fibonacciova posloupnost {F,,} je posloupnost celych ¢isel, kterd
je dana rekurentné predpisem F,, o = F,+1 + F,, pro libovolné
prirozené ¢islo n a poc¢atecnimi Cleny Fy = F5, = 1. V fadé avah
se ukazalo rozumné pouzivat zakladni rekurentni pfedpis i pro
nekladné hodnoty indexu n. Pak lze snadno zjistit, ze plati Fy = 0,
F., = (=1)""'F,. Tak jsou Fibonacciova &sla definovana pro
kazdou celociselnou hodnotu indexu n.

P1i zkoumaéni vlastnosti Fibonacciovych ¢isel je vhodnéjsi uzi-
vat jejich funkéni predpis. Tento pfedpis poprvé odvodil A. de
Moivre v roce 1718. Po vice nez stoleti ho znovuobjevil roku 1843
francouzsky matematik J. Binet, po némz je prislusna formule

pojmenovana.
Binetuv vztah méa tvar
n—pn 1 5 1—-+/5
Fo= P oo 1Y o g1 5= LoV L6
a—f 2 2
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jsou iracionalni ¢isla, pfitom « je ¢islo znamé jako konstanta zla-
tého fezu. Tento vzorec lze odvodit rtiznymi zptisoby. Z matema-
tického hlediska je asi nejptisobivéjsi ziskat vztah fesenim zékladni
Fibonacciovy rekurence jako homogenni linearni diferencéni rov-
nice druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Pro konstanty «, 3
plati zfejmé vztahy

a+pB=1,a—-B=v5a8=—1.

Pro usnadnéni prace s Fibonacciovymi ¢isly bylo vytvotreno
nékolik modeli, které vychéazeji z redlnych situaci. P¥i hledani
vhodnych modelu se ukazuje mnohdy efektivnéjsi posunout kladné
hodnoty indexu n o jednicku. Znamend to volit F; = 1, Fy = 2,
coz vede v Binetové vzorci ke tvaru F),, = % V nésleduji-
cich tlohéch uvedme alesponi dva nejcastéji pfipominané modely
pouzitelné pro kladné hodnoty n, viz napt¥. (Vilenkin, 1977) nebo
(Calda, 1996).

Uloha 1. Uréeme pocet rtiznych zpiisobti a,, jak vyjit schodisté
o n schodech, vynechame-li pii kazdém kroku nejvyse jeden schod.

Reseni. Ziejmé a1 = 1 = F, a3 = 2 = F;. Necht je nyni
n > 2. Mnozinu vSech zpusobi, jak vyjit schodisté, lze rozlozit
do dvou disjunktnich tfid podle toho, zda Slapneme na prvni
schod, nebo ne. Uziti kombinatorického pravidla souctu pak bez-
prostfedné vede ke vztahu a,, = a,—1 + an—2. To je vsak Fibo-
nacciova rekurence, a proto a,, = F,, pro vSechna pfirozena n.

Uloha 2. Uréeme pocet riiznych zpiisobti b,,, jak vydlazdit chodbu
o rozmérech 2 x n dlazdicemi o rozmérech 1 x 2 (pfi stejnych jed-
notkach délky).

Reseni. Snadno si dovedeme piedstavit, e zde by = 1 = Fy, by =
=2 = F,. Je-li n > 2, mnozinu vSech moznych vydlazdéni chodby
rozlozime do dvou disjunktnich t¥id podle zptisobu polozeni prvni
(krajni) dlazdice. Odtud ihned ziskdme rekurentni rovnost b, =
= b,_1 + b,_o, coz opét znamena, ze b, = F,, pro kazdé kladné
celé ¢islo n.
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Ukazka techniky dukazi identit

Dtikazy matematickych vét (tzn. ovéfovani pravdivosti vyroku
o matematickych objektech) je nezbytnou soudasti kazdé mate-
matické teorie. V posledni dobé se od provadéni dikazt stale
vice ustupuje nejen na stiednich skolach, ale i na radé skol vy-
sokych, kde se matematické discipliny vyucuji, zvlasté pak na
gkolach technického zamétreni. Tento trend se do jisté miry tyka
i fakult vzdélavajicich ucitele matematiky. Jednim z duvodu to-
hoto jevu je zfejmé casto abstraktni podoba dtkazt, kterd je pro
fadu studentii obtizna a od zvladani zakladnich dikazovych tech-
nik je pfimo odrazuje. P¥i dokazovani vlastnosti Fibonacciovych
Cisel 1ze volit mezi riznymi formami dikazu, zvlasté nenasilné je
pak vyuziti vhodného modelu. Vse budeme ilustrovat na pfipadu
nasledujici identity, pro kterou uvazujeme Fibonacciovu posloup-
nost s poc¢ateénimi ¢leny Fy = 1, F; = 1. Jedna se o ekvivalentni
vyjadreni identity 5.44 z Koshyho monografie, kterou prvni doka-
zal Mana v roce 1969.

Véta. Pro libovolna pfirozena cisla k, n plati Fyy, = FipF, +
+ F1Fp_q.

Dikaz 1. P¥imy dtkaz uzitim Binetova vzorce.

Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze je k > n.
Pravou stranu identity lze upravit takto

P=FF,+Fy 1F, 1=
_ak+1_6k+1an+1_6n+1+ak_6kan_6n_
- a-j a—p a-f3 a-p

1 X
_ (ak+n+2 _ Ozk+16n+1 _ an+15k+1 + 5k+n+2+

(a—B)?

+ akJrn _ Oékﬂn _ Oénﬂk + 5k+n)
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Déle s vyuzitim rovnosti a8 = —1 plati
1 n — n —-n
el Gt S U e e VG
+ ﬂk+n+2 + achrn o (_1)nak7n . (_1)n6k7n + ﬁk+n) —
1

_ (ak+n+2 + ﬁk+n+2 4 O[k+n + /Bk—i-n) _

(a—B)°
() e n03)

= e ) B ) =
k4+n+1 _ gk+n+1
L

Drikaz 2. Dikaz matematickou indukci podle proménné k pii pev-
né zvoleném n.

Pro k = 1 tvrzeni zfejmé plati, protoze Fi, = F1F, +
+ FyF,—1 = F, + F,_1. Obdobné pro k = 2 dostavame F5,, =
=khFE,+NF,_ =2F,+F_  =F+F,_1+F, :Fn+1+Fn'

Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna pfirozend
¢isla mensi nebo rovna libovolnému k > 2, a dokazeme, Ze tvrzeni
plati i pro k + 1.

Postupné plati

Fyp1 B+ FrFpy = (Fr + Fro1) By + (Fro1 + Fr2) Fpo1 =
= Fy+ Fp 1By 1+ Fp B+ Fr oF, 1=
=Fpin+ Fr11n = Fryiqn
a dtkaz je uzavieny.
I kdyz oba predchozi dikazy jsou postaveny na pouhé mani-

pulaci s prislusnymi vyrazy, je pro jejich provedeni tifeba urcité
zbéhlosti ve formalnim uvazovani.

Diikaz 3. Pri diikazu vyuzivajicim ,schodistovy* model Fibonacci-
ovych ¢isel vystac¢ime pouze s kombinatorickym pravidlem souctu.
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Mnozinu vSech vystupii po schodisti s (k+n) schody rozlozime do
dvou disjunktnich tiid podle toho, jestli se pfi vystupu postavime
na k-ty schod, nebo ne. Odtud podle kombinatorického pravidla
soucinu okamzité plyne dokazovana identita.

7 dokazané identity lze jako pfimé dusledky ziskat snadno dalsi
vztahy pro Fibonacciova ¢isla. Naptiklad volba & = n vede k iden-
tité F2 + F2 | = Fy, nebo volba k = n+ 1 po jednoduché tiprave
k identité F2 | + F2?_; = Fopi1.

Navic technikou uziti vhodného modelu Fibonacciovych ¢isel
se daji dokazat i matematicky cennéjsi rovnosti, jako je napiik-
lad vztah Fibonacciovych ¢isel k ¢islim kombina¢nim a podobné.
Ctenaf si sam mize vyzkouset uziti rtznych dikazovych tech-
tzv. Cassiniho identity uvedené v nésledujici iloze. Vztah odvodil
roku 1680 francouzsky matematik italského ptivodu G. D. Cassini
a znovuobjevil ho v roce 1753 Skot R. Simson. Tato identita je
napiiklad matematickym zakladem znamého paradoxu o preméné
¢tverce na pravouhly trojuhelnik zdanlivé stejného obsahu.

Uloha 3. Pro kazdé ptirozené &islo n plati F,_1F, 3 — F2 =
= (=1)""" je-liopet Fy =1, Fy = 1.

Zde je ale tieba pii uziti ,,schodisfového* modelu tivahu zfejmé
vést v nékolika krocich. Lze pfitom vhodnym zpiisobem rozlozit do
disjunktnich tfid mnozinu vSech vystupd po schodisti o 2n scho-
dech podle toho, zda se pfi vystupu postavime na n-ty schod, resp.
(n — 1)-ni schod, nebo ne. Odsud plyne, Ze pro sousedni pFirozené
hodnoty n se vyraz na levé strané Cassiniho identity lisi pouze
ve znaménku. Potom sta&i vypoéitat napiiklad Fy F3 — F§ = —1,
¢imz dikaz uzavieme.

Pro dtikaz Cassiniho identity je snad i ndzornéjsi pouzit upra-
veny ,dlazdicovy“ model. Vzhledem k tomu, Ze je pfitom nutné
pracovat soubézné se dvéma chodbami, lze zjednodusit model
v ekvivalentnim vyjadfeni tak, ze chodbu o rozmeérech 1 x n po-
kryvame dlazdicemi o rozmérech 1 x 1 a 1 x 2. Vice detaili,
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véetné samotného dikazu Cassiniho identity, lze najit v (Ben-
jamin & Quinn, 2003), z toho pfislusna tvaha je dostupnd i na
Internetu.

Zavér

Fibonacciova ¢isla a ¢isla obdobného typu, napiiklad tzv. Luca-
sova Cisla, jsou typickou ukézkou pristupné matematické teorie,
ktera poskytuje ucitelim moznost ukazat svym zaktum aplika-
¢ni uplatnéni matematickych tivah a poznatkt. Pfitom neni ¢asto
nutné mit specidlni matematické znalosti a dovednosti.

7 hlediska odborné matematického je v soucasnosti studium
celodiselnych posloupnosti velmi cenénou soucasti teorie ¢isel, kte-
rou se zabyva mnoho matematikt. Také na katedfe matematiky
prirodovédecké fakulty Univerzity Hradec Kralové se této proble-
matice vénuje skupina uciteld jiz fadu let. Vysledkem této snahy
je nejenom sbornik (Seibert, 1999), ale predevsim fada ¢lankt
v odbornych periodikach a série prispévkti na mezinarodnich kon-
ferencich z teorie ¢isel.
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Abstract

The Fibonacci is a basic concept for an important part of the
elementary number theory. This remarkable sequence, perhaps
somewhat surprisingly, applies to various situations not only in
mathematics but also in a number of other science disciplines.
The main purpose of the paper is to remind the reader of some
basic properties of this sequence and its terms, the so-called Fibo-
nacci numbers, and to mention some possibilities of their usage in
various fields. This approach can direct teachers of various sub-
jects or specialists in the relevant fields to acquaint themselves
with the Fibonacci sequences. In this way, a teacher, often with
only basic mathematical erudition, can intensify the motivational
influence of his work with students in the given subject. Moreover,
the usefulness of suitable models of the Fibonacci numbers for the
proof of certain relations is demonstrated at the end of the paper.
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