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MATEMATICKE ULOHY NA SACHOVNICI

LUKAS HoNziK, SARKA PECHOUCKOVA

Sachy jsou deskova hra pro dva hrace v soucasné dobé znadma
v naprosté vétsiné zemi svéta. Jeji obvyklé pojeti pochézi z jizni
Evropy 15. stoleti, kde bylo odvozeno z perské hry satranz. Ta
zase vznikla tpravou staré indické hry caturanga vynalezené jiz
v 6. stoleti n.1. v Guptovské fisi.

I pfes nékteré odliSnosti ¢aturangy a modernich Sachu (Ga-
turangu hraji ¢tyfi hraci rozdéleni do dvou spojeneckych tymi,
namisto nékterych obvyklych figur se zde setkdme s figurou radzi,
slona nebo lodé, pfi¢emz o tom, jakou figurou bude hrac, ktery
je na tahu, hrat, se rozhoduje hodem ¢&tyfsténnou kostkou) lze
najit vyznamné spolecné rysy obou her, mezi které patii prede-
v8§im C¢tvercova hraci deska — Sachovnice — rozdélena na 8 x 8 poli
stiidavé obarvenych ¢ernou a bilou barvou. [1]

Vynalezeni hry

Za vynalezce Catarungy a tedy i praotce dnesnich Sachovych her
je povazovan ucenec Sissa bin Dahir, s nimz je svazan i pfibéh
predznamenéavajici vyuzitelnost Sachovnice nejen pro hru samot-
nou, ale téz pro uvedeni nejriiznéjsich matematickych a logickych
kol ¢ hlavolami. Legenda pravi, ze Sissa bin Dahir vymyslel
hru pro mladého krale Sahrama, aby mu prakticky ukazal, ze krél
se nemiize obejit bez svych poddanych a ze i samotny pésak muze
vyhrat bitvu. Kral byl hrou nadSen a ucenci slibil, Ze mu za ni da
jakoukoliv odménu, o niz si fekne. Sissa bin Dahir odpovédél, ze
mu postaci, kdyz mu kral da tolik zrnek psSenice, kolik se vejde
na Sachovnici podle nésledujiciho klice: na prvni pole 1 zrno, na
druhé pole 2 zrna, na t¥eti 4, na ¢tvrté 8 a tak déle, tedy na kazdé
dalsi pole vzdy dvojnasobek mnozstvi z pole predchoziho. Krali



MATEMATICKE ULOHY NA SACHOVNICI 13

se to zdalo jako ponékud skromny pozadavek, nicméné ucenci vy-
hovél a nafidil poddanym jej splnit. Teprve pozdéji se ukazalo, ze
zminéné prani neni vilbec skromné, ale naopak nesplnitelné, je-
likoz v celé Indii neni tolik psSenice, aby dala potfebné mnozZstvi
zrn.

Podivame-li se na tento problém pohledem soucasné matema-
tiky, je zfejmé, Ze situaci mizeme zapsat nasledujicim vyrazem

20420 4274 4203

ktery popisuje castecny soucet posloupnosti. Konkrétné se jedna
o soucet prvnich 64 ¢lent geometrické posloupnosti s prvnim ¢le-
nem a; = 1 a kvocientem ¢ = 2. Vyuzijeme-li znamy vzorec pro
zjisténi souctu prvnich n ¢lend geometrické posloupnosti

" —1
Sp = aq - q— 1°
obdrzime vypocet
264 —1
64 51

Po vyjadieni vysledku v dekadické soustavé se dostavame k Cislu
18446 744073709551 615, Sissa bin Dahir mél tedy obdrzet vice
nez 18 triliont zrn psSenice. Pfi primérné hmotnosti 1 gramu na
25 zrn pSenice se dostavame k tctyhodné hmotnosti presahujici
737 miliard tun pSenice. Pro uplnost dodejme, ze v soucasnosti
se celosvétova rocni produkce psenice pohybuje okolo 700 miliéna
tun. [1, 2]

Zajimavé ulohy

Jak jsme jiz uvedli v pfedchozi kapitole, Sachovnice mtze dobte
uloh a problému. Ty mohou mit zna¢ny a dobfe vyuzitelny moti-
vacéni potencial nejen pro zaky zakladnich a stfednich skol a za-
roven je lze pouzit jako dobry trénink pro rozvoj matematického
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a logického mysleni a téz procviceni algoritmizace. Zde ptredkla-
dame nékolik zajimavych tloh rozdélenych do nékolika kategorii.
Konkrétné jmenujme tlohy tykajici se obarvovani ¢i dlazdéni Sa-
chovnice ruzné velkymi dlazdicemi, dale pak tlohy o pohybu fi-
gur po Sachovnici a v neposledni fadé zminme téz tlohy fesitelné
Dirichletovym prihradkovym principem. Dodejme, Ze u posledné
zminénych tloh nemusi byt zptisob feseni vzdy na prvni pohled
zfejmy a to ani v pripadeé, ze vime, ze se jedné o Dirichlettiv prin-
cip. Pokud je vSak toto feSeni objeveno, je vétSinou jiz pomérné
jednoduché.

Obarveni a dlazdéni

Uloha 1. Lze $achovnici 8 x8 poli bez dvojice diagonalné protileh-
Iych rohii (obr. 1) pokryt kostkami domina, kdy jedna kostka do-
mina prekryje pravé dvé sousedni pole Sachovnice, pficemz zadna
kostka domina nesmi byt nijak délena? Pokud zpisob existuje,
naleznéte jej, pokud ne, zdivodnéte toto tvrzeni.

Obr. 1: Sachovnice 8 x 8 bez dvou protéjsich roht

Reseni. Prvni myslenka feSitele se mfize ubirat timto smérem.
Standardni Sachovnice méa 8 x 8 = 64 poli. Ufizneme-li dva pro-
téjsi rohy, zbyde nam 62 poli. Vzhledem k tomu, ze jedna kostka
domina pokryva pravé dvé sousedni pole, mélo by byt teoreticky
mozné pokryt nasi Sachovnici 31 kostkami domina. Toto vSak neni
dikaz natoz popis postupu jak na Sachovnici kostky vyskladat.
Pokusme se tedy na problém podivat z trochu jiného uhlu.
Kazda kostka domina pokryje vzdy jedno ¢erné a jedno bilé pole.
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V Sachovnici v8ak chybi protilehlé rohy, které jsou stejné barvy —
v pripadé obr. 1 se jednd o pole bilad. Ve vysledku tedy Sachov-
nice sestava ze 30 bilych poli a 32 ¢ernych poli. Vzhledem k tomu,
7e z téchto riznych pocti odlisné obarvenych poli nelze vytvorit
piislusny pocet dvoubarevnych dvojic, neni ani mozné pokryt Sa-
chovnici kostkami domina.

Uloha 2. Mame $achovnici o velikosti 10 x 10 poli. Je ji mozné
beze zbytku pokryt tetraminy tvaru T, aniz bychom nékteré z te-
tramin museli délit?

5 v . s vz « “v_ sy 10-10 __
Reseni. Provedeme-li na poc¢atku opét zbéZny vypocet —— =

= 25, dojdeme k zavéru, ze tuto Sachovnici by teoreticky mohlo
byt mozné pokryt tetraminy beze zbytku. Pfitom bychom jich
potiebovali 25 kust.

Z toho ovsem vyplyva zasadni problém. Tetramina na ni muze-
me polozit dvéma zplsoby, bud pijde o tertamino lezici na tfech
bilych a jednom cerném poli, nebo o tertramino lezici na tfech
¢ernych polich a jednom bilém (obr. 2).

1 e

Obr. 2: Tetramina

Pritom Sachovnice ma dohromady 100 poli a obarvime-li ji ob-
vyklym zptisobem, dostaneme 50 poli ¢ernych a 50 poli bilych. To
ale znamena, ze muzeme polozit po 12 od obou druht, ¢imz pokry-
jeme 48 poli cernych a 48 poli bilych, na zbyla 2 cerna a 2 bil4 pole
jiz musime pouzit posledni 25. tertramino, které ale musi byt jed-
nim ze zminénych druht. Ani v jednom piipadé vSak neuspéjeme.

Uloha 3. Kuba a Béra spolu hraji hru. K dispozici maji §achovnici
0 30 x 30 polich, ktera jsou vSechna bila. Kuba zacina a v kazdém
svém tahu prebarvi néjaky bily ¢tverec velikosti 2 x 2 na Cerno.
Béra v kazdém svém tahu pfebarvi na ¢erno t¥i bila policka tvorici
libovolné orientované L. V tazich se pravidelné stfidaji a prohrava
ten, kdo jako prvni nemutze tdhnout. Pro kterého z nich existuje
vyhréavaci strategie? [3]
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Resend. Resitelovym prvnim krokem by mohlo byt uvazeni, ktery
z hra¢i ma vétsi vyhodu, jiz miize v pribéhu hry vyuzit. Kuba za-
¢ina, je to tedy on, kdo voli prvni umisténi jakéhokoliv obarveni na
Sachovnici. Tim ovSem v podstaté jeho vyhoda konéi, vycerpal ji
hned na pocatku hry. Naproti tomu Bara muze vyuzit skutecnosti,
ze jeji obarvené L zabird mensi plochu nezli Kubtv ¢tverec. Bara
tedy vzdy mtze hrat do libovolnych 4 policek tvoficich ¢tverec,
zatimco Kuba neni schopen svilj ¢tverec do 3 sousednich zatim
neobarvenych policek tvaru L vtésnat.

Vyhravaci strategie tedy existuje pro Baru, pokud ji zvoli, ne-
existuje proti tomu obrana. Stac¢i, kdyz si ve svém prvnim tahu
vybere néktery z prazdnych roht Sachovnice (takové existuji mini-
malné t¥i, jelikoz Kuba hral teprve jednou) a umisti do néj prvni L
(Gerné vyznacena pole) podle obrazku 3.

Ol &
= ] ] B
w &

Obr. 3: Bafin prvni tah

Po tomto jejim prvnim tahu vzniknou t¥i rezervni poli¢ka (zvy-
raznéna Sedou barvou), do nichz mtiize zahrat pouze ona, Kubtiv
¢tverec se do nich nevejde. V pribéhu hry pak mohou nastat dvé
moznosti, kdy existuje posledni nevybarveny étverec. Bud je na
tahu Bara, ktera do tohoto ¢tverce umisti své L, a Kuba jiz nema
kde hrat a prohravéa, anebo je na tahu Kuba, ktery tento ¢tverec
vybarvi, nacez Béara vyuzije zminéné rezervni policka, néasledné
Kuba nema kde hrat a také prohrava.

Pohyb figur po sachovnici

Uloha 4. Na rohovych polich Sachovnice 3 x 3 stoji postupné Se-
mik (S), Rozinanta (R), Stinovlas (S) a Trojsky kit (T) (obr. 4),

pri¢emz vSichni se pohybuji jako Sachovi koné a zarovern nesmi stat
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dva na jednom poli. Je mozné, aby si Semik a Rozinanta proho-
dili své pozice a zaroven Stinovlas a Trojsky kun zustali na svych
mistech? [3]

Obr. 4: Sachovnice s po¢ateénim rozmisténim koni

Reseni. Pokud uvazime tahy, kterymi se koné& mohou po sachov-
nici pohybovat, lze tyto moznosti zanést do jednoduchého grafu
(obr. 5). V tomto znadzornéni pak hrana mezi dvéma stavy (umisté-
nimi figury na Sachovnici) pfedstavuje moznost pfesunout figuru
z jednoho zvyraznéného pole na druhé. Pritom plati, ze figura na
kterémkoliv krajnim poli Sachovnice ma tyto moznosti pravé dvé
(bud po sméru hodinovych rucicek, nebo proti sméru). Na stie-
dové pole se zminénymi tahy neda dostat, v grafu tedy neni tato
moznost uvedena. Jak je z grafického znazornéni jasné, jednd se
o cyklus.

T EE
g -~

B

T n
6 PUREE
s. |

Obr. 5: Pohyb figur po Sachovnici
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Posuneme-li nyni Semika ze stavu 1 do stavu 2, dalsim moznjym
krokem (nechceme-li figuru vracet na jeji pivodni misto), je posun
do stavu 3. Na cilovém poli ale stoji Rozinanta, kterou je tedy
nutné posunout po Sachovnici opét jedinym moznym zptusobem.
P1i dalsim pohybu by Rozinanta narazila na Stinovlase, ktery by ji
také musel uhnout jedinym moznym zpiisobem. Diisledkem tohoto
pojeti je skuteCnost, Ze vSechny figury se na Sachovnici mohou
pohybovat jednim nebo druhym smérem (po sméru nebo proti
sméru hodinovych rucic¢ek), vidy tak ale ¢ini jedinym moznym
zpusobem. Bez ohledu na smér pohybu se po celkovém poctu 32
taht (bez vraceni na pfedchozi pozici) dostanou vSechny figury na
své puvodni pozice. Odpovéd tedy zni: Ne, Semik a Rozinanta si
nemohou prohodit své pozice, aniz by pfi tom zménili svad mista
i Stinovlas a Trojsky kun. Pro uplnost dodejme, ze dokonce plati
jesté silngjsi tvrzeni, a to: Semik a Rozinanta si nemohou prohodit
své pozice.

Dirichletdav princip

Nez se budeme vénovat konkrétnim tloham, pfipomenme tvrzeni,

ktera se daji k dikazu Dirichletovym principem pouZit [5, 6]:

(zékladni tvrzeni) Mé&jme n+1 pfedmétt a n prihrddek. Pokud
vSechny predméty rozdélime do piihradek, existuje alespon
1 prihradka, kde se nachazi alespon 2 predméty.

(obecné tvrzeni) Méjme kn—+ 1 pfedméti a n piihradek. Pokud
vSechny predméty rozdélime do prihradek, existuje alespon
1 prihradka, kde se nachazi alespon k 4+ 1 predméti.

Uloha 5. Jaky nejvyssi pocet kraltt miizeme na Sachovnici 8 x 8
poli umistit, aby se navzdjem zadni dva z nich neohrozovali? [5]

Reseni. Na zacatku pfipomeiime, Ze kral na Sachovnici miize tah-
nout vzdy jen na libovolné sousedni pole (horizontalné, vertikalné
¢ diagonalné). Dohromady tak z pole, na kterém stoji, ohrozuje
vSech 8 sousednich poli. Pfestoze kazdy kral takto zabird ¢tverec
3 x 3 pole, tyto ¢tverce se ¢asteéné navzajem prekryvaji, protoze
nejmensi vzdalenost, ktera muze dva kréle na Sachovnici délit, aniz
by se vzajemné ohrozovali, je pravé jedno pole.
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,Nejhustsi“ usporadani figur krali na Sachovnici bude ve vy-
sledku spocivat ve vymezeni ¢tverct 2 x 2, pfi¢emz jejich umisténi
provedeme naptiklad nasledujicim zptisobem: Prvniho kréale umis-
time do levého horniho rohu, dalsi krale pak do sachovnice umistu-
jeme podle obrazku 6 vzdy ob jedno pole vpravo, dold ¢i po dia-
gondle (obsazena pole jsou zvyraznéna Sedg).

Obr. 6: Umisténi kralt na Sachovnici

Provedeme-li zminéné rozmisténi figur, je zfejmé, Ze se ndm
takto podarilo Sachovnici rozdélit na 16 ¢tvercl, v kazdém z nich
je jeden kral.

Nyni ukazme, ze 16 kralt je skutecné maximalni mozny pocet
umisténych figur. Pokud bychom se na Sachovnici pokusili umis-
tit 17 nebo dokonce vice figur, podle Dirichletova principu by se
v alesponl jednom ze ¢tverci 2 x 2 musely nachézet alespon 2 fi-
gury, které se nutné musi ohrozovat.

Maximéalnim pocet kralt, ktefi se na Sachovnici navzajem ne-
ohrozuji, je tedy skutecné 16.

Uloha 6. Na achovnici 8 x 8 poli je rozmisténo 33 vézi. Dokazte,
7e mezi nimi vzdy existuje pétice vézi takovych, ze se zadné dvo-
jice z nich neohrozuje. [5, 6]

Reseni. Nejprve podotknéme, Ze zminéné tvrzeni neplati pro 32
vézi. Staci uvazit naptiklad situaci, kdy budou véze rozmistény
ve Ctyfech fadach po osmi. V takovém pripadé bychom v kazdé
libovolné nahodné vybrané pétici nasli alespon jednu dvojici vézi,
které lezi v jedné fadé a tudiz se vzajemné ohrozuji.
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kusme najit pétici sloupci, ozna¢me je Ss, Sy, Sz, Sa, S1, tako-
vych, Ze v nich postupné lezi 5, 4, 3, 2 a 1 véz. Pritom z téchto
sloupci jiz bude jednoduché vybrat pétici vézi, z nichz zadné dvé
se neohrozuji.

Na pocatku mame 33 vézi rozmisténych v osmi sloupcich, tzn.
33 : 8 = 4, zbytek 1. Podle Dirichletova principu pak existuje
alespon jeden sloupec, ve kterém se nachéazi alespon 5 vézi. Tento
sloupec ozna¢me S5. Pritom si uvédomme, Ze maximéalni pocet
vézi v tomto sloupci muze byt 8, takze nam zbyva alespon 33 —
— 8 = 25 vézi.

Obr. 8: Vybér sloupce Sj

Téchto zbylych 25 vézi je rozmisténo v 7 sloupcich, tzn. 25 : 7 =
= 3, zbytek 4, pri¢emz podle Dirichletova principu mezi nimi exis-
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tuje alespon jeden sloupec, v némz se nachéazi alespon 4 véze. Tento
sloupec ozna¢me S;. Maximalni pocet vézi v tomto sloupci opét
miize byt 8, tudiz zbyva alespon 25 — 8 = 17 vézi.

Obr. 9: Vybér sloupce S,

Téchto 17 vézi je rozmisténo v 6 sloupcich, tzn. 17 : 6 = 2
a zbytek 5, takze podle Dirichletova principu mezi nimi existuje
alespon jeden sloupec, kde se nachazi 3 véze. Tento sloupec ozna-
¢ime S3. PFfitom maximalni pocet vézi, které se v ném nachézeji,
muze byt opét 8, takze ve zbyvajicich sloupcich najdeme alespon
17 -8 =9 vézi.

Obr. 10: Vybér sloupce Ss

Analogicky nalozime s témito 9 vézemi rozmisténymi v 5 sloup-
cich, tzn. 9 : 5 = 1 a zbytek 4, kdy podle Dirichletova principu
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mezi nimi existuje alespon jeden sloupec, v némz se nachazi 2 véze.
Tento sloupec oznacime Sy. Maximéalni pocet vézi v tomto sloupci
mize byt zase 8 a ve zbyvajicich ¢tyfech sloupcich tak najdeme
alesponn 9 — 8 = 1 véz.

Obr. 11: Vybér sloupce S,

Sloupec, ve kterém se tato zbyvajici véz nachézi, oznacime S;.

Obr. 12: Vybér sloupce S;

Nyni projdéme sloupce S; az S5 a naleznéme hledanou pé-
tici vézi: Ve sloupci S7 vybereme prvni véz (je-li jich vice, pak
vybereme libovolnou z nich). Ve sloupci Sy jsou alesponi 2 véze,
z nichz vybereme druhou tak, aby se neohrozovala s vybranou
vézi ze sloupce Sp. Ve sloupci S3 jsou alespon 3 véze, ze kterych
vybereme tieti tak, aby se neohrozovala s vybranymi vézemi ze
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sloupctt S; a S3. Obdobnym zptisobem pak vybereme i ¢tvrtou
a patou véz ze sloupct Sy a Ss, které budou spliiovat pozadova-
nou podminku.

Obr. 13: Pfiklad vybranych péti vézi, které se neohrozuji

Zavér

Podobnjch matematickych a logickych kol a problém lze najit
pomérné Siroké spektrum od vcelku jednoduchych tloh vhodnych
uz pro déti na zékladni skole az po problémy vysoké obtiznosti,
které se mohou objevit napiiklad v nékterych vysokoskolskych
kvalifikac¢nich pracich. Ptes rozdilnou obtiznost a téz odlisné za-
fazeni do nami jmenovanych kategorii maji ale vSechny tyto tilohy
nékolik spoleé¢nych jmenovateli. Témi jsou jednak vyuziti Sachov-
nice, na niz je kol zadén, ale predevsim silny motivacéni cinitel
vychézejici z prozitku zdarného vyfeseni zadané tulohy.
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Abstract

The game of chess is known to all of us, including young children.
The most of us also know its rules at least at the level that allows
us to play the chess. The game develops logical thinking, algo-
rithmization and strategic thinking. However, it is not the only
activity that can be performed on the chessboard. Other activi-
ties, besides draughts (checkers) or chess predecessors chaturanga
and shatranj, include various logical and mathematical tasks or
rebus. These are often solvable for the students of secondary or
even elementary schools and can thus be an interesting motivation
for their deeper study of mathematics and related disciplines.
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