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ELIPTICKY POHYB

ALicE KRALOVA

Motivace pro vznik predlozeného ¢lanku

Elipticky pohyb je pojem spadajici do tzv. kinematické geometrie
v roviné. Kinematickd geometrie se zabyva vlastnostmi kiivek,
které jsou drahami neboli trajektoriemi pohybujiciho se objektu.
Aplikaci nachdzi zejména ve strojirenstvi.

Vlastnosti eliptického pohybu jsou uvedeny naptiklad ve skrip-
tech (Boreckd, 2002). Bez dikladnéjsiho rozboru, ktery je vSak
vzhledem k pozadované stru¢nosti zminéného textu vynechan,
jsou ovsem jen tézko srozumitelné. Proto se domnivam, ze mize
byt prinosné se na elipticky pohyb podivat podrobnéji. Tento ¢la-
nek mohou vyuzit nejen studenti vysokych skol, ktefi se pfi svém
studiu s pojmem elipticky pohyb setkaji, ale mize byt zajimavy
také pro ucitele stiednich skol. Ti mohou odvozeni parametrickych
rovnic elipsy pro urcitou vychozi polohu pohybujiciho se bodu stu-
denttum predlozit jako zajimavou planimetrickou tlohu.

Princip, kterym elipsa pfi eliptickém pohybu vznika, lze vyuzit
pro konstrukei elipsografu, jak ukazuje video [5]. V elementérni
podobé lze tento princip demonstrovat uzitim hry Inspiro [6].

Predtim, nez se podivame na presné odvozeni, je mozné pro
ziskani nazorné predstavy, jak je elipticky pohyb vytvotren, zhléd-
nout animaci dostupnou na mych skolnich webovych strankach [3]
pod odkazem ,, Animace kuzelose¢ek — Elipticky pohyb®.

Odvozeni eliptického pohybu

Uvazujme dvé riiznobézky 77 a 79 s prisecikem O, které sviraji
dany tihel . Necht se body P € 7 a Q € 72 pohybuji po piim-
kich 77 a 79 tak, 7e v kazdém okamziku je délka tsecky PQ
konstantni, ozna¢me |PQ| = d (obr. 1).
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Obr. 1: Zadéni eliptického pohybu

Z véty o obvodovych tihlech p¥islusnjch oblouku kruznice ! vy-
plyva, Ze bez ohledu na polohu bodit P a @ na p¥imkach 77 a 7@
maji vSechny kruznice k£ prochazejici body P,Q a O stejny polo-
mér r, a jsou tedy otocenymi polohami kruznice £ kolem bodu O.
Dotykaji se proto v bodech T dalsi kruznice [ se stfedem v bodé O,
jejiz polomér je roven primeéru kruznice k.

Obr. 2: Vlastnost obvodovych thla

Rikéme, ze kruznice [ je pevnou polodii, po niz se uvniti kotali
kruznice k, kterd je hybnou polodii (obr. 3).

1Je-li tse¢ka PQ tétivou kruznice k a bod O lezi na oblouku kruZnice vy-
mezeném body P a @, pak je velikost < POQ neménna a nezavisi na konkrétni
poloze bodu O na uvazovaném oblouku kruznice (obr. 2). Vétu o obvodovych
thlech p¥islusnych oblouku kruznice s jejim diikazem lze najit v [2].
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Obr. 3: Hybna a pevna polodie

Uvazujme dvé polohy kg, k1, mezi nimiz se kruznice k pfemisti
kotalenim po vnitinim obvodé kruznice [ (obr. 4). Z vychozi pozice
dané sttedem Sy € 77 a bodem dotyku Ty =Py € 7 s kruznici [ se
kruznice kg odvali do nové polohy k1, v niz ma stfed S; a kruznice [
se dotyka v bodé T;.

Podivejme se nejprve na kruznici kq, ktera prochazi body P,
@1, O, ma stfed v bodé S; a dotyka se v bodé T; kruznice .

Protoze je |S10] = |S1Pi| = |S1T1| = r, kde r znadi polomér
kruznice ki, jsou trojuhelniky OS1P; a P;S1Ti rovnoramenné.
Ozna¢me ¢ = |4S;0P;|. Pak v AOS; Py mé thel pfi vrcholu Py
také velikost ¢ a velikost thlu pfi vrcholu S; je m — 2¢. Z toho
plyne, ze v APy S1T1 mé thel pfi vrcholu S; velikost 2¢ a zbylé
dva thly jsou rovny hodnoté 5 — ¢.

Jelikoz ‘{OP1T1| = |<IOP151| + |<I;S’1P1T1| =@+ (% — (p) =
= %, je thel OPTy pravy neboli spojnice 71 P; je kolma na
pimku 77, po niz se pohybuje bod P.
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Obr. 4: Vlastnosti trojihelniki

P1i kotéleni kruznice k po kruznici [ z vychozi polohy k¢ do
polohy k1 bod dotyku kruZnic k,l opiSe oblouk PyTi (Py = Tp)
kruznice [ o délce 2r - p. Oblouk téze délky urazi bod Py po kruz-
nici k. Protoze |11 51 P1| = 2¢, je délka oblouku kruznice k& mezi
body P a Tj rovna hodnoté r - 2¢ neboli 2r - ¢. To znamena,
ze poloha odvaleného bodu P, splyne s polohou bodu P;. Kdyz
se tedy kruznice k kotdali po kruznici I, trajektorii odvalujiciho se
bodu Py € 7 kruznice k je tsecka, jez je primérem kruznice [.

Zvolme bod O za pocatek soufadnicového systému a osu x
totoznou s pifmkou 7 (obr. 5). Bod P, ktery se po ni pohybuje,
necht mé soufadnice [¢; 0]. Maximalni rozsah parametru ¢ je dan
polohou vychoziho bodu Py, jelikoz kg je Thaletova kruznice nad
OPy, a tedy |<OQoPy| = 90°.
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Obr. 5: Odvozeni rozsahu parametru ¢

V pravouhlém APyQyO ma < PyOQq velikost «, thel pii vr-
cholu Qg je pravy a délka odvésny PyQq je rovna d. Proto

Sl SN

. d d d d
sina=— = tg=— ,tedy t € { —— ;= .
t sin o

d d
Odtud je také vidét, ze 2r = — = r = Yo
sin « 2sin o
Uvedli jsme, Ze se kruznice k z vychozi polohy ko urcené jejim

polomérem |SyFy|, kde Py je dotykovy bod s kruznici [, odvali
do nové polohy ki, v niz je timto polomérem usecka SiP;. Pri-
tom bod P; lezi na p¥imce 77, pfesnéji feceno na tsecce, kterd je
pramérem kruznice [.

Podivejme se dale, jak pfi kotaleni kruznice k vypada trajek-
torie bodu, ktery ve vychozi poloze lezi kdekoliv na pfimce OPF,
s vyjimkou bodt O a Py. Odvodime, Ze je touto trajektorii elipsa
se stfedem v bodé O, jejiz osa lezi na piimce 7.

Uvazujme nejprve bod M, na polopfimce SyP, tak, Ze
|[SoMp| = u. Pro |[€Sp0S1| = ¢ dojde pii kotaleni kruznice k
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po kruznici | k pfemisténi bodu My do bodu M; na polopiimce
S1 Py tak, ze |S1M7| = u (obr. 6).

VY

S~

Obr. 6: Vytvoreni elipsy pfi kotaleni hybné polodie po pevné
polodii

Vyjadiime soufadnice bodu M. ProtoZe je |51 P1O| = ¢, je
také odchylka piimek P, M; a 7 rovna ¢.

Odvodili jsme, ze AP;S17T7 je rovnoramenny, pficemz jeho
zékladna P;T) je kolmé na p¥imku 7F. Pieneseme-li bod M,
ktery lezi na polopfimce S1P;, rovnobézné se zakladnou P77 do
bodu M/ na druhé rameno trojihelniku, tedy na polopfimku S; 77,
budou mit body M; a M stejnou xz-ovou soufadnici.

UvaZujme pravouhly trojihelnik s pfeponou OMj, jehoZ tieti
vrchol lezi na pfimce 7. Protoze m4 tihel pii vrcholu O velikost ¢,
pro z-ovou soufadnici bodu M7, resp. M plati

= x=(r+u)- cosep.

cosp = Tt
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7 pravouhlého trojihelniku s preponou P; M7, jehoz tfeti vrchol
leZi na p¥imce 77, vypoéitame y-ovou soufadnici bodu M;. Délku
tsecky Py M7 mtzeme vyjadiit jako u — r, pokud bod M; neni
vnitfnim bodem usecky S Pi, resp. r — u, jestlize M; lezi uvnitf
usecky S7 Py. Souhrnné je délka | P, M| pfepony uvaZzovaného troj-
thelniku rovna hodnoté |u — r|. Pak

|yl
lu— 7|

sinp = = y==x(u—r)-sine.
Vzhledem k poloze bodu M; je y = (u—r) - sinp.

Vime, Ze parametrické rovnice elipsy v ,zakladni poloze“, tedy
se stfedem v pocatku [0;0], hlavni poloosou délky a na ose x
a vedlejsi poloosou délky b na ose y, jsou

x=a-cosp, y=>b-siny, ¢ € (0;2m).

To odpovida nasemu vysledku. Ze symetrie elipsy podle osy x =
= 7P plyne, Ze na elipse lezi oba body bez ohledu na znaménko
y-ové soutadnice, takze bod elipsy by mohl byt urceny druhou
rovnici ve tvaru y = —b - sin .

Obr. 7: Trajektorie bodu M
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Daéle je evidentné r + u > |u — r|, takZe délka a hlavni po-

loosy elipsy, kterd leZi na ose + = 7°, je rovna hodnoté r +
+u = - + u. Délka b vedlejsi poloosy je dana vyrazem
2sin
|r —u| = —— —ul|. Pro u = 0 je bod My totozny se stie-
2sin a

dem Sy, ktery se pohybuje po kruznici se stfedem O a polo-
mérem 7. V obr. 7 je zndzornéna cela trajektorie bodu M.

Nez budeme pokracovat ve vykladu, vlozme diileZitou poznadm-
ku tykajici se parametrickych rovnic elipsy, konkrétné uhlu ¢,
ktery v nich figuruje.

Na zakladé analogie s parametrickymi rovnicemi kruznice

x=r-cosp, y=r-sing, ¢ € (0;27)

lze snadno podlehnout mylnému dojmu, ze thel ¢ udava odchylku
tsecky SM, kde M je bodem elipsy a S je jeji stfed, od kladného
sméru osy x. To ale neni pravda!

Ve skutecnosti poloha thlu ¢, ktery se nazyva excentrickd ano-
malie, plyne z tzv. rozdilové prouzkové konstrukce elipsy. Pfi jejim
uziti je poloha bodu M na elipse urc¢ena polohou tsecky PQ s pev-
nou délkou a — b, kdy se bod P pohybuje po hlavni ose a bod @
po vedlejsi ose elipsy, a tedy o = 90° (obr. 8). Bod M je umistén
na polopiimce QP tak, 7e |PM| = b a |QM| = a. Uhel ¢ udava
odchylku polopfimky QP od kladného sméru osy z. 2

Obr. 8: Uhel ¢ v parametrickjch rovnicich elipsy

2Na tomto principu rovnéz funguje uréity typ elipsografu.
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Necht je nyni bod Ny vnitinim bodem usecky OSy tak, ze
|SoNo| = u neboli |[PyNy| = r+u (obr. 9). Pfi kotaleni kruznice k
po kruznici [ se bod Ny premisti do bodu N; na polopfimku P;Sq

tak, ze |P1N1| = r + u a pro y-ovou soufadnici bodu N; plati
vztah ]
. ) .
=Wy . sin .
sing =~ y (r+u)-sing
Vzhledem k poloze bodu N; je y = — (r + u) - sin .
Y

A

Obr. 9: Vytvoreni elipsy pfi kotaleni hybné polodie po pevné
polodii
Po pfeneseni bodu N7 do bodu N{ € OS; rovnobézné s tsec-
kou P\Ty L 7F, éimz se zachova z-ové soufadnice, miizeme z pra-
vouhlého trojihelniku s pfeponou ON;, |ON{| = r — u, jehoz tfeti
vrchol lezi na 77, uréit, ze

= x=(r—u)-cosep.

cosp =
T—1U
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Protoze je 0 < r —u < r+wu, na ose x = 77 bude leZet vedlejsi
osa elipsy, kterd je pfi kotaleni kruznice k po kruznici [ trajektorii
bodu Ny. Pritom je délka b vedlejsi poloosy rovna hodnoté r —

—u= 75 — u. Délka a hlavni poloosy je r +u =
sin v
V obr. 10 je znazornéna celé trajektorie bodu V.

2sin «

Obr. 10: Trajektorie bodu N

Vidime také, ze na hlavni, resp. vedlejsi ose elipsy, kterou je
p¥imka 77, lezi bod P;, jenz je prtsecikem hybné polodie k s pfim-
kou Sy My, resp. S1Ny.

Pravouhly AO P, Ty, jehoz vrcholy lezi na kruznici k1, mtizeme
doplnit na obdélnik OP; T} Ry vepsany do kruznice k; (obr. 11).
Bod R; leZi na ose y a zaroven na piimce S;M;y, resp. S1Ny.
Mizeme tedy fici, ze body na osach elipsy jsou pruseciky hybné
polodie se spojnici pohybujiciho se bodu M, resp. N se stfedem S
hybné polodie.

Déle vyuzijeme skutecnost, ze kruznice k pri kotéaleni po kruz-
nici | protinad osu y v bodé, ktery lezi na spojnici jejiho stfedu S
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s bodem P pohybujicim se po p¥imce 7¥. Tento fakt uplatnime
pfi odvozeni, Ze trajektorii libovolného bodu L, ktery ve vychozi
poloze lezi na polopfimce opa¢né k poloptfimce OSy, bude rovnéz
elipsa.

Necht L je libovolny bod na polopiimce opa¢né k polopiimce
0OSy (obr. 11). Ozna¢me u = |SyLg|. Po odvaleni kruznice ko do
nové polohy k1, v niz ma st¥ed S1, se bod Lg premisti do bodu L
na spojnici P;S; tak, ze |S1L1| = u, pfiéemz tsecka Sy Ly protind
osu y v bodé R;.

Obr. 11: Vytvoreni elipsy pfi kotaleni hybné polodie po pevné
polodii
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Protoze bod R; lezi na kruznici k1, a tedy |S1Ri| = r, je
|R1Li| = u— 7. Bod P; je rovnéz bodem kruznice k1, tudiz plati,
ze ‘P1L1| =7r+u.

Uzitim thlu ¢ = |<OP; L], jenz je roven velikosti <5505,
o ktery se otocila kruznice k, ziskdme pro souradnice bodu L
vztahy

cos @ = 7|a:| = x==x(u—r)-cosp,
u—r

s ohledem na polohu bodu Ly plati z = (r — u) - cos ¢.

lyl
r4+u

sing = = y==2(r+u)-singp,
s ohledem na polohu bodu Ly plati y = —(r + u) - sin .
Uvedené vztahy jsou opét rovnicemi elipsy s délkou hlavni po-
loosy r + u na ose y a délkou vedlejsi poloosy u — r na ose .
Vidime, ze elipsa s hlavni osou na ose y vznikne pohybem
bodu, jehoz pocatecéni polohu lze umistit kamkoliv na polopfimku
Sp0, oviem mimo bod Ry = O, nebot pfi tomto umisténi by se
pohyboval pouze po ose y. Délka hlavni poloosy na ose y je rovna
r + u, délku vedlejsi poloosy na ose x mizeme souhrnné vyjadrit
vyrazem |r—ul, kde u je vzdélenost bodu L, resp. N v jeho v§chozi
pozici od stfedu Sp.

Zavér

Péknou demonstraci eliptického pohybu je video na webové stran-
ce [4]. Na zédkladé vySe odvozenych vztahtt nyni mame jistotu, Ze
vytvorenou kiivkou je skutecné elipsa a také presné vime, jak se
v zévislosti na poloze tvoriciho bodu bude ménit jeji tvar.
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Abstract

In this article I explore the trace of a point attached to a circle
(of radius r) which rolls around the inside of a fixed circle (of
radius 2r). Using appropriate geometric relations I deduce that
the trace of such a point is an ellipse.
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