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CILE VYUCOVANI MATEMATICE

MiLAN HEINY

Na proces vzdélavani hledime jako na cilesledny dusevni pohyb
vychovatele. Ptame se na cil, ktery je sledovan, a na postupy,
kterymi je cile dosahovano.

Rozhodujici roli zde hraje ucitel, jeho osobnost, jeho vztah
k zdkum. NasSe presvédceni o osobnosti ucitele formuloval pred
bezmala 400 lety Jan Amos Komensky v Analytické didaktice:

,Prirozena povaha lidska jest svobodna, miluje dobrovolnost,
hrozi se donucovéani. — A tak chce byt vedena tam, kam sméfuje,
nechce byt vlacena, strkana, donucovana. Z toho tedy plyne, ze
ucitelé nevrli, panoviti a tlukouci jsou nepratelé rodu lidského a ze
jsou od prirozenosti vhodni leda k tomu, aby nadani ubijeli a do-
cela hubili, nikoli vSak aby je povznéSeli a zuSlechfovali. Sem né-
lezeji také susi a neplodni pedanti, ktefi vyucuji jen zaschlymi
pravidly a nedovedou ducha zabaviti, aby ho oblomili; vytvareji
z zaku tvory znechucené, nebo tvory sobé podobné, prkenné pa-
naky.“

Tedy: ,Utad ucitelsky musi byt prost veskeré nevrlosti, vie
musi byt konano s otcovskou naklonnosti.“

Hierarchie cilii vyucovani

Kdyz jsem v roce 1975 zac¢inal uéit na zékladni $kole, dal mi otec!
radu, kterd se pak stala hlavnim voditkem mych uvah o cilech
vyucovani. Rada znéla: ,,Hled, aby tvoje snaha naudit zdky mate-
matice neprevysila tvoji snahu vychovat slusné lidi.“

Vit Hejny (1904 Litovel — 1977 Martin), ucitel stfedni ekonomické skoly.
Jeho pisemna pozistalost zacala vychazet az 35 let po jeho smrti pod nazvem
Archiv Vita Hejného I (2012) a Archiv Vita Hejného II (2016). Obé publikace
vydalo EDIS — vydavatelstvo Zilinské univerzity.
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Zakladni pfesvédceni, které prebirame od Vita Hejného, zni:
,Ulohou gkoly je rozvijet zédka v oblasti intelektualni, osobnostni
i socialni. Ptispét k formovani jeho hodnotového systému, ve kte-
rém je pevné zabudovana potfeba propojit osobni $tésti s prospés-
nosti jinym lidem a potfeba intelektualni prace.“ Z téchto hodnot
kvalitniho zivota vychazi i nase hierarchie cilti vyu¢ovani matema-
tice. Je ddna mirou, kterou jednotlivé cile pfispivaji k formovani
budouciho ob¢ana. Obc¢ana sebevédomého, odpovédného a spolec-
nosti uzite¢ného. Jsou to:

e vztah zdka k matematice a kauzalnimu kritickému mysleni

vibec,

e schopnosti socidlni,

e schopnosti kognitivni, meta-kognitivni,

e znalosti.

Podivejme se blize na prvni tii ze ¢tyt uvedenych polozek.

Vztah zaka k matematice charakterizuje jeho:

intelektualni sebediveéra,

e radost z intelektudlni prace,

e potieba Tesit, piipadné i tvorit matematické tulohy,

e potreba sdilet svoje myslenky se spoluzaky, rodici atp.

K socidlnim schopnostem fadime pfedevsim:
e schopnost zaka pracovat v tymu,
e mit dobrou interakci se spoluzaky,
e umét pomahat a prijimat pomoc.

Ke schopnostem kognitivnim a meta-kognitivnim patfi zejména:
e zvidavost
e potifeba porozumét pojmiim, vztahtim a procestim, nebo je

dokonce odhalovat,

hledani fesitelskych strategii,

experimentovani,

evidence jevi,

organizace souboru jevu,

tvorba a provérovani hypotéz,

zobecnovani,

abstrahovani,
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argumentace,

zvladani, ptipadné i tvorba vhodného jazyka,
efektivni prace s chybou,

efektivni vyuziti casu.

Posledni polozce, znalostem, vénujeme zbytek ¢lanku, protoze pra-
vé sem sméfuje didaktika matematiky.

Porozuméni v matematice

Klicovym pojmem nasich avah je jev porozumeéni, protoze pravé
to urcuje kvalitu zakovy znalosti. Dva ptfibéhy daji ¢tenafi kon-
krétnéjsi predstavu.

Ilustrace 1. V Sestém roc¢niku jsem zadkdm vypravoval legendu
o malém Karlu Gaussovi, ktery trikem secetl vSechna ¢isla od 1
do 100. Ttida pak, dokonce nékolika rtznymi zpusoby, odhalila
vztah ( )
n-(n+1
_ *

: ()
Vztah dostal jméno ,,Gaussiv trik“. V sedmém roc¢niku jsem zkou-
mal, jak se tento poznatek ,,uhnizdil“ ve védomi jednotlivych zakii.
Nastroj vyzkumu byla i tloha 1.

1424 4+n=

Uloha 1. Pro které nejmensi piirozené ¢islon je 1 +2+---+n >
> 100007

Uvedeme TeSeni tii zaku.

Ales kreslil obrazek a komentoval (obr. 1): ,Vezmu jen napfi-
klad Sest. Pfiddm totéz vzhiiru nohama. Dohromady je jich (pise)
6 - 7 = 42. Polovina je 21. Tak je to i pro to n. Mam tedy najit
nejmensi n, pro které je (pise) n - (n + 1) > 20000.“ Hoch na
kalkulaéce zjistil +/20000 = 141. Zkusil 141 - 142 = 20022 a pak
i 140 - 141 = 19740. Vysledek n = 141 dvakrat podtrhnul.

Bétka si vzpomnéla na vztah (x). Nebyla si jista, tak jej pro-
vérila pro n = 3. Na otéazku, jak vi, Zze ten vzorecek plati, fekla:
»JO, to je s tim malym Gaussem. Napisi si (piSe 1 +2+3+---+
+50+ 514+ 98+ 99 4+ 100) a spojim (obloucky naznacuje
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Obr. 1

soucty 14100, 2499, az 50+ 51; ke kazdému obloucku ptipise 101
a zapiSe vysledek 101-50 = 5050).“ Béhem vykladu se divka néko-
likrat zamyslela, obc¢as napsala néco, co pak skrtla. Pak metodou
pokus-omyl hledala pomoci kalkulacky ¢islo n. Prvni pokus byl
201-100, druhy pokus byl 151 - 75, tfeti pokus byl 14170 = 9 870.
To uz bylo velice nadéjné. Divka napsala 142 - a nevédéla, zda
muze napsat desetinné ¢islo 70,5. Po chvili ale zajasala a napsala
9870 4 141 = 10011. Prohlasila: ,Hotovo, je to ¢islo sto ¢tyricet
jedna.“

Zak Cyril vyhledal v se§ité vzoredek (). Na otazku, jak vi,
7e ten vzoreCek plati, prekvapené fekl: ,To je pfeci ten Gaussiv
trik.“ Na otézku ,,Jak jsme to vyvodili?“ odpovédél ,Jo, to si jiz
nepamatuji“.

Komentdr. Ales vzorci (x) rozumi zcela. Pamatuje si, jak jej vloni
sam objevil. Ted sviij objev zopakoval, vztah (x) neuvedl. I druhou
¢ast ulohy — hledani ¢isla n — udélal elegantné s dobrym vhledem
do odmocnin. Hoch rozumi vztahu () zejména proto, Ze jej sdm

odhalil.

Bétka méa pro vztah (x) zatim jen ¢dsteéné porozuméni, ne-
bot si neni jista, zda plati i pro liché n. Nicméné vi, jak se vy-
vodi, a umi tuto myslenku G¢inné pouzivat. Zejména objevi, ze
n'(gﬂ) = ("721)“ +n, a to ji umozni zvladat i licha n.

Zak Cyril nema v podstaté zadné porozuméni vztahu (x).
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Ilustrace 2 se tyka vzorce S = %7 pro obsah trojihelnika. Uva-
Zujeme o tomto poznatku uloZzeném ve védomi ¢tyf zakt. Vsichni
uvedeny vztah znaji, ale kazdy z nich jinak odpovédél na otazku,
pro¢ tento vztah plati.

e Dana doplnila trojuhelnik na rovnobéznik a ten pomoci roz-
déleni na dvé Casti a presunem jedné z nich zménila na ob-
délnik o rozmeérech z x v.

e Emil ostrothly trojihelnik rozdélil vyskou na dva pravothlé
trojuhelniky a kazdy z nich doplnil na obdélnik. S tupoth-
Iym trojahelnikem si ale neporadil.

e Fryda uméla vzorec zduvodnit jen pro pravouhly trojihel-
nik.

e Gustav fekl, Ze vzoreCek je v ucebnici, a on si jej pamatuje.

Komentar. Je jasné, jak zde od Dany ke Gustavovi ubyva poro-
zumeéni pro dany vzorecek. Klicova otazka je, zda Gustav ustrne
na presvédcéeni, Ze mu staci znat vzorec, nebo se u néj probudi
potfeba vzorci porozumét.

Nyni miZzeme upfesnit nase chapani terminu porozumeéni: Po-
znatek, ktery je ve védomi zaka kauzalné propojen na dalsi po-
znatky a/nebo na Zivotni zkuSenosti, nazveme znalosti, nebo po-
znatkem organickym. Znalost, ktera je propojena na zivotni zku-
Senosti zaka, nazveme sémanticky ukotvenou. Znalost, kterd je
propojena na jiné matematické poznatky zdka, nazveme struktu-
rdalné ukotvenou. V dalsim mluvime téz o sémantickém porozumeéni
a strukturalnim porozuméni. Poznatek, ktery takové ukotveni po-
strada, nazveme formdlni. Jestlize navic nositel formélniho po-
znatku odmita nabidku ziskat pro poznatek porozumeéni, mluvime
o poznatku silné formdlnim.

Porozuméni pojmu, vztahu, procesu nebo argumentu je jev dy-
namicky. O tom je nésledujici ilustrace.

Ilustrace 3. Ptam se pétiletého vnuka, kolik je dvé a t¥i. Vnuk
se zeptd, zda jde o jablka, a ukéze na ta v kosiku. Souhlasim.
On vybere dvé jablka, pak tfi a spocita, ze je jich pét. Ukazu na



CiLE VYUCOVANI MATEMATICE 165

jeho auticka a ptam se, kolik je dvé auticka a tii auticka. Hoch
opét manipulativné najde odpovéd. O rok pozdéji spolu chodime
po schodech nahoru a doli. Ptdm se hocha ,vystoupam o dva
schody a pak o tfi schody, o kolik schodi vystoupam?“ Hoch bez
pocitani fekne 0 pét“. Ptam se, jak to vi. Odpovi ,protoze dvé
a tfi je pét“ a ukazuje mi to na prstech.

Komentdr. V péti letech hoch ziskal sérii zkusenosti se sémanticky
ukotvenymi vypocty, napiiklad se vztahem 2* + 3* = 5*. (Hvéz-
dickou oznacujeme sémantické ukotveni c¢isla. Tedy 2* znamena
2 jablka, nebo 2 auticka apod.) Hoch zjistil, ze vysledek nezavisi
na tom, zda pocita jablka, prsty nebo auticka. Z téchto zkusenosti
si abstrakci vytvoril strukturalni spoj 2+ 3 = 5. Hoch tomuto po-
znatku rozumi, protoze se k nému dopracoval sam. Kdykoli je
schopen podat vysvétleni, pro¢ je to tak. Tteba pomoci prsti,
které se tedy stavaji asi hlavnim nastrojem na praci s malymi
Cisly.

Abstraktni poznani 2 + 3 = 5 neni jesté ukonceno. Je opfeno
0 obecné poznani 2" +3* = 5%, ve kterém jak 2%, tak 3* je pocet jis-
tych manipulovatelnych objekti. Ale tato ¢isla mohou byt i pocty
krokd. A i tuto tlohu hoch v ilustraci bezpecné zvladl. Nevime,
zda hoch umél secist i pomijivé zvuky, nebo dokonce situaci, kde
2* znaci druhé podlazi a 3* prestéhovani se o 3 podlazi vyse.

Véclav Simerka pied 150 lety ve své ucebnici uréené vyssim
gymnéziim a realnym Skolam odliSuje objekty 1* a 1 i jazykové.
Objekt 1* nazyva jednici a ¢islici 1, o niz mluvi jako o ¢tence, na-
zyva jedna: ,Tak v Cisle sedm krejcart jest jednice krejcar; v ¢isle
deset kon{ jest tim kiifi, ... (Simerka, 1868: s. 5)

Cim bohatsi je sémantické ukotveni matematického jevu ve vé-
domi zéka, tim kvalitnéjsi je jeho znalost daného jevu. To osvétli
dalsi dvé ilustrace.

Ilustrace 4. Dva pfibéhy hledani souc¢tu % + % i odhaleni vztahu
L1 1
t+i+i=1
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Radka (3. ro¢.) dostala kruh jako obrazek dortu a tlohu: Ko-
lik je polovina a tfetina dortu? Divka obrazek dortu rozdélila na
Sestiny. Tfetinu (2 kousky) vybarvila zeleng, polovinu (3 kousky)
hnédé a fekla, Ze jsou to tfi kousky a dva kousky, tedy pét kouski.
Na mij dotaz, jak veliky je ten kousek, odpovédéla, ze jeden je Ses-
tina. Vysledny zlomek nenapsala, protoze to jesté neumi. Zeptal
jsem se Radky, kolik by to bylo, kdybych k tém péti kouskim pfi-
dal i ten Sesty. Mij dotaz se ji asi zdal pitomy, protoze reagovala
otazkou: ,To jako Ze jsem to nemusela krajet?

Veronika (4. ro¢.) dostala jiz tlohu strukturalni: Kolik je po-
lovina a tfetina dohromady? Dlouho se divala na cifernik hodin,
a aniz by cokoli psala, odpovédéla ,,padesat minut“. Zeptal jsem se
ji, kolik by to bylo, kdybychom pfidali jesté sestinu. Chvili uvazo-
vala, pak si na prstech pocitala a fekla: ,,Jo, deset minut (pauza),
dohromady je to hodina, tedy 60 minut.“

Komentdr. Rozhodujici je porozuméni pojmiim polovina a tfetina
uvnit¥ jednoho kontextu. Obé divky situaci sémantizuji Radka
kraji dort. Vi, ze dojde-li k soubéhu zlomku s a z, je nutno celek
délit na Sestiny. Zatim nevime, zda Radka um1 sc1tat i jiné zlomky,
napfiklad % a % Vime, ze vztahu (%)* + (%)* = (%)* rozumi,
i kdyz jej neumi zapsat.

Veronika modeluje zlomky na ciferniku: 2 je 30 minut, Je
20 minut, dohromady 50 minut. Chvili divce trvalo zjistit, ze 6 je
10 minut. P¥ipadny rozhovor mezi Radou a Veronikou by obohatil
obé divky o porozuméni zlomkdm.

Smutné jsou pfipady, kdy rodici se porozuméni jevu je vytés-
néno formalnim poznanim. O tom mluvi epizoda, ve které opét
potkdme Veroniku, tentokrat jiz jako zakyni 7. roéniku.
Ilustrace 5. Veronika spravné vypodcitala 5 % = 3g2 = % Na
mij dotaz, pro¢ to je tak, odpovédéla, ze to je takové pravidlo.
Ptal jsem se, pro¢ to plati. Rekla, ze to se uéili, Ze to se tak pocita.
Pozédal jsem ji, aby nasla soucet % + % + % Chvili se na to divala
a pak Fekla, ze to jesté nebrali. Zatim umi sé¢itat jen dva zlomky.
Navrhnul jsem ji, at si to nakresli. Rekla, ze obrazky ji matou,
a pak to pravidlo poplete. Nabidku cesty k porozuméni odmitla.
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Komentdr. Veroni¢in poznatek kiizového pravidla je formélni.
Prevzala hotovy navod a ten si nacvicila. V&Fi mu. Stejné by tomu
vérila, kdyby byl nédvod vadny. S¢itani dvojice zlomku divka ne-
umi rozsirit na séitani tii zlomku. Prekvapuje, ze divka, ktera ve
4. ro¢niku dobre tlohu vytesila pomoci ciferniku, po tfech letech
odmité se k tomu vratit.

Pro¢ u divky doslo ke ztraté porozuméni pro operaci séitani
zlomku? Ziejmé proto, Ze prirozend cesta ziskani znalosti pomoci
mnoha konkrétnich vypoctta byla prerusena. Divce byla nabidnuta
jednoducha procedura. Ta byla provazena presvédcenim ucitele, ze
timto zptisobem pilny zak zvladne matematiku rychle a spolehlivé.
Veronika uvétila, ze je vyhodnéjsi naucit se proceduru scitani nez
se po kouscich dobrat k porozuméni procesu. Skolni tisp&snost pak
posilila presvédceni divky o vyhodnosti této zmény.

Rozhodovani zéka, zda se bude ucit vzorecky a nacvic¢ovat pro-
dopad. Rozhoduje o tom, zda se tento zdk ochotné podfidi auto-
rité, nebo zda bude intelektualné autonomni. Nejen v matematice.

Poznévaci proces Veroniky byl pferusen a nahrazen poznatkem
importovanym do védomi divky zvenci. Divka ztratila potfebu
procesu porozumét. Dokonce se v jeji meta-kognici vytvorila po-
tfeba pripadnym vnéjsim nabidkam o porozuméni vzdorovat. Tim
se v div¢iné védomi uzaviela cesta navratu k sémantickym mo-
deldm.

Potfeba porozuméni se v historii objevila v Recku nékdy kolem
roku 800 pred Kr. Civilizace Egypta, Mezopotamie i povodi Hindu
fesily otazku JAK?, Homér hled4 odpovédi na otdzku PROC? Ba-
bylonsky pisar védél, ze % = %—i— %, pythagorejci védéli, proc je to
tak. Tento posun v mysleni lidstva je srovnatelny s objevem pisma.
74k, ktery vi, jak se zlomky s¢itaji, zna néco, co v brzké budouc-
nosti bude bezcenné. Zak, ktery vi, jak do situace ziskat vhled,
ktery mé radost z kazdého svého nového objevu, bude spole¢nosti
uziteény, i kdyz pocitace a roboti standardni znalosti znehodnoti.

V tvahach by bylo mozné pokracovat riznymi sméry. Jestlize
se diskuze rozvine, rad se zapojim.
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Abstract

The article deals with the author’s view of the goals of teaching
mathematics. He distinguishes four: a pupil’s relationship to ma-
thematics in general and causal thinking in particular, social abi-
lities, cognitive and meta-cognitive abilities, knowledge. The rest
of the article is devoted to the building of knowledge, in particular
to the phenomenon of understanding in mathematics. Illustrations
are presented of what it means to understand in mathematics.
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