Ucitel matematiky

Petra Buskova
Spor o nekone¢no

Ucitel matematiky, Vol. 28 (2020), No. 1, 2-11

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/148625

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematiku a fyzikd, 2020

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/148625
http://dml.cz

SPOR O NEKONECNO

PETRA BUSKOVA

Budoucnost matematiky

Historie matematiky neni pfili§ rozsifenym a znamym védnim obo-
rem, zda se byt spiSe okrajovou ¢asti matematiky i historie. Jeji
prinos vsak tkvi v propojeni dvou zdanlivé malo souvisejicich véd-
nich odvétvi. Sam Henri Poincaré, jemuz se bude tento ¢lanek
z velké Casti vénovat, vyzdvihoval propojovani zdanlivé vzdale-
nych jevi: ,Ma-li novy vysledek cenu, ma ji proto, ze spojuje
prvky odedévna znamé, avsak dotud rozptylené a zdanlivé cizo-
rodé, a tim néhle zavadi fad tam, kde zdal se vladnout nepora-
dek.“ (Poincaré, 1909). Neni pochyb, Ze z historie se mizeme nejen
poucit. V matematice muZzeme nalézat souvislosti mezi matema-
tiky i mezi jejich objevy, muZzeme sledovat jejich vzadjemné ovliv-
novani, at uz je to formou podpory a rozvijeni myslenek, nebo
formou vroucich sport.

P1i prizkumu ceské casopisecké literatury minulého stoleti ¢a-
sto nardzime na jakési ozvény svétového déni. Jednou z téchto
ozvén je prednaska Henriho Poincarého ze IV. mezinarodniho kon-
gresu matematikii konaného v Rimé v roce 1908, kterou pro Caso-
pis pro péstovani mathematiky a fysiky se svolenim autora pielozil
Bohumil Bydzovsky. Pfednaska nese po prekladu nazev Budouc-
nost mathematiky.

Poincaré v prvni ¢asti pfednasky nastinil vyvoj matematiky
a poukédzal na nutnost vidét véci odlisné (pfed Newtonem vidélo
mnoho lidi padat jablko, ale pouze on z tohoto faktu néco vyvodil)
a spojovat si zdanlivé vzdalené. Soucasné varuje pied ucelovosti
matematiky, matematik ma péstovat védu pro své potéSeni, ne
jen aby vyhovél pfani zékaznikt (nejéastéji fyziki). Ulohou védy
je podle Poincarého zjednat tsporu mysleni, s ¢imz spojuje také
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matematickou estetiku. Nardzi na problém pozadavku presnosti
dtikazu, kvili némuz nabydou matematickéd jednani znacné délky
a dikazy mohou ztratit svou eleganci a harmonii. Jako nespravnou
cestu v pokroku matematiky vidi Poincaré prilisné specializovani,
které by mohlo oddalit sblizeni jejich rtznych ¢asti.

V druhé ¢asti prednasky se Poincaré vénoval jednotlivym ¢as-
tem matematiky a popsal jejich predpokladany vyvoj. Konkrétné
se vénoval aritmetice, algebie, diferencidlnim rovnicim, diferen-
cialnim rovnicim parcidlnim, Abelovym funkcim, teorii funkci, teo-
rii grup, geometrii, cantorismu a hledani postulata.

Zaméfme se nyni na ¢ast Poincarého prednasky vénujici se
cantorismu (uéeni Georga Cantora, dnes bychom jej nazvali naiv-
ni teorie mnozin). Autor krétce poukazuje na paradoxy (které by
potésily i Zenona Eleatského) a domniva se, Ze cestou k vyfeSeni
vzniklych problémt v cantorismu je nikdy nezavadét entity, které
nelze uplné definovat koneénym poétem slov (Poincaré, 1909). Ac-
koli tomuto tématu ve zminéné prednéasce Poincaré nevénoval pii-
lis mnoho prostoru, je zfejmy jeho nesouhlas s Cantorovou teorii.
Tento spor dvou velkych matematiki (a mnohgch dalsich, Poin-
caré byl pouze jednim z fady odpurci Cantorovy teorie, tzv. in-
tuicionistl) se v Ceské Casopisecké literatufie objevil jen nendpadné
(nasledné i v ¢lanku Jak soudil H. Poincaré o vztazich mathema-
tiky k logice od Karla Vorovky z roku 1914 v témze Casopise),
za nasimi hranicemi byl vSak velmi vyrazny. Dovolte mi nyni ve
zkratce pfipomenout Zivot a dilo Henriho Poincarého i Georga
Cantora, abychom mohli 1épe pochopit samotnou podstatu jejich
neshod.

Henri Poincaré

Henri Poincaré, celym jménem Jules Henri Poincaré, byl fran-
couzsky matematik (1854-1912), jehoz p¥inos védé a vliv byl ob-
rovsky, Casto je povazovan za jednu z nejgenialnéjSich osobnosti
vibec. Narodil se v roce 1854 ve francouzském mésté Nancy, kde
jeho otec pusobil jako profesor mediciny na univerzité. Vyrtustal
tedy v dobfe situované a spolecensky uznavané rodiné. Jeho bra-
tranec Raymond Poincaré zastaval ve Francii nékolikrat funkci
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premiéra a béhem prvni svétové valky byl dokonce prezidentem
Francie (O’Connor & Robertson, 2003). Henri studoval dva roky
matematiku na paiizské polytechnice (Ecole Polytechnique), na-
sledné studoval na Hornické vysoké skole v Caen (Gribbin, 2009).
Béhem své kratké praxe inzenyra hornictvi ziskal roku 1879 na
poli diferencidlnich rovnic doktorsky titul opét na polytechnice.
Jako student se zabyval Sirokou skéalou literatury, od popularné
naucnych ¢lankt az po narocné védecké texty. Diky své vynikajici
paméti si dokézal z literatury hodné odnést a ziskané poznatky
vyuzit jinde (O’Connor & Robertson, 2003).

Poincaré byl vyznamnou osobnosti v celé fadé riznych odvétvi.
Mimo diferencialni rovnice, pomoci kterych se pokousel popsat
stabilitu slune¢ni soustavy (zndmy problém ti{ téles), tak ucinil
objevy jednéch z prvnich aplikaci neeuklidovské geometrie. Dospél
k vysledktim, které zapfic¢inily vznik teorie chaosu a matematické
topologie (Gribbin, 2009). Jeho studie v oboru matematické fyziky
se velmi priblizila Einsteinové specialni teorii relativity objevené
v tomtéz obdobi. Dtvodem, pro¢ se Poincarého teorie relativity
prilis neprezentuje, je skutecnost, ze nikdy nepodnikl krok k pre-
formulovani pojmu ¢as a prostor do pojmu ¢asoprostor. Poincaré
zkratka nepokladal tento objev za nijak pfevratny a vyuzitelny
(Gray, 2018). Vyznamnych vysledkt dosdhl i v mnoha dalsich od-
vétvich, pro které bohuzel v tomto ¢lanku nezbyva misto.

V neposledni fadé proslul Poincaré jako filosof matematiky
a védy, mimo jiné diky svym prednaskam a esejium publikovanym
ve Ctyfech souborech s nazvy Véda a hypotéza (1903), Hodnota
védy (1905), Véda a metoda (1908) a Posledni myslenky (publiko-
vano posmrtné v roce 1912) (Poincaré & Fiala, 2010).

Pravé k Poincarého praci a myslenkdm v ramci filosofie ma-
tematiky se budeme v tomto ¢lanku pozdéji vracet. Skutecnost
velkého vlivu tohoto matematika jen potvrzuje vydani ceského
prekladu jeho vybrangch texti k filosofii matematiky a védy (vy-
bér ze ¢tyf zminénych Poincarého publikaci) pod nizvem Cislo,
prostor, ¢as (2010), jez uspofadal a prelozil Jifi Fiala.

Béhem svého zivota ziskal Poincaré fadu ocenéni a medaili,
byl nékolikrat nominovan na Nobelovu cenu za fyziku (The No-
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bel Prize, 2018) a v roce 1906 se stal prezidentem Akademie véd
(Académie des Sciences) (O’Connor & Robertson, 2003).

Georg Cantor

Pomyslnym oponentem Poincarého (alespoii v poli aritmetiky ne-
konec¢na) byl Georg Cantor, celym jménem Georg Ferdinand Lud-
wig Philipp Cantor (1845-1918). Ackoli se Cantor narodil v Pet-
rohradu v Rusku, je diky vétsiné zivota prozité v Berliné a Halle
povazovan za némeckého matematika. Georg Cantor se narodil do
hudebné talentované rodiny uspésného obchodnika, i on sam byl
vyteénym houslistou a brzy se k jeho hudebnimu nadéani pfidalo
nadani matematické. Poté, co se cela rodina prestéhovala do Né-
mecka, studoval Cantor kratce na univerzité v Curychu, brzy vsak
presel na Berlinskou univerzitu, kde se specializoval na fyziku, filo-
sofii a matematiku. Jeho uciteli byli naptiklad Weierstrass, Kum-
mer a Kronecker (ten se posléze stal Cantorovym hlavnim vé-
deckym odptircem). Zprvu se Cantor vénoval teorii ¢isel, pozdéji,
kdyz ziskal — po kratkém ptisobeni jako ucitel v divéi skole — misto
na univerzité v Halle!, se zabyval teorii trigonometrickjch fad,
ktera jej dovedla az k jeho zivotnimu dilu — teorii mnozin a pojmu
nekoneénych ¢isel (O’Connor & Robertson, 1998).

Za mnozinu Cantor povazoval kazdy souhrn urc¢itych rozlisitel-
nych objektd naseho nazirani nebo naseho mysleni shrnutych v je-
den celek (sam vSak toto nepoklddal za definici, nebot je pojem
mnozina podle jeho pfedstav natolik samoziejmy, ze neni zadné
definice t¥eba) (Fuchs, 1999). Cantor zkoumal odli$nosti v chovéni
kone¢nych a nekone¢nych mnozin — pro nekoneénou mnozinu plati,
7e nékteré z jejich podmnozin maji stejny pocet objekti jako sama
ptvodni mnozina. Zavedl pojmy ordinalnich a kardinalnich é&isel?,

1Zde se seznamil se svym kolegou a piitelem Richardem Dedekindem.

2Kardinalni ¢islo mnoZiny udéava jeji mohutnost, v koneénych mnozinach
je kardinalni c¢islo totozné s pocCtem prvka dané mnoziny. Ordinalni ¢islo
mnoziny se vztahuje k dobfe uspofddanym mnozinam, tedy k mnozinam,
jejichz kazdéa neprazdnad podmnozina obsahuje nejmensi prvek. Samotné or-
dindlni ¢islo mnoziny nam tedy rika, jakym zpusobem je mnoZina uspora-
dana (napiiklad na zékladé velikosti prvki). U koneénych dobie uspofadanych
mnozin jsou kardindlni i ordinélni ¢isla shodnd, v nekoneénych mnozinach se
vSak rozchazeji.
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objevil dikaz o nespocetnosti mnoziny realnych éisel (v jakém-
koli intervalu existuje vice ¢isel nez v mnoziné vsech prirozenych
Cisel, existuji tedy rtizné mohutnd nekoneéna) a piedlozil mate-
matickému svétu slavny problém hypotézy kontinua, o kterém se
sam domnival, Ze jej brzy podlozi dikazem. Hypotéza kontinua
tvrdi, Ze nejsou zadna kardinalni ¢isla mezi Rq [alef nula] (kardi-
nalnim ¢islem mnoziny, jez lze vzajemné jednoznacné zobrazit na
mnoZinu pfirozenych &isel) a kardinalnim é&islem ¢ = 2% vyjadiu-
jicim pocet bodii na p¥imce (Gribbin, 2009). Jinak Fedeno, neexis-
tuje mnozina s mohutnosti ostfe vétsi, nez je mohutnost mnoziny
prirozenych Cisel, a zaroven ostie mensi, nez je mohutnost mnoziny
véech ¢isel realnych.? P¥i své praci Cantor objevil tzv. Cantorovo
diskontinuum, coz je mnozina bodi, které ztistanou na ptfimce po
nekone¢ném opakovani jednoduché operace — odebirani prostfedni
tfetiny tsecky (za¢indme s jednou tsefkou, nasledné odebirdme
prostiedni tfetinu kazdé ze vzniklych tseéek). Dnes bychom Can-
torovo diskontinuum nazvali fraktalem.*

Georga Cantora trapila béhem poslednich desetileti Zivota sta-
le castéji se objevujici obdobi hluboké deprese, kterd mu zne-
moztiovala védeckou ¢innost. Nékteré zdroje uvadi, ze Cantorovy
deprese byly zptisobeny nepfijetim jeho teorie mnozin a opako-
vanym selhdvanim v diikkazu hypotézy kontinua. Ke konci svého
zivota se Cantor odvratil od matematiky a vénoval se zejména
teologickym otdzkam a dilu Shakespeara (O’Connor & Robert-
son, 1998).

Pfinos Georga Cantora matematice byl velmi vyznamny.
Ackoli byla zpocatku teorie mnozin matematiky tézko pfijimana,
postupné podnitila dalsi rozvoj nékolika matematickych disciplin,
zejména matematické logiky, ale i teorie funkci, topologie nebo
analyzy. Cantorova teorie mnozin také zapfi¢inila zménu mate-

30 témét 60 let pozdéji dokazal Kurt Godel, ze pokud je teorie bezesporna,
je bezespornd i po pfijeti hypotézy kontinua (to vSak neni diikaz platnosti
hypotézy kontinua). Kone¢né o dalsich 20 let pozdéji dokdzal Paul Cohen, ze
hypotéza kontinua je v teorii mnozin nerozhodnutelné tvrzeni (Fuchs, 1999).

4V Cantorové dobé viak jesté pojem fraktal neexistoval, zavedl jej az v roce
1975 Benoit Mandelbrot (O’Connor & Robertson, 1999).
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matického vzdélavani znamou pod pojmem ,novad matematika‘“
(ptivodné ve Spojenych statech americkych) (Gribbin, 2009).

Spor Poincarého a Cantora

Spor Cantora a Poincarého vyvéra z rizného chapani tézko ucho-
pitelného pojmu ,nekonecéno“. Jen definic pojmu nekonecno se
v pribéhu vyvoje matematiky objevilo nesCetné a dodnes neexis-
tuje jeho jednotna definice. Jako priklad 1ze uvést definice Baru-
cha Spinozy (17. stoleti; nekone¢né je pouze to, co neni schopné
zaddného dalsiho ristu), Augustina Louise Cauchyho (19. stoleti;
nekonecno je proménliva veli¢ina, jejiz hodnota neomezené roste
a pravem by mohla byt vétsi nez kazd4 dand veli¢ina, at uz jakkoli
velkd) (Kolman & Roreitner, 2013) a definici Cauchyho vrstev-
nika a naSeho rodéka Bernarda Bolzana (nekoneénd mnohost je
takova mnohost, ktera je vétsi nez kazda konecéna, tj. mnohost, jez
je uzpusobena tak, Ze kazda kone¢na mnozina pfedstavuje pouze
jeji ¢éast) (Bolzano & Zich, 1963).

Néktef! matematici odporovali nejen riznym definicim neko-
necna, ale uz samotné predstavé néceho nekonciciho, popirali exis-
tenci nekone¢nych mnozin. Uz Bolzano vyvracel pfipominky od-
purci existence nekoneéné mnoziny, naptiklad tvrzeni, Ze neko-
necna mnozina nemuze existovat, protoze nemtze byt nikdy sjed-
nocena v celek, nikdy nemuze byt sjednocena v myslence. Tento
nazor Bolzano vyvratil dvéma tvrzenimi. Pokud bychom si nebyli
schopni predstavit mnozinu, aniz bychom si pfedstavili kazdy jeji
prvek jednotlivé, pak bychom nemohli sjednotit napfiklad mnozi-
nu vsech celych ¢isel. Vytvaret si predstavu kazdého prvku jednot-
livé ale neni viibec nutné, umime pfeci sjednotit mnozinu vsech
obyvatel Pekingu, aniz bychom pomysleli na kazdého jednotlivého
obyvatele. Stejné tak muzeme sjednotit i nekonecnou mnozinu
vSech prirozenych ¢isel. Bolzantiv argument na nemoznost sjed-
noceni v myslence je takovy, Ze mnozina existuje nezavisle na
tom, zda si ji nékdo mysli (Kolman & Roreitner, 2013). Napti-
klad nemtzeme tvrdit, ze pred objevenim tucndkl neexistovala
zadna mnozina vSech tucnaku na Zemi, protoze si ji nikdo nemohl
myslet.
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V dobé Poincarého a Cantora se tolik nevedl spor o existenci
nekonecna, jako spise o jeho druh. Uz mnoho let pfed témito ma-
tematickymi velikany se védélo napiiklad o nekone¢nosti primky.
Jeji nekonecnost vsak netkvéla v predstave celé primky jako neko-
neéného objektu (tzv. aktudlni nekoneéno), ale v moznosti pfimku
vzdy jesté o kousek prodlouzit — pfimka (a i jiné nekonecné ob-
jekty) méla tvar potencidlniho nekonec¢na. Ackoli se tyto dva po-
hledy nemusi dnesnimu ¢tenari zdat prilis odlisné, ve skutecnosti
byla cesta k predstavé ,celé“ nekoneéné primky, to znamena k ak-
tualnimu nekonecénu, velmi dlouhé a naro¢na. Uz od dob antiky se
povazovalo za jediné nekonecno podrobitelné lidskému zkoumani
nekonecno potencialni, v okamziku prolomeni tohoto paradigmatu
Georgem Cantorem se tedy zakonité vytvorila vina kritiky.

Henri Poincaré povazoval nekoneéno za velmi dilezité,® aviak
jeho nekoneéno nesmélo nabirat tvaru nekonec¢na aktualniho, za-
timco Georg Cantor zalozil svou teorii mnozin a transfinitni ¢isla
(¢isla vztahujici se k nekoneénym mnozindm) pravé na aktudlnim
nekoneénu. Ackoli Cantortv odvazny krok k transfinitnim éislim
byl po dlouhou dobu zavrhovan radou matematiki, nékteré vy-
znamné osobnosti se za Cantora v boji postavily. Prikladem muze
byt tehdy mlady, ale velmi vyznamny matematik David Hilbert,
ktery o Cantorovi fekl: ,Nikdo uz nas nevyzene z raje, do kterého
nas on uvedl.“ (Mares, 2011).

Spor Poincarého s Cantorem byl dan jiz jejich odliSnym smysle-
nim o matematice nejen v otazce nekonecna. Na pocatku 20. sto-
leti zacali matematici, i diky vzniku neeuklidovskych geometrii, ci-
tit potfebu vystavét matematiku na pevnéjsich zédkladech pomoci
rozmachujici se matematické logiky. Matematici se tehdy rozdélili
do dvou skupin — jedni matematickou logiku pfivitali, souhlasili
s vytvofenim novych zakladt (¢emuz méla pomoci teorie mnozin)
a s duslednym dokazovanim i na prvni pohled zfejmych formuli,
druzi se nechtéli vzdat matematické intuice jako hlavniho néastroje

T

tabora patii Cantor a kam se fadi Poincaré.

5Bez nekonec¢na by nebylo védy, protoze by nebylo nic obecného (Poincaré,
1952).
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Zatimco Cantor se jako zastance cesty dlazdéné logikou a ma-
tematickymi diikazy mohl vzdalit od matematiky dobie uchopi-
telné lidskou intuici a dopracovat se k rtiznym mohutnostem ne-
kone¢na, ke kardinalnim a ordinalnim ¢islim, matematik Fidici
se zejména intuici jako Poincaré nemohl Cantorovy vysledky dost
dobfe prijmout. Poincaré ve svém eseji Matematické definice a vy-
ucovdni vyslovuje nazor, ze diky intuici zlistava svét matematiky
ve styku se svétem redlnym. Logici dle Poincarého hloubi hluboké
propasti mezi matematikou a skutecnosti. Neni vSak pravdou, ze
by Poincaré zavrhoval matematickou logiku, pouze tvrdi, ze lo-
gika je nastroj dokazovani, ale intuice nastroj objevovani, nelze
se tedy spoléhat na matematickou logiku bez uziti lidské intuice
(Poincaré & Fiala, 2010). Jako diikaz nemoznosti spoléhat se na
matematickou logiku bez ohledu na intuici poukazuje Poincaré na
antinomie vyskytujici se v Cantorové teorii mnozin (ptikladem je
popularni Russellova antinomie: Holi¢ ze Sevilly holi praveé ty ze
sevillskych muzli, ktefi se neholi sami. Kdo v8ak holi holi¢e?).

Ackoli byl Henri Poincaré opravdovym velikinem nejen v poli
matematiky, s odstupem c¢asu se zda, ze pomyslnym vitézem sporu
se stal Georg Cantor. Pivodni Cantorova teorie mnozin s jedno-
duchou a intuitivni ,,definici“ pojmu mnozina byla upravena tak,
aby se vyvarovala vSem antinomiim a aby mohla tvofit pevny za-
klad matematice. Matematika zfejmé jiz natolik pokrocila, Ze neni
dost dobfe mozné opirat se stale pouze o intuici, a matematicka
logika je velmi mocny nastroj, jehoz je tfeba vyuzivat i za cenu
obcasné ztraty elegance.
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Abstract

The article deals with the dispute of two prominent personal-
ities — French mathematician, physicist and philosopher Henri
Poincaré and German mathematician and logician Georg Can-
tor. Their dispute was related to set theory created by Cantor,
especially the conception of infinity. The actual infinity on which
Cantor based his set theory, Poincaré, as well as other representa-
tives of intuitionism, could not accept. Intuitionists relied exclusi-
vely on potential infinity. The article introduces the topic by
a short introduction of both mathematicians, followed by a brief
look at the evolution of understanding infinity. In the next part,
the essence of the dispute between Georg Cantor and the intu-
itionists, represented by Henri Poincaré, is presented.
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