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PRIESTOROVA PREDSTAVIVOST A SCHOPNOST
VIZUALIZACIE PRI RIESENI JEDNEHO
NESTANDARDEHO PROBLEMU

GABRIELA PAVLOVICOVA, RENATA VAGOVA!

Teoretické vychodiska

Priestorovd predstavivost je dolezitym prostriedkom pre popisa-
nie, porozumenie a ohodnotenie nasho geometrického sveta, co
logicky stvisi s matematikou. McGee (1979) popisuje priestorovii
schopnost ako ,,Priestorova schopnost je schopnost mentélne ma-
nipulovat, obracat, otacat alebo preklapat graficky (obrazovo) pre-
zentované podnety“. Mentalna rotacia a priestorova vizualizacia
st dve oblasti priestorovych schopnosti, ktoré maju Specificky
vplyv na matematické vedomosti (Linn & Petersen, 1985). Men-
talna rotacia je definovana ako schopnost rychlo a presne si pred-
stavit vzhlad dvoj a trojrozmernych ttvarov rotujucich v pries-
tore. Priestorova vizualizacia zahfna postupné spracovanie pries-
torovej informaécie, ako je schopnost udrzat konkrétny tvar v mysli
a potom hladaf ten isty tvar ukryty v zloZitejSom tutvare, alebo
kombinovat dva tvary na vytvorenie nového. Tieto priestorové
schopnosti nemaja vplyv len na $pecifickii oblast matematiky, ako
je geometria a miera, ale mozu byt aplikované pri rieSeni mate-
matickych problémov v inych oblastiach (Battista, 1990). Uz Pia-
get, Inhalder a Szeminska (1960) vo svojej praci Child’s Concep-
tion of Geometry spajaju priestorové schopnosti a porozumenie
geometrii. Andrade a Montecino (2011) analyzovali Ziacke pro-
blémy chépania ,redlnych“ priestorovych vztahov pri vyucovani

I Prispevok vznikol s podporou projektu UGA VII/24/2018 Analyza Ziac-
kych myslienkovych procesov pri rieseni problému.
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stereometrie, ked ucitelia vyuzivali ikonické rovinné nacrty na-
miesto skuto¢nych geometrickych modelov. Vysledky realizova-
ného vyskumu poukazuju na to, Zze uvedeny spdsob vyucCovania
geometrie telies Casto deformuje konstrukciu spravneho mental-
neho obrazu. Presmeg (1986) rozoznédva viaceré typy mentalnych
predstav, ktoré ziaci vyuzivajua pri rieSeni roznych matematickych
problémov. V geometrii sa najcastejsie vyskytuja:
e konkrétne predstavy (tzv. mentdlne fotografie) — mentalne
predstavy viazuce sa na konkrétne realne objekty,
e pohybové predstavy — mentalne predstavy spojené s fyzic-
kymi pohybmi ako napr. pohyby rukou, hlavou apod.,
e dynamické predstavy — mentalne predstavy spojené s abs-
traktnym pohybom vizualizovaného objektu, napr. mental-
ny obraz rotujiceho telesa.

V ¢lanku sa zameriavame na skiimanie matematickych vedomosti
a priestorovej predstavivosti, ktoré sa prejavili pri rieSeni nestan-
dardného stereometrického problému u $tudentov uditelstva pre
primarne vzdelavanie.

Uvod do problému

Jednou zo zdkladnych kompetencii uditela je jeho odbornost v da-
nom vyucdovacom predmete. Aby bol schopny motivovat Ziakov
a naudit ich chapat konkrétne udivo, musi dani oblast nie len
dobre poznat, ale jej aj rozumiet. Prave oblast priestorovej geo-
metrie je ¢asto spojena s problémami a priestorovymi schopnosta-
mi ucitela, ktoré dalej sprostredktiva svoji ziakom. Na skiimanie
priestorovych schopnosti Studentov sme vytvorili a prisposobili ne-
tradi¢ny stereometricky problém tzv. ,vrstvenia kocky*, ktorého
povodné znenie uviadza Makina (2010). Cielom bolo identifikovat
a nasledne analyzovat chyby a postupy v Studentskych rieseniach
s akcentom na porozumenie, schopnost vizualizacie a grafické zna-
zornenie tohto problému. Viaceré irovne riesenia tohto problému
st publikované v Vagovej (2018). Nagu vyskumni vzorku tvorilo
48 vysokoskolskych studentov ucitelstva pre primédrne vzdelava-
nie. Studenti riesili dany problém v ramci seminéra z didaktiky
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matematiky v prvom ro¢niku magisterského sttidia. Pracovali sa-
mostatne, kazdy mal rovnaké pisomné zadanie, nepouzivali Ziadne
pomocky a Cas na rieSenie nemali vopred urceny.

Zadanie problému. Predstavte si, Ze mate k dispozicii neob-
medzené mnozstvo roznofarebnych jednotkovych kociek, tj. kociek
s dlzkou hrany a = 1j (délkova jednotka). Dalej si predstavte, Ze
pomocou tychto jednotkovych kociek budete tvorit viicsie kocky
postupnym priddvanim vrstiev (ako na cibuli alebo na matrioske),
pri¢om kazda vrstva bude inej farby (obr. 1). Nésledne si pred-
stavte roznofarebné vrstvy zlozené z jednotkovych kociek a odpo-
vedzte na nasledovné otazky.

Tretia vrstva V3
Druhé vrstva V5

Prva vrstva V;

Obr. 1: Ukazka ,vrstvenia kocky*

Uloha. Predstavte si kocku K s dlzkou hrany a = 3j vytvoreni

z jednotkovych kociek.

(1.a) Z kolkych roznofarebnych vrstiev sa sklada kocka K7

(1.b) Nacrtnite, ako sa jednotkové kocky vrstvy V, dotykaji ce-
Iymi stenami jednotkovych kociek vrstvy V3. Kolko je takych
jednotkovych kociek vo vrstve V57

(1.c) Naértnite, ako sa jednotkové kocky vrstvy Vi dotykaja ce-
lymi hranami jednotkovych kociek vrstvy V. Kolko je ta-
kych jednotkovych kociek vo vrstve V57

(1.d) Nacrtnite, ako sa jednotkové kocky vrstvy V, dotykaja vr-
cholmi s jednotkovymi kockami vrstvy V;. Kolko je takych
jednotkovych kociek vo vrstve V57

(1.e) Aky je celkovy pocet jednotkovych kociek v kocke K?

Riesenie. Pontikame len spravne odpovede bez nacrtov.

(1.a) Kocka sa sklada z dvoch vrstiev.
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(1.b) Vo vrstve V4 je 6 jednotkovych kociek dotykajuicich sa celou
stenou jednotkovych kociek vrstvy V.

(1.c) Vo vrstve V4 je 12 jednotkovych kociek dotykajicich sa celou
hranou jednotkovych kociek vrstvy V.

(1.d) Vo vrstve V5 je 8 jednotkovych kociek dotykajtcich sa vr-
cholmi jednotkovych kociek vrstvy Vj.

(1.e) Pocet jednotkovych kociek v kocke K je 27.

Analyza studentskych rieSeni a diskusia

Pri analyze rieseni sme si polozili tieto otazky:
1. Ak4 bude celkovd tspesnost rieSenia jednotlivych otdzok
v zadani ulohy?
2. Ako Studenti graficky nacrtna jednotlivé situécie?
3. Aké chyby sa budiu najcastejie vyskytovat a z ¢oho mozu
pramenit?

Na zodpovedanie prvej otazky sme vyhodnotili rieSenia, pri-
¢om sme sa zamerali len na spravnost vysledku. Vysledné hodno-
tenie je v grafe 1.

Pocet spravnych rieseni
40 37 35
20 23 27
20 14
10 I
0

la 1b 1c 1d le

Graf 1: Pocet spravnych rieseni v ¢iastkovych tlohéch

Ako vidime, najmensie problémy robilo Studentom urcenie
poctu spoloénych stien jednotkovych kociek a nasledne urcenie
spolo¢nych hrédn. Najmensia tspeSnost bola v urdeni celkového
poctu jednotkovych kociek, teda objemu kocky K.
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Na zodpovedanie druhej otédzky sme identifikovali pri grafic-
kom znéazorneni jednotlivych situécii tieto nacrty:

e priestorové zndzornenie jednotkovych kociek (obr. 2): 3D
model,

e priestorové znazornenie jednej kocky (obr. 3): model kocka,

e rovinné i priestorové zndzornenie (obr. 4): kombinovany mo-
del,

e rovinné zndzornenie (obr. 5): 2D model.
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Obr. 2: 3D model Obr. 3: Model kocka
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Obr. 4: Kombinovany model Obr. 5: 2D model
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Na obréazkoch 2-5 st zobrazené ukazky rieseni, ktoré charakte-
rizuju jednotlivé typy vyskytujucich sa grafickych nac¢rtov, pricom
boli aj rieSenia bez nacrtov. Ich celkovy pocet je vyjadreny v gra-
fe 2. Ako vidime, Studenti sa najcastejSie snazili dant situdciu
zndzornit priestorovo, i ked ¢asto netspesne, pripadne s nesprav-
nym zaverom. Viaceré nacrty sa viazali priamo na ivodny obréazok
a Studenti nepracovali s celou kockou K zadanou v tlohe, ale len
s jej ¢astou znézornenou na obrazku. Moézeme to pripisat aj ne-
spravnemu pochopeniu tlohy, ¢o prameni z nepozornosti pri ¢itani
zadania. Niektori Studenti sa zamerali viac na spravne odpovede
ako na nacrty, neriesili teda tlohu dosledne, pripadne si dant situ-
4ciu vedeli mentalne predstavit, no mali problém ju znazornit. Pri
rieseni tejto tlohy stacilo uvedomit si zakladné vlastnosti kocky,
no nestandardnd situacia ,,vrstvenia kocky“ akoby tieto vedomosti
potladila.

30

kocka kombin. ziaden
Graf 2: Pocet jednotlivych modelov v nacértoch

Na zodpovedanie tretej otazky sme analyzovali jednotlivé riese-
nia. Pri uréovani poctu vrstiev v tlohe (1.a) v nespréavnych od-
povediach boli uvedené 3 vrstvy, ktoré boli znazornené na tvod-
nom obrazku. Vychédzajic aj z uz uvedenych vysledkov, by sme
chceli poukézaf na chyby pri rieSeni tlohy (1.e) prameniace z ne-
vedomosti, nepozornosti alebo z nestandardnej situécie. Studenti
nespravne urcili pocet jednotkovych kociek v kocke K takto:

e 9.6+ 1 =55, teda 9 jednotkovych kociek na jednej stene
vonkajsej vrstvy, pricom stien je 6 a 1 kocka je vo vniitornej
vrstve,

e 6-a-a=06-3-3 =54, pouzitie vzorca pre vypocet povrchu,
nie objemu kocky,
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e urcenie poc¢tu vsetkych jednotkovych kociek na tivodnom
obrazku, neakceptovanie zadania tlohy pre kocku K,

e urcenie poc¢tu jednotkovych kociek pre kocku so stranou a =
= 5j, teda podla ttvodného obrazku.

V ramci vyskumnej ¢asti moézeme zhrnf, Ze pri analyze rieSeni
sa ukézala silnd vizba Studentov na obrizok v zadani. Studenti
preferovali priestorové grafické znazornenie jednotlivych situacii
v Ciastkovych tlohach, ukazalo sa vazne neporozumenie v urcéeni
objemu kocky v nestandardnej situdcii a problémy s ¢itanim s po-
rozumenim.

Modifikacia problému pre primarne vzdelavanie

Pri praci so ziakmi na primarnom stupni vzdeldvania by sme od-
porucali uvedeny problém prisposobit na manipulaént aktivitu
podobnu stavbe z kociek obrazku 6.

Obr. 6: Ukazka prace s kockami

Pri vhodnom farebnom rozliseni jednotkovych kociek, pripad-
ne jej hran a vrcholov, povazujeme tuto tlohu za vhodndi na
utvrdenie pojmov: stena, hrana, vrchol kocky, ako aj na rozvoj
priestorovej predstavivosti ziakov. Ziaci mézu dostat hotovi ,na-
vrstvent“ kocku K, ktort budti postupne rozkladat na jednot-
kové kocky podrla instrukeii uéitela. Budi tak odhalovat vntornt
vrstvu Vi a hladat vzfahy medzi jednotkovymi kockami jednotli-
vych vrstiev vzhladom k spoloénym stendm, vrcholom a hranam.
Manipulacia s klasickymi kockami je vS8ak obmedzena na moznosti
vyberania jednotkovych kociek tak, aby sa kocka K nerozpadla.
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Existuja vSak stavebnice, ktoré tento nedostatok eliminuji vdaka
vyuzitiu napr. magnetov, suchych zipsov alebo inych systémov.

Dalej uvddzame moznosti vyuzitia poc¢itacového prostredia,
ktoré je mozné prisposobit réznym vekovym kategdéridm ziakov.
Zatial ¢o mladsi Ziaci mozu pracovat s vopred pripravenymi ap-
letmi, starsi Ziaci moézu sami skladat a rozkladat jednotkové kocky
podla moznosti zvoleného softvéru. My prezentujeme vyuzitie dy-
namického softvéru GeoGebra, ktory je v nasSom vzdelavacom pro-
stredi uz celkom dobre udomacneny.

VyuzZitie softvéru GeoGebra pri rieseni nestan-
dardného geometrického problému

Castokrat sa stava, ze vedomosti z oblasti priestorovej geometrie
su limitované na naucenia sa zékladnych vlastnosti zakladnych
geometrickych telies (kocka, kvader, gula apod.) a na vypodet ich
objemov a povrchov. V minulosti existovali dva sposoby repre-
zentacie geometrickych telies, tj. ucitelia vyuzivali bud klasické
3D modely z dreva, plastu a kovu, alebo vyuzivali ikonické ro-
vinné reprezenticie tychto utvarov na vyjadrenie trojrozmernej
podstaty telesa (napr. na¢rt kocky na tabulu — nahlad sprava).
Ako sme uz vysSie uviedli, podla Andrade a Montecina (2011) je
nacrt ikonickych reprezentacii jednym z hlavnjch dévodov defor-
macie konstrukcie spravnej mentalnej predstavy.

V stcdasnosti existuje dal$ia moznost reprezentécie ttvarov
priestorovej geometrie, a to vdaka dynamickym geometrickym
softvérom. Nésledne ponikame ukézku, ako ucitel moéze lahko
demonstrovat problémy tohto typu vyuZitim softvéru GeoGebra.
Méme zato, Zze nami uvddzany problém (resp. podobné problémy
aj s inymi geometrickymi telesami), by mohol byt zaradeny do mo-
tivacnej i fixa¢nej fazy vyucovacej hodiny. Ziaci, este pred rieenim
standardnych stereometrickych tloh, by mali moZznost manipulo-
vat s objektmi, nazerat na problém z réznych perspektiv, a tak
nabsorbovat“ spravny mentalny obraz, ktory im nasledne pomoze
pri konstrukcii spravnych mentalnych predstav.
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Ukazka riesenia ulohy v GeoGebre

Podla vyssie uvedeného zadania problému, zékladnou kockou je
kocka K s dlzkou hrany a = 3j vytvorend z jednotkovjch kociek.
Poznamenajme, Ze podstata jeho rieSenia spociva v spravnej vizu-
alizacii skrytych priestorovych objektov, tj. vo vytvoreni si sprav-
nej mentéalnej predstavy vnutorného usporiadania kocky K. Avsak
ak by sme uvedeny problém chceli pouzit ako motivaény s vyuzi-
tim softvéru GeoGebra, tlohou ziaka bude skryt ,nepotrebné“
jednotkové kocky vrstvy V. Odportcame, aby ucitel pre svo-
jich Ziakov zostrojil zadanie problému vopred, kedZe konstrukcia
trojrozmernych atvarov si vyzaduje urcité zruc¢nosti prace v pro-
stredi GeoGebra. Inymi slovami, hlavnym cielom nie je ziakov nau-
¢it pracovat so spominanym programom. Dynamicky geometricky
softvér m4 sluzit ako néstroj na:
e manipulciu s kockami (zobrazif objekt, skryt objekt, rota-
cia objektu a pod.);
e vytvorenie si korektného obrazu réznych situécii z viacerych
uhlov pohladu;
e precviCovanie si vizualiza¢nych schopnosti.

V takomto pripade je praca so softvérom velmi jednoducha,
vdaka ¢omu sa moZeme plne sustredit na riesenie jednotlivych
arovni. Ulohou ziaka bude iba klikntf na vybrany objekt, vdaka
¢omu ho bud skryje, alebo zobrazi (obr. 7). Okrem Geometrického
vzhladu 8D maju ziaci moznost pracovat aj s podorysom kocky K.
Tento sposob manipulacie s geometrickymi telesami moze vyrazne
ovplyvnit Ziacke chdpanie trojrozmernych objektov z ich dvojroz-
mernej reprezentacie.

Ulohou ziaka na trovni (1.a) je urcif pocet réznofarebnych
vrstiev v kocke K. Na obrazku 8 je mozné vidiet ukézku troch
réznych sposobov skryvania kociek vrstvy Vs. Ziak ma moznost
zvolit si svoj sposob skryvania tychto kociek a mé& moZnost na-
zerat na dand situdciu z roznych uhlov pohladu, aby ziskal ¢o
najkomplexnejsi obraz. Jednou z vyhod vyuzivania dynamickych
softvérov je moznost pouzitia takych spdsobov rieSenia problému,
ktoré nie s standardne mozné v beznych podmienkach. Napri-
klad, nie je mozné ponechat iba spodnt a hornu stenu kocky K.
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Obr. 8: Ukéizka riesenia trovne 1.a

Nasledujtce obrazky 9, 10, 11 znazoriiuju ukazku rieseni tirovni
(1.b), (1.c), (1.d). Rovnako ako na tGrovni (1.a), zdkladnou kockou
je kocka K, kde tilohou ziaka je skryt kocky vonkajsej vrstvy Va.
Riesenie urovne (1.e) spoéiva v uréeni celkového poétu jednotko-
vych kociek, teda objemu kocky K.
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Uvedené nestandardné tiloha mé rozne vyuzitie v praxi. U¢itel
sa moze zamerat na priestorové usporiadanie objektov, vlastnosti
objektov, rotaciu objektov apod. Zalezi na fiom, na ktory délezity
aspekt chce ziakov upozornit.

\

Obr. 9: Ukézka rieSenia trovne 1.b

Obr. 10: Ukézka riesenia tirovne 1.c
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Obr. 11: Ukéazka rieSenia trovne 1.d

Medzi viaceré vyhody, ktoré ndm pontkol softvér GeoGebra
pri rieSeni uvaddzaného nestandardného problému, zaradujeme:

e presnu a usporiadant konstrukciu kocky K vytvorent z jed-
notkovych kociek,

e priehladnost stien (viditelnost vSetkych vrstiev kocky), vi-
ditelnost hran kocky vnatornej vrstvy,

e farebné rozlisenie jednotkovych kociek v oboch vrstvach,

e manipulédcia s kockami (zmena perspektivy),

e korektnd demonstracia jednotlivych situacii.

Zaver

V ¢lanku sme prezentovali jeden nestandardny stereometricky pro-
blém a moZnosti jeho vyuzitia v Skolskej praxi. Analyzovali sme
rieSenia vysokoskolskych Studentov, budtcich uéitelov primarneho
stupna vzdelavania, ktoré nam odhalili viaceré forméalne vedo-
mosti a problémy s priestorovym vnimanim, ako aj grafickym
znazornovanim priestorovych objektov. Zo skiisenosti s rieSenim
uvedeného problému by sme odporuacali pri zadavani tlohy na pa-
pieri nedévat obrézok, ako bol v naSom pripade obrazku 1. Uka-
zala sa silnd viizba rieSitela na tento obrdzok a mdame za to, Ze
to mohlo ovplyvnif aj samotné riesenie, astokrat nespravne. Ziak
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si mé podla slovného alebo pisaného popisu danu situdciu vediet
predstavit, v pripade potreby mozeme obrazok len na chvilu uka-

zat.

Do praxe odporticame venovat viac pozornosti vizualizicii

skrytych objektov, vyuzif potenciadl dynamickych geometrickych
softvérov a inych prostriedkov IKT, pri praci so ziakmi na pri-
marnom stupni vzdeldvania klast doraz na manipulacné ¢innosti
a objavovanie, viac sa zameraf na nestandardné priestorové situ-
acie a objekty a ich grafické znézornenie v rovine.
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Abstract

In the paper, we wanted to point out the need to increase spa-
tial skills as one of the components of mathematical literacy in
the education of future primary school teachers. The aim of the
research was to identify and then to analyze mistakes and pro-
cedures of student solutions with an emphasis on understanding,
the ability to visualize and graphically illustrate one unusual ste-
reometric problem. The sample consisted of 48 future primary
school teachers. The analysis showed a strong student bond to an
image, students preferred spatial graphical representation of in-
dividual situations in partial tasks, there has been a serious mis-
understanding in determining the cube volume in a non-standard
situation and reading comprehension problems. The possibilities
of using GeoGebra software and manipulative activities in pro-
blem solving are presented too.
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