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GRAFY FUNKCI

DAVID NOCAR, TOMAS ZDRAHAL!

Cilem ¢lanku je ukazat ucitelim zakladni ¢i stfedni skoly, jak miize
graf funkce dvou proménnych pomoci pfi hledani a verifikaci feSeni
nékterych uloh i presto, Ze se s takovymi grafy Zaci jesté nesetkali.
Vse predvedeme na jedné tloze z ,matematického folkloru“.

Vychozi tloha. T¥i kamaréadi si chtéli na ohni ohfat spoleéné
jidlo. Prvni pfinesl 5 polinek, druhy 3 polinka. Tteti zadné dfivi
nemél, ale misto toho pfispél k ohrati jidla 8 korunami. K ohtati
bylo zapotiebi prave vsech 8 polinek, a tfeti kamarad proto souhla-
sil s tim, Ze jeho 8 korun bude spravedlivé rozdéleno mezi prvniho
a druhého kamarada. Otéazka zni: JAK?

Pokud zak (prakticky ihned) odpovi, ze prvni kamardd s 5 pfi-
nesenymi polinky PRECE dostane 5 korun a druhy se 3 polinky
dostane 3 koruny, polozime mu jinou ,variantu“ této ulohy:

Co kdyz prvni kamarad donese 999 polinek, druhy 1 polinko
a tfeti d& misto polinek 1000 korun?

Pokud i ted nékdo odpovi, ze prvni kamarad dostane 999 korun
a druhy 1 korunu, pfijdeme s timto:

Prvni d4 skoro 1000000 polinek (skoro proto, Ze z posledniho
miliontého polinka bude chybét jedna mald t¥iska) a druhy dé
jenom jednu t¥isku — presné tak velkou, jakd chybéla v tom mili-
ontém polinku prvniho kamarada. Jak by si tito dva méli rozdélit
1000000 korun, kterym kompenzuje dfivi tfeti kamarad?

Tady uz uréité nenajdeme nikoho, kdo by byt jen chvili uva-
zoval o tom, Ze by z toho milionu korun, ktery za ohrati zaplatil
tfeti kamarad, mél néco dostat ten, ktery prakticky také zadné
diivi nedonesl.

1Clanek vznikl v ramci realizace projektu ,, Pfipravenost uéiteltt matema-
tiky na rozvoj digitalni gramotnosti zaka“, ¢. proj.: IGA_PdF_2019_001.
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Nebudeme zde rozvadeét, jak je z didaktického hlediska dilezité
podobnymi modifikacemi zékladniho problému donutit zaky
o svych fesenich premyslet. Budeme se zabyvat stale jenom touto
jednou ulohou, a to v souvislosti s jeji vizualizaci matematickymi
grafy (grafy funkci); i tyto ivahy se daji pouzivat v nejriznéjsich
problémovych tlohach.

Reseni piivodni tilohy. K ohf4ti obéda bylo potfeba 8 polinek.
Na jednoho kamarada tedy pripadlo % polinka. Tteti kamarad za
% polinka zaplatil 8 korun; jedno polinko tedy ma cenu % =3
koruny Prvni kamarad dal navic 5 — 3 pohmkau7 dostane za
téch < 5 polinka 3 T.3 =7 korun. A druhy kamarad dostane zbytek
tedy 1 korunu. (Nebo Jmak Druhy kamarad dal navic 3 — & =1

3
polinka; dostane za tu % pohnka -3 =1 korunu.)

Nyni se vratime k tém ,extrémnim“ variantam.

Zacnéme otazkou: Kdy jesté muze druhy kamarad pocitat
s tim, Ze dostane za své diivi néjaké penize? Oznacme pocet poli-
nek pfinesenych prvnim kamaradem x a pocet polinek pfinesenych
druhym kamaradem y. Bez ijmy na obecnosti mizeme piedpokla-
dat, ze x > y. Z charakteru ulohy dale vyplyva, ze y > 0. Podil
»Sspotrebovanych® polinek na jednoho kamarada je % Ziejmé
tedy musi byt y takové, ze y — L‘;’ > 0. Odtud dostavame, ze
y > 5. Je tedy evidentni, Ze napt. ve varianté ,,999 polinek, 1 po-
linko a 1000 korun“ nemtze druhy kamardd nic dostat. (Vyse
finan¢ni ¢astky tfetiho kamardda nemé zadny vliv na to, jestli

néjaké penize dostane druhy kamarad.)

Prvni kamarad dal tedy ,navict z — ¥ = %—_y polinek,

3
T'H’ = 2y £ polinek ,navic. Pokud tieti

polinek, stoji jedno polinko

druhy kamarad pak y —
kamarad dal ¢astku k korun za

k
oty = % Proto prvni kamarad dostane (29” y)(l) = f2z—y

T+y

3 3 z+y z+y
korun a druhy kamarad dostane (Qy; SE (i> = k2% korun.
T4y T4y

Nasi tlohu pro 5 polinek, 3 polinka a 8 korun jsme tedy vytesili
,obecné“. Na obrazku 1 (z v fddku pfedstavuje pocet polinek do-
nesenych prvnim kamaradem a y ve sloupci predstavuje pocet po-
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x/y 1 2 3 4 5 6 7 8
1 4.00

2 8.00 | 4.00

3 10.00 | 6.40 | 4.00

4 11.20 | 8.00 | 5.71 | 4.00

5 12.00 | 9.14 | 7.00 | 5.33 | 4.00

6 12.57 | 10.00 | 8.00 | 6.40 | 5.09 | 4.00

7 13.00 | 10.67 | 8.80 | 7.27 | 6.00 | 4.92 | 4.00

8 13.33 | 11.20 | 9.45 | 8.00 | 6.77 | 5.71 | 4.80 | 4.00

Obr. 1: Reseni tlohy 5 polinek, 3 polinka a 8 korun

linek donesenych druhym kamaradem. Cisla uvniti tabulky udé-
vaji pocet korun, ktery by mél dostat prvni kamarad; je-li to ¢islo
vétsi nez 8, musi to ,doplatit druhy kamarad.) je feSeni vidét
v priseciku fadku oznaceného tu¢nou velkou 5 a sloupce oznace-
ného tuénou velkou 3 — je to tucné velké ¢islo 7.00 (7.00 korun
pro prvniho kamarada s 5 polinky; druhy kamarad se 3 polinky
pak pochopitelné dostane zbytek do 8 korun, tj. 1 korunu). U¢i-
tel by mél projit s zaky tabulku celou. Napfiklad takto: Co ndm
napt. Fika, ze v pruseciku radku s ¢islem 2 a sloupce s ¢islem 1 je
¢islo 8.007 [Reseni: Dal-li prvni kamarad 2 polinka, druhy kama-
rad 1 polinko a tfeti kamarad 8 korun, tak prvni kamarad musi
dostat 8 korun, tedy celou tuto ¢astku sdm.] Nebo: Co ndm iikd
¢islo 10.00, které je v priseciku radku s ¢islem 6 se sloupcem s ¢is-
lem 2? [Reseni: Dal-li prvni kamarad 6 polinek, druhy kamarad
2 polinka a t¥eti kamarad 8 korun, tak prvni kamarad musi dostat
10 korun (8 korun od tfetiho a 2 koruny od druhého — tedy druhy
kamarad nejenze z téch 8 korun tfettho kamarada nedostane nic.
ale musi jesté doplatit 2 koruny ze svého.] A co Fika ,trojice®
(7, 6,4.92)7 (Tj. v priseciku fadku s ¢islem 7 a sloupce s ¢islem 6
je ¢islo 4.92.) [Reseni: Dal-li prvni kamarad 7 polinek, druhy ka-
marad 6 polinek a tfeti kamarad 8 korun, tak prvni kamarad musi
dostat 4.92 koruny.] To, Ze vysla ,neceld“ ¢astka (ve skutecnosti je
to ¢islo 4.923076), ndm nevadi — ¢astku jednoduse zaokrouhlime.
Naopak nas to ,,posouva® dale. Predstavme si totiz, ze by treti ka-
marad kompenzoval skute¢nost, ze ni¢im do ohné nepfispél, néja-
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kou komoditou, kterad je méfitelnd spojitou veli¢inou — naptiklad
zlatem; dané mnozstvi zlata lze vazit stale pfesnéji a pfesnéji a vy-
sledkem je jisté realné cislo. Podobné, do ohné mizeme prikladat
uréitym mnozstvim dfeva, vyjadfenym opét redlnym cislem uda-
vajicim jeho hmotnost. Jinak feCeno, zajima nas nasledujici:

Spojity pripad. Prvni kamardd dal x dfeva, druhy kamarad
y dfeva a tfeti kamardd k korun, kde x,y,k jsou realnd cisla:
Za jakych podminek a jak se maji prvni dva kamaradi o ¢astku
rozdélit?

Tuto dlohu jsme jiz vyftesili, jenom jsme neuvazovali o tom,
ze x, y, k jsou realnd cisla, spliujici podminku z > y > 0
ay > 5. MlZeme se pokusit sestrojit tabulku podobné tabulce na
obrazku 1, a tudiz tu tfeti soufadnici usporddané trojice

(agy, kaJr_yy) pro konkrétni hodnoty z,y zjistit. Neziskdme tim

vSak zadnou predstavu, jak se tfeti soutadnice méni v zavislosti na
prvnich dvou. Tuto predstavu ziskdme nakreslenim grafu funkce
k‘if—_;ly (pro prvniho kamardda) a grafem funkce kz;:; (pro dru-
hého kamarada). Chceme tedy nakreslit grafy dvou funkcf ti pro-

ménnych:

2c —y
k)=k
fl(z7y7 ) x—l—y
2 20 —x
k)==k .
f2(x7ya ) x+y

Protoze grafem funkce rozumime mnozinu vSech usporada-
nych dvojic (X, f(X)), kde X je bod definiéniho oboru funk-
ce f a f(X) je funkéni hodnota v tomto bodé, je jasné, Ze
napf. grafem funkce fi(x,y, k) bude mnozina uspofadanych dvojic
((Jc, y, k), f1(z,y, k)), tedy chapeme-li kazdou proménnou zvlast,
vlastné mnozZina uspofadanych ¢tvefic (z,y, k, f1(z,y, k)). Jinak
fecCeno, grafem takové funkce bude néjakd podmnozina ¢tytfroz-
mérného prostoru. Protoze mame ,k dispozici“ pouze tii geome-
trické rozmeéry, je ziejmé, ze takovyto graf nakreslit nemuzeme.
Na druhé strané nase funkce f; a fo zavisi na k jenom linedrné,
a proto dostaneme hodnotu funkce f;(z,y, k) jako k ndsobek hod-
noty funkce fi(z,y,1), tj. fi(z,y,k) = kfi(z,y,1). Ozna¢ime-li
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fi(z,y,1) = fui(z,y), méme fi(z,y, k) = kfi1(z,y). Vidime tedy,
Ze hodnotu funkce fi(z,y,k) t¥i proménnych z,y,k dostaneme
tak, Ze vynasobime ¢islem k hodnotu funkce f11(z,y) — dvou pro-
ménnych z,y. A graf funkce dvou proménnych je podmnozina troj-
rozmérného prostoru ¢ili tento graf uz nakreslit mizeme. Vynaso-
bime-li pak nalezenou hodnotu funkce f11(x,y) poc¢tem korun k,
dostaneme hledanou ¢astku pro prvniho kamarada. Naprosto ana-
logicka situace je pro funkei fo(z,y, k), tedy pro ¢astku, kterou méa
dostat druhy kamarad.

Protoze ve skolské matematice nemame dostatek matematic-
kych védomosti k tomu, abychom ,rucné“ nakreslili grafy funkci
dvou proménnych, pouzijeme k nakresleni grafi funkei fi1(z,y)
a fo1(x,y) pocditacovy program pro interaktivni geometrii, algebru
i analyzu GeoGebra, ktery je distribuovan zcela zdarma. Dulezi-
tost presnych konstrukci a moznosti programt dynamické geomet-
rie viz (Kotenkamp, 1998). Z diivodu vizualizace piivodni varianty
ulohy (5 polinek, 3 polinka a 8 korun) nechdme GeoGebru nakres-

lit grafy funkci 8f11(z,y) = 8% a 8fa1(z,y) = 8%.

.

_82z X y) Nz +w)

o |
\\\ \ ij\\ \\\“\} \ 3

Obr. 2: Graf funkce 8% proz >y >0ay> % aieSeni tlohy
5 polinek, 3 polinka a 8 korun: 7 korun pro prvniho kamarada
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g "{5; 3‘;}?‘_\_ -

Obr. 3: Graf funkce 8% prox>y>0ay> % a TeSeni ulohy
5 polinek, 3 polinka a 8 korun: 1 koruna pro druhého kamarada

(Na tomto misté si dovolujeme Gtenafi viele doporucit, aby
vsechny obrazky udélal v programu v GeoGebra sam, a mél tak
moznost si grafy prohlédnout ,ze vSech stran“. Kresba 3D grafu
je v programu GeoGebra opravdu velmi snadna. .., viz (Nocar,
Zdréhal, 2015).)

Pokusme se nyni feSeni nasi alohy znazornit graficky prostred-
ky matematiky zakladni skoly — tedy grafem néjaké znamé funkce
jedné proménné. Zakladni idea je nasledujici (v této ¢asti by mél
ucitel zakium predevsim zakladni skoly asistovat): Najit funkci vy-
jadfujici pomér vyplacenych ¢astek prvniho a druhého kamarada
v zavislosti na poméru poc¢tu prinesenych polinek prvniho a dru-
hého kamarada, tedy

kfu (2,

i (1)

Qe |l

i

< |8
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Dostavame tak

k(2z—y) 1 92z _q
zHy y _ "y

k(2y—z) 1 2_z
z+ty y Y

a polozime-li t := %, vidime, Ze mame opravdu jednoduchou funkci
jedné proménné %, jejimz grafem je rovnoosa hyperbola. (Pro
nasi tlohu musi platit, ze x > y > 0ay > % Tedy 1 <t < 2;
ostra nerovnost je zde proto, Ze jmenovatel zlomku % nemuze
byt roven nule.) Tato funkce pro nasi tlohu 5 polinek, 3 polinka

a (obecné) k korun déva vysledek

z _ 5 7

2,1 -1 5 .
x 5 1 :

2—5 2—§ 5

V MS Excel dostaneme tabulku a grafy. (Opét nejprve uvazu-
jeme ,,diskrétni“ pfipad — zde tim méme na mysli skutecnost, ze ¢
je racionalni ¢islo. Teprve potom pfipad spojity — ¢ je redlné cislo;
tady nakreslime graf navic i v programu GeoGebra, protoze je
nazornéjsi, viz obréazek 4.) V nésledujici tabulce prvni fadek pred-
stavuje zlomky a druhy fadek je jejich vyjadieni zaokrouhlenymi
desetinnymi ¢isly.

1 7 6 5 4 1713 18| 5| T | 9|1

t==|_1 |6 |5 | a |3 |5 |2 |5 |3 |a12|5]|°7%

¥11.00{1.17|1.20{1.25{1.33/1.40{1.50{1.60|1.67|1.75|1.80{1.83
2= 1 |16(1.75| 2 |25| 3 | 4 |55| 7 |10 |13 |16

Pomeéry - diskrétni pripad

16 ® 1,83;16
14
- ®|1,80; 13
10 @ 1,75; 10

. [HODNOTA X,
o 150:5 [HODNOTA Y]
117,16 120175 ®/1,40;3
[ )

e 1252°

8
6
4 13325 ® 150;4
2
®1,00;1

0

1,00 1,10 1,20 1,30 1,40 1,50 1,60 1,70 1,80 1,90
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t |1.00{1.09]1.18/1.27|1.36{1.45|1.55|1.64|1.73| 1.82 | 1.91 |2.00

2t=111 00/1.30({1.67|2.13]2.71(3.50(4.60(6.25(9.00|14.50|31.00| oo

Poméry - spojity pripad

25
20
15

10

1,00 1,09 1,18 1,27 1,36 1,45 1,55 1,64 1,73 1,82 191

(2(x/y) —1)/(2 —2/v)

y>0A1<a/y<2

(5/37)

1 11 12 13 14 15 16 T 18 21

1
1
1
1
1
1
1
1
|
1
|
1
|
1
1
|
1
|
1
|
|
b
Tiy
1

T 2t—1
Obr. 4: Vypocet hodnot a grafy funkce 5=

Je vidét, ze grafické feseni ,,pomérové“ funkce jedné proménné
t:= % neni prili§ ndzorné. Obrazky funkce dvou proménnych jsou
rozhodné vice vypovidajici, a miizeme tedy Tici, ze existuji pripady
(tento je jeden z nich), kdy redukei poc¢tu proménnych neziskdme
nazornéjsi feSeni. Samoziejmé ale musime mit k dispozici néjaky
matematicky software, ktery nam pomuze pavodni grafy nakreslit.
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Zobecnéni ulohy. Budeme nasi tlohu modifikovat:

Predpokladejme, ze kamaradi jsou jenom dva. Jeden da po-
linka, druhy koruny. Po ohfati obéda si ten s polinky vezme koruny
a neni co Fesit.

Co kdyz budou kamaradi ¢tyti? Zirejmé nam nepfinese nic no-
vého situace, kdy polinka daji jenom dva. Pak by totiz ti dva zby-
vajici ,platici“ kamaradi museli dat stejné penéz a méli bychom
situaci, kdy dva donesou polinka a maji se rozdélit o jistou ¢astku
— coz neni nic jiného nez nase puvodni tloha.

Tedy, jsou ¢tyfi kamaradi, t¥i z nich donesou polinka v poctu
x,y, z a dostanou za né od ¢tvrtého k korun. Jak se o tuto castku
maji rozdélit?

Postup feseni bude v podstaté stejny jako nahote pro t¥i kama-
rady. Protoze v dalsim zobecnime nasi tilohu pro n kamaradi, kde
by bylo jiz nepohodlné je ,radit“ podle poctu prinesenych poli-
nek, upustme uz zde od podobné podminky, jakou byla nerovnost
x > y v pripadé tii kamarad.

Ozna¢me pocet polinek pfinesenych prvnim kamariddem z,
pocet polinek pfinesenych druhym kamarddem y a pocet polinek
prinesenych tfetim kamaradem z. Obdobné jako v pripadé tii ka-
marada je vidét, ze podil ,spotfebovanych“ polinek na jednoho
kamarada je %. Ziejmé tedy musi byt z, resp. y, resp. z ta-
kové,Zexf”#ZO,resp.yf% %ZO.
y—é—z , Tesp. z > ﬂ

Obrazek 5, kde jsou nakresleny roviny x = y'gz, y = “*gz,
= y+z , poskytuje predstavu o tom, jak tento podprostor troj-

>0, resp. 2 —
Odtud dostavame, ze z > 2tz

, Tesp. y >

z =
rozmerneho prostoru vypada. (Opét apelujeme na to, aby si ¢tenaf
prislusny obrazek sdm v programu GeoGebra nakreslil, a mohl tak
yodhalit“ trojice (x,y, z), pro které ma tato ,iloha z praxe* smysl;
nesmime pochopitelné zapomenout, Ze se pohybujeme pouze
v prvnim oktantu x > 0,y >0, z > 0.)

Pokracujme déle v Teseni.

Prvni kamarad dal tedy ,navic* z — I+Z+Z = 3 —== poli-
nek, druhy kamarad dal ,navic* y — ZJFZJFZ = 7‘”+:’y £ polinek
a tfeti pak z — “‘Z‘F‘z = _”’_i"H)’Z polinek ,navic*. Pokud ¢tvrty

w+y+z

kamarad dal ¢astku k£ korun za polinek, stoji jedno po-
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Obr. 5: Roviny z = y+z,y =2tz , — 24y

3 3

k

i arytz: 4k { 4 3z—y—=zY |
linko == = — o Proto prvni kamarad dostane ( 1 )
=2k ) = p3z—y—z g 5 —at3y—z),
(z v +Z> = k= o korun a druhy kamarad dostane ( 1 )
(=) = E==E3=2 korun a tieti kamardd pak dostane

r+y+z r+y+z

—r—y+3z) | 4k _ 1.—z—y+3z

( 4 ) <m+y+z> =k z+y+z korun.

Zobecnéni tlohy pro n kamaradt je po predchozich tivahéch
snadné: Z celkem n kamarada dalo n — 1 polinka a 1 dal & ko-
run. Jak se méli ti, ktefi dali polinka spravedlivé, o téch k korun
rozdélit? (Jiz bylo fedeno, Ze pokud by penize dali dva, pfipadné
m kamaradu (vzdy stejnou ¢astku!), presla by tato tloha v tlohu
o n — 1, pfipadné o n — m kamaradech.)

Necht z; oznacuje pocet polinek doneseny i-tym kamarddem,
1=1,2,...,n—1, a k pocet korun n-tého kamarada. Podil ,spo-
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tfebovanych“ polinek na jednoho kamarada je Z?:nll i Opét neni
problém vypodcitat (viz modifikace tlohy pro ¢tyfi kamarady), Ze
n—1
musi byt splnéno téchto n — 1 nerovnosti: x; > %
i=1,2,...,n— 1.
Dalsimi vypocty uz snadno zjistime, kolik ktery kamaradd méa
dostat korun: -ty kamarad (i =1,2,...,n — 1) dostane

n—1
3 (n—1)z; — Zj;éi,j:l Ly

S

pro

korun.

Pro nasi ptivodni tlohu (5 polinek, 3 polinka a 8 korun) do-
stavame dosazenim do tohoto vzorce uz drive nalezené reSeni

(1 Q2zi—wo _ Q2:5—3 _
1. kamarad 8230”_052 =8 25;_35 =1,

2 T2—T1 __ tO—I
2. kamarad 8 o Tae = 8 3 = 1.

Nechavame uz na Ctenafi, aby tuto tdlohu z matematického
folkloru ,,pfeformuloval“ v ponékud ,seri6znéjsi“ problém. Napf.:
,Na zakézce se mélo podilet n subdodavatelt. Kazdy, az na jednu
vyjimku, ke splnéni zakdzky néjak piispél (néco proinvestoval).
Ten, ktery ni¢im nepfispél, kompenzoval svou netcast na zakazce
jistou finané¢ni ¢astkou (musel, protoze pot¥eboval byt pod zakéz-
kou také uvedeny). Za jakych pfedpokladii a jak se o tuto ¢astku
mohou ostatni subdodavatelé rozdélit, aby to odpovidalo tomu,
co do ni investovali?“
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Abstract

The article shows how graphs of functions in two variables could
help elementary school pupils in finding and verifying solutions of
some tasks, even though they have not met such graphs yet; the
images of the functions in two variables are sufficiently compre-
hensible in these cases. On the other hand, by reducing the number
of variables, the solution does not become more understandable.
It is stressed that pupils must have some mathematical software
to help them draw the original graphs.
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