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BENFORDUV ZAKON

LUDEK SPiCHAL

Uvod

V roce 1881 popsal Simon Newcomb! zajimavé zjisténi. Logarit-
mické tabulky, tehdy a jesté dlouho poté pouzivané pro vypocty,
které dnes bézné provadime kalkulackou, byly nejvice ohmatané
na strankach popisujicich ¢éisla zaéinajici éislici 1 (Bellos, 2016).
Zjisténi zistalo nepovsimnuté az do roku 1938, kdy jej nezavisle
znovu objevil Frank Benford?, jehoZ jméno dnes zakon popisujici
ruznou distribuci prvnich ¢islic nese.

Cilem ¢lanku je uvést popis zakladnich principti Benfordova
zdkona, porovnat Cetnosti prvnich (popf. druhych) dislic v éis-
lech tvoricich datové soubory ziskané z vefejné dostupnych statis-
tik s teoretickymi ¢etnostmi udavanymi Benfordovym zakonem,
vhodnym statistickym testem ovéfit shodu empirickych a teore-
tickych hodnot datovych soubori a nabidnout piiklad mozného
vyuziti popisovaného zakona.

Benforduv zakon

Benforduv zdkon (first-digits law, first-digit phenomenon) vychézi
z empirickych pozorovani, ze kterych vyplyva, ze v mnoha pfiro-
zené se vyskytujicich souborech ¢iselnych dat nemaji prvni éislice
stejné zastoupeni, ale fidi se urcitym typem logaritmické distri-
buce (Berger & Hill, 2011a). V datovych souborech s ndhodnou

INewcombe, S. (1835-1909) byl kanadsko-americky astronom a matema-
tik.

2Benford, F. (1883-1948) byl americky elektroinzenyr a fyzik pracujici v la-
boratofich firmy General Electric.
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distribuci ¢isel (véetné vysledk pocetnich operaci) je pravdépo-
dobnost (relativni ¢etnost) vyskytu mensich éislic na prvni pozici
vetsi nez ¢islic vétsich (Kruger, 2017).

Newcomb odhadl, ze pravdépodobnost vyskytu platné déislice
na prvni pozici je:

1
P(dy) = logg (1 + d1> ,

kde dy = 1,...,9.

Zakon tedy 1ika, ze pravdépodobnost vyskytu ¢islice 1 na prvni
pozici je log;y2 = 0,301, pravdépodobnost vyskytu cislice 2 na
prvni pozici je logy(3/2) = 0,176, pravdépodobnost vyskytu ¢is-
lice 3 na prvni pozici je log;4(4/3) =2 0,124 atd., az k ¢islici 9, kde
log,(10/9) =2 0,046. V souborech obsahujicich alesponi stovky ¢i-
sel se tak vyskytuji na prvni pozici ¢islice s relativni ¢etnosti uve-
denou v tabulce 1 a obrazku 1.

Tab. 1: Ocekavané relativni ¢etnosti ¢islic podle Benfordova
zékona (Nigrini, 1996)

Cislice 1. pozice 2. pozice 3. pozice 4. pozice
0,11968 0,101 78 0,10018
0,301 03 0,113 89 0,101 38 0,10014
0,176 09 0,198 82 0,10097 0,10010
0,12494 0,104 33 0,10057 0,100 06
0,096 91 0,100 31 0,10018 0,10002
0,07918 0,096 68 0,099 79 0,099 98
0,066 95 0,093 37 0,099 40 0,099 94
0,057 99 0,090 35 0,099 02 0,099 90
0,05115 0,087 57 0,098 64 0,099 86
0,045 76 0,08500 0,098 27 0,099 82

o
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Benforduv zdkon je mozné formulovat v obecnéjsim tvaru po-
pisujicim pravdépodobnost vyskytu druhé ¢islice (Berger & Hill,
2011; Hindls & Hronova, 2015):

9
1
P(dQ)_ZIOg10<1+M), d2:0,...,9,
k=1

pripadné dalsi platné dislice:

9 9 9
P(dk): Z Z Eologlo <l+m>,

dp,=0,...,9.

Pravdépodobnost vyskytu éislic na jednotlivych pozicich se
postupné vyrovnava a od paté ¢islice se blizi rovnomérnému roz-
déleni, tj. pravdépodobnost vyskytu kazdé z ¢islic 0,..., 9 je cca
10 %.

Uvedme nékolik prikladt oblasti, kde byla prokdzéna frekvence
pocatecnich ¢islic podle Benfordova zdkona. Patfi mezi né napf.
¢isla tvorici Fibonacciho a Lucasovu posloupnost (Berger, 2011a),
pocatecni ¢islice fyzikdlnich konstant (Burke & Kincanon, 1991),
emise sklenikovych plynt, sila a hloubka zemétfeseni (Sambridge,
Tkalci¢, & Jackson, 2010), kontrola vérohodnosti tidaji z klinic-
kych studii (Beer, 2009), datiové p¥ijmy (Nigrini, 1996), ceny ak-
cii na burze (Pietronero at al., 2001). Uvedeny vydet neni zda-
leka Uplny, pocet ¢lankn zabyvajicich se Benfordovym zakonem je
v poslednich letech pomérné znacny.

Na druhou stranu v fadé doloZenych pfipad (mnoZina piiroze-
nych ¢isel, prvoéisla) Cetnosti prvnich éislic neodpovidaji Benfor-
dovu zdkonu (Berger & Hill, 2011b). Rovnéz v nékterych dalsich
experimentalnich ¢iselnych souborech se platnost zakonu nepotvr-
dila, nap¥. Ausloos (2015).3

3Studie se zaméfila na data narozeni déti v rodinich s riznou nibozen-
skou prislusnosti. Distribuce dat narozeni neprokizala shodu s Benfordovym
zdkonem.
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Obr. 1: Relativni ¢etnost ¢islic na prvni, resp. druhé pozici podle
Benfordova zakona

Nezavislost (invariance) ke zméné méritka

T. Hill* v souvislosti s Benfordovym zakonem prohlésil, Ze po-
kud existuje néjaky univerzalni zakon, ktery ridi rozdéleni ¢islic,
milze to byt pouze tento zdkon (Bellos, 2016). Ukazal, ze zdkon
predstavuje jediné rozdéleni, které neni zavislé na méfitku (Hill,
1995).

Nezévislost na méfitku mizeme demonstrovat na prikladu ¢i-

sel tvoiicich Lucasovu® posloupnost (L,). Rekurentni vzorec po-
sloupnosti je:

L,=L,_ 1+ Ln727 L, = 2, Ly =1

4Hill, T. (nar. 1943) je americky matematik zabjvajici se teorii pravdépo-
dobnosti, zejména Benfordovym zakonem.

5Lucas, F. E. A. (1842-1891) byl francouzsky matematik.
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Lucasovu posloupnost tedy tvofi posloupnost ¢isel
2,1,3,4,7,11,18, ...

V tabulce 2 je uvedena relativni ¢etnost prvnich ¢islic v L,,, 8L,
a 20L,,. Snadno zde zjistime, Ze nezavisle na méfitku jsou relativni
Cetnosti prvnich ¢islic blizké Benfordovu zakonu.

Tab. 2: Relativni ¢etnost prvnich ¢islic v L,, 8L,, a 20L,,

Cislice 1 2 3 4 5 6 7 8 9 x?
B. zékon 30,1 17,6 12,5 9,7 7,9 6,7 58 51 4,6

L, 31 17 14 10 8 5 7 4 4 1,23
8Ly, 29 18 13 9 8 7 4 7 5 1,44
20L,, 28 18 13 10 7 8 6 5 5 0,58

Chi-kvadrat testem dobré shody nezamitame v zddném z uve-
denych piikladd nulovou hypotézu shody s relativni ¢etnosti ¢islic
podle Benfordova zakona. Pouziti vyssiho poc¢tu ¢lend posloup-
nosti by dale zpresnilo shodu.

Nezavislost na méritku lze ukazat také napf. na relativni cet-
nosti prvnich ¢islic v souborech stejnych penéznich hodnot uvede-
nych ovSem v riznych narodnich ménéch (Pietronero at al., 2001).
Obdobné bychom zjistili, ze pfevod plosnych vymér mezi jednot-
kou mile a kilometr neméni ¢etnosti prvnich ¢&islic.®

Obce v CR

Vhodnou statistikou k ovéfeni Benfordova zakona jsou udaje
o poétu obéani zijicich v obcich v Ceské republice. Statistika je
kazdoroc¢né aktualizovana k 1. lednu a dostupné na strankach Mi-
nisterstva vnitra CR.”

6Vétsina &iselnych souborti, které distribuci prvnich é&islic vyhovuji Benfor-
dovu zakonu je nezavisla rovnéz ke zméné zakladu (b > 2). Rovnici pro prvni
¢islici 1ze tedy zapsat ve tvaru: P(dy) = log;, (1 + ﬁ) = logy(d1+1)—logy di.

"Zdrojem dat je MV CR, dostupné online: http://www.mvcr.cz/clanek/
statistiky-pocty-obyvatel-v-obcich.aspx.


http://www.mvcr.cz/clanek/statistiky-pocty-obyvatel-v-obcich.aspx
http://www.mvcr.cz/clanek/statistiky-pocty-obyvatel-v-obcich.aspx
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Vzhledem k velkému rozsahu dat se pfirozené nabizi otazka,
zda distribuce obyvatelstva odpovidd Benfordovu zékonu. Sou-
Casné muze byt zajimavou moznosti testovat nejen prvni, ale i dru-
hé poradi ¢islic. V tabulce 3 jsou uvedeny pocty obci, jejichz pocet
obyvatel za¢ind (resp. mé na druhé pozici) uréitou &islici (stav
k 1. lednu 2018).

Tab. 3: Obce v CR

Cislice 1. cislice 2. dislice
Absolutni Relativni Absolutni Relativni
Cetnost Cetnost Cetnost Cetnost
0 740 11,83
1 1819 29,07 706 11,28
2 1167 18,65 694 11,09
3 775 12,39 631 10,08
4 601 9,61 616 9,84
5 513 8,20 616 9,84
6 427 6,82 614 9,81
7 356 5,69 555 8,87
8 332 5,31 558 8,92
9 267 4,27 527 8,42
Celkem 6257 100,0 6257 100,0

Grafické znazornéni podobnosti empirickych a teoretickych
hodnot (obr. 2) doplnime Pearsonovym x? (chi-kvadrat) testem
dobré shody (Ausloos, Herteliu, & Ileanu, 2015; Holéik & Ko-
menda, 2015).8

8Predpokladejme, ze ndhodné veli¢ina X nabyva koneéného poétu hodnot
di,...,dm, s pravdépodobnostmi pi,...,pm, kde Z:’;l p; = 1. Pozadovana
shoda nastava v pripadé, Ze se pocet pozorovani v jednotlivych variantiach
(pozorované Getnosti N; o, n = >_i*, N;) bude blizit hodnoté ocekdvanych
Cetnosti N; . = np;. Pokud ma ndhodna veli¢ina X pozadované rozdéleni
pravdépodobnosti, mé statistika y?2 chi-kvadrat rozdéleni s m — 1 stupni vol-

. N; o—np;)?
nosti X2 = Y"1, Wiso—npi)”
1= np;

= X%m71>. Nulovou hypotézu (Hp) o shodé
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Dosazenim empirickych a teoretickych hodnot ziskame reali-
zaci testové charakteristiky pro prvni ¢islici ve tvaru:

9

2 (Ni,dl — npi)2 o
X5 => e =026,

=1
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Obr. 2: Porovnani empirickych ¢etnosti (tab. 3) s Benfordovym
zékonem (BZ)

Srovname-li zjisténou hodnotu testové charakteristiky s kvan-
tilem pfislusnym hlading vyznamnosti a = 0,05 (Kruger & Yada-
valli, 2017)

X3 =926 < x3 =151,
pak nezamitame nulovou hypotézu shody distribuce prvnich ¢islic
s Benfordovym zakonem.
V piipadé druhé cislice je:
9
N; a4, — np‘)Q
x3, =3 Wass —npi)” 3,36.

rozdéleni veli¢iny X s pfedpoklddanym teoretickym (Benfordovym) rozdéle-
nim zamitdme na hladiné vyznamnosti «, kdyz realizace testové statistiky pre-
kro¢i piislusny kvantil chi-kvadrat rozdéleni, tedy kdyz X2 > X%m—l) 1-a).
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Srovname-li zjisténou hodnotu testové charakteristiky s kvantilem
prislusnym hladiné vyznamnosti o = 0,05 (Kruger & Yadavalli,
2017)

X3, =3,36 < x5 = 16,91,

pak nezamitame nulovou hypotézu shody distribuce druhych ¢islic
s Benfordovym zdkonem.

Na zavér muzeme tedy konstatovat, ze relativni ¢etnosti vy-
skytu prvni a druhych ¢islic jsou v dobré shodé s Benfordovym

zdkonem.?

Benford — ano, ¢i ne?

Benford ve svém ptvodnim ¢lanku sledoval distribuci prvnich ¢is-
lic v rozmanitych textech (Benford, 1938). Nasledujici priklad vy-
chézi z textu, ktery se nachazi na strankach Ceské lesnické akade-
mie (CLA) v Trutnové a tyka se historie koly.'? Text je zajimavy
vyskytem velkého poctu ¢iselnych tdaji zaznamenavajicich leto-
pocty znaéné ovliviiujici relativni ¢etnost prvnich ¢islic (tab. 4).

Pritomnost letopoc¢tti znacné ovliviiuje distribuci prvnich ¢is-
lic, zejména vzhledem k ¢islici 1. Takovy soubor neobsahuje né-
hodnou distribuci prvnich ¢islic, tj. zamitéme nulovou hypotézu
shody s Benfordovym zakonem.

Po odstranéni letopoc¢tti se charakter souboru vyrazné zmeéni.
Zaznamenané absolutni a relativni ¢etnosti vyskytu ¢islic na prvni
pozici bez letopocti jsou v tabulce 4. Testem dobré shody nulovou
hypotézu nezamitdme, distribuce prvnich ¢islic mtze odpovidat
Benfordovu zdkonu (obr. 3).

9V biologii, ekonomii a inzenyrskych disciplinach se obvykle pouziva hla-
dina vyznamnosti o = 0,05, tj. data jsou s pravdépodobnosti 95 % uvnitf mezi.
Pro prvni ¢islici je na hladiné vyznamnosti a = 0,05 kvantil x§ = 15,51, pro
druhou éislici je kvantil x2 = 16,91.

10F, Zuman: Lesnické skola v Zakupech — diive v Bélé — v prvnich &tyfech
letech (Z kroniky Umlaufovy), dostupné online: https://www.clatrutnov.cz/
index.php/cs/skola/historie/32-historie-trutnov.


https://www.clatrutnov.cz/index.php/cs/skola/historie/32-historie-trutnov
https://www.clatrutnov.cz/index.php/cs/skola/historie/32-historie-trutnov
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Tab. 4: Historie CLA

Cislice 1. &islice (s letopoéty) 1. &islice (bez letopoé&tit)
Absolutni Relativni Absolutni  Relativni
Cetnost Cetnost Cetnost Cetnost
1 75 51,0 30 29,4
2 26 17,6 26 25,5
3 11 7,5 11 10,8
4 9 6,2 9 8,8
5 8 5,4 8 7,8
6 7 4,8 7 6,9
7 4 2,7 4 3,9
8 7 4,8 7 6,9
9 0 0 0 0
Celkem 147 100,0 102 100,0
x2 37,4 9,88

Jak rozumét Benfordovu zakonu?

Prehled oblasti vyskytu Benfordova zakonu uvedeny v literature
je opravdu ptsobivy. Desitky, mozna stovky popsanych prikladt
distribuce prvnich ¢islic na jedné strané poukazuji na ukotveni
zédkonu v rozmanitych textech a ¢iselnych souborech, na druhou
stranu primo nenabizi kli¢ k vysvétleni podstaty tohoto fenoménu.
Rigordzni vysvétleni, které je ovsem pomeérné slozité, vypracoval
v 90. letech 20. stoleti T. Hill (Hill, 1995).!! Pokusy o intuitivni vy-
svétleni obvykle vychazeji z nezavislosti (invariance) viéi méritku
(viz vyse) a zakladu logaritmu. Vychazi z pfedpokladu, ze hledany
univerzalni zdkon by nemél zaviset na jednotce, ve které probiha
meéfeni, nebo C¢iselné soustavé, ve které méfeni probiha.

HHill, T. (nar. 1943) je americky matematik zabyvajici se teorii prav-
dépodobnosti, zejména Benfordovym zakonem. Vice napf.: https://en.
wikipedia.org/wiki/Ted_Hill_(mathematician).


https://en.wikipedia.org/wiki/Ted_Hill_(mathematician)
https://en.wikipedia.org/wiki/Ted_Hill_(mathematician)
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Zjednodusené vysvétleni vyzadujici zakladni znalost logaritmu
a grafu funkce rozdéleni pravdépodobnosti lze nalézt v ¢lanku
Fewster (2009), ze kterého je prevzata zdkladni idea.'? Cilem této
sekce je upozornit zejména na obvyklé vlastnosti ¢iselnych sou-
bord, které odpovidaji Benfordovu zakonu.

60

Relativni ¢etnost (%)

m Cetnost podle BZ M CLA (bezlet.) BCLA (s let.)

Obr. 3: Porovnani empirické ¢etnosti (tab. 4) s Benfordovym
zédkonem (prvni éislice)

Jiz v zakladnich kurzech matematiky se zminuje moznost vy-
jadrit kazdé kladné realné ¢islo ve tvaru

X =a-10",
kde 1 < a < 10, n € Z. Pokud pfedchozi rovnici logaritmujeme
logyg X = logyg(a-10"),

pak je
log;o X = logyg(a) + n.

12Hustota pravdépodobnosti je funkce, jejiz hodnotu pro libovolny zvoleny
prvek z mnoziny hodnot ndhodné proménné miizeme vyjadrit jako relativni
Cetnost hodnoty tohoto prvku v ramci celé mnoziny moznych hodnot.
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Jestlize, napf. pro ¢islo a plati, ze 1 < a < 2, pak po logaritmovéani
je
0 <logyya < 0,301,

nebo pro libovolné n € Z
n <logy(a) +n < 0,301 + n. (1)

Posledni nerovnost ukazuje, ze nezavisle na fadu c¢isla X je na
jeho prvni pozici ¢islice 1, pravé kdyz dekadicky logaritmus ¢isla a
nélezi intervalu (n,n + 0,301), kde n € Z.

UvaZzujme nyni soubor ndhodnych dat, o kterém budeme pted-
pokladat, ze se fidi néjakym rozdélenim pravdépodobnosti. Z toho
souboru ndhodné vybereme ¢islo X, které vyjadiime jako log;, X,
a znazornime na ¢iselné ose. Pokud uvazované ¢islo X zacind 1,
pak log;, X musi nélezet néjakému intervalu (n,n + 0,301), kde
n € Z (obr. 4). Pokud je dale kiivka v obrazku 4 grafem hus-
toty pravdépodobnosti funkce log,, X, pak pravdépodobnost, zZe
¢islo X zacind ¢islici 1, je pravdépodobnosti, ze log;, X lezi v nék-
terém z vysrafovanych pruhid. Soucet ploch jednotlivych pruha
v grafu hustoty je pak hledanou pravdépodobnosti, Ze ¢islo X za-
¢iné cislici 1.

] ] 2, ] ) v -
00301 11,301 22301 33301 4 4301 5 5301 6 6,301 7 7,301

Obr. 4: Graf hustoty pravdépodobnosti

Fewster (2009) dopliiuje vySe uvedené vysvétleni konstatova-
nim, Ze data obvykle odpovidaji tim lépe relativni ¢etnosti popi-
sované Benfordovym zakonem,

e ¢im vice v logaritmickém méritku tvori symetrickou kiivku,



142 LUDEK SPiCHAL

e {im vice ¢iselnych fadu zahrnuji (v grafu hustoty pravdépo-
dobnosti se objevi vice pruht).

Scott & Fasli (2001) uvadi, ze data mohou vyhovovat logarit-
mické distribuci popisované Benfordovym zakonem, pokud:
e je tvori pouze kladné hodnoty,
e mi graf (v logaritmickém méfitku) pouze jeden vrchol
a vpravo od pruméru se vyskytuji odlehlejsi hodnoty nez
vlevo (logaritmicko-normalni rozdéleni s pravym chvostem),
e neni median vice nez polovinou aritmetického primeéru.

4

I pocet obci (log)

®»e LelRce & €« (eye]
[ ] O O CEEECGOGCIC
* @ U € e es)
pocet obyvatel (log)
10 100 1000 10000 100000 1000000

Obr. 5: Distribuce obyvatel v obcich CR (log-log mé¥itko)

Uvedené zavéry miizeme srovnat s distribuci obyvatel v obcich
CR (obr. 5), kde jsou hodnoty rozlozeny do Sesti &iselnych fadi
a grafickym znazornénim je kfivka protazend smérem doprava.
Mediadnova obec ma 429 obyvatel, praimérna obec pak 1644 oby-
vatel, tj. medidn je méné nez polovinou aritmetického priméru.

V radé pripada je tak mozné posoudit data podle vlastnosti
méfenych hodnot. Tak, napf. pfi méreni télesné vysky, budou
uré¢ité vSechny hodnoty kladné a graf bude mit pouze jeden vr-
chol, nicméné median nebude nejvyse polovinou primeéru, hod-
noty medidnu a praméru naopak budou velmi blizké. Pro distri-
buci télesnych vysek nelze tedy ocekavat shodu s Benfordovym
zékonem.
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Odhalte falSovana data

Vse, co jsme az dosud zminili, bychom mohli povazovat za zaji-
mavou kuriozitu bez praktického vyuziti. Nicméné nerovnomérné
zastoupeni ¢islic na prvni pozici umoznuje analyzovat riizné texty
a hledat takové, které tomuto rozdéleni ¢etnosti neodpovidaji. Po-
kud vylou¢ime situace, kdy z néjakého konkrétniho duvodu urcité
Cislice (zejména jiné nez malé) prevazuji, pak texty porusujici
uvedené rozdéleni ¢etnosti mohou vykazovat znamky manipulace
s daty.

Hill (1998) v tomto pfipadé nabizi jednoduchou variantu testu
(vhodného napf. do hodin zékladd pravdépodobnosti) ukazuji-
ciho, ze lidé pfi falsovani dat obvykle nevoli ¢islice zcela ndhodné.
Doporucuje rozdélit studenty ve t¥idé na dvé poloviny, z nichz
jedna bude napt. 200krat hazet minci a zapisovat vysledky, za-
timco druha polovina poradi vysledki zapise ,ndhodné“. Dodava,
ze lidé jen zfidka v takovém pripadé ,nahodné“ zapisi delsi sek-
vence tvorené pouze jednim z moznych vysledki, které se vSak
v takto dlouhé sekvenci pokusii objevuji s vysokou pravdépodob-
nosti.!3

Bellos (2016) uvadi nékolik konkrétnich pfipadt pouziti Ben-
fordova zakonu pfi odhalovani manipulovanych dat. V jednom ta-
kovém piipadu S. de Marchi a J. T. Hamilton z Dukeovy univer-
zity prokazali falSovani tidaji o emisich kyseliny dusi¢né a olova
tovarnou v Severni Karolingé (Marchi & Hamilton, 2006). V jiném

137Zvazme jako model situaci, kdy hleddme pravdépodobnost, ze v pribéhu
200 hodid minci se objevi sekvence alespon 8 licovych stran mince. Vypocet
uvedené pravdépodobnosti neni zcela snadny, vyuzit lze aproximaci uvedenou
v knize Feller, W. (1960). An Introduction to Probability Theory and Its
Applications, str. 325, dostupné online na https://archive.org/details/
in.ernet.d1i.2015.124388/page/n347. Necht g, je pravdépodobnost, ze se
pfi n hodech minci neobjevi zadna posloupnost r po sobé jdoucich licovych
stran mince. Pak ¢, ~ ﬁ . ﬁ, kde p je pravdépodobnost, Ze padne
licova strana mince (¢ = 1 — p), a = je nejmensi kladny kofen rovnice 1 — x +
+qp "t = 0. Jestlize r = 8, p = ¢ = 0,5, pak rovnice 1 —x+0,5-0,582% =0
ma nejmensi kladny kofen (napf. Wolfram Alpha) = ~ 1,001 99. Pro hledanou
pravdépodobnost tedy plati P ~ 1 — g200 = 1 — 0,68 =~ 0,32. Pokud bychom
snizili pozadavek na délku sekvence, napf. na 6 po sobé jdoucich licovych
stran, pak odhadované pravdépodobnost vzroste na cca 80 %.


https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.124388/page/n347
https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.124388/page/n347
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pripadé W. Mebane z Michiganské univerzity ukézal, ze prezident-
ské volba v Iranu v roce 2009 byla ziejmé zmanipulovand, nebot
pocty hlasti odevzdané pro uradujiciho prezidenta se neshodovaly
s Benfordovym zdkonem. Vysvétlenim by podle Mebaneho mohlo
byt umélé pridani hlast (Mebane, 2010).1* Diekmann (2007) pii
odhalovani nesrovnalosti v tcetnich datech doporucuje zamérit
pozornost spiSe na druhé a dalsi ¢islice v poradi, nebot ¢etnosti
prvnich ¢islic ¢asto vykazuji charakter odpovidajici Benfordovu
zékonu.

Tab. 5: Pocet obyvatel v obcich 3. typu v Praze

Obec Pocet Pocet Obec 3. Pocet Pocet

3. typu obyvatel obyvatel typu obyvatel obyvatel
(P1) (P2) (P1) (P2)

Praha 1 = 24320 29411 |Praha 12 60035 67093
Praha 2 39170 42005 |Praha 13 56663 51434
Praha 3 62553 63664 |Praha 14 42560 47321
Praha 4 122176 82369 |Praha 15 43534 53776
Praha 5 76381 71113 |Praha 16 22703 25539
Praha 6 102356 89225 | Praha 17 27515 21597
Praha 7 38922 52056 |Praha 18 25851 35778
Praha 8 104173 114678 |Praha 19 12697 11704
Praha 9 47612 44334 | Praha 20 14126 8236
Praha 10 97177 100297 | Praha 21 16828 7675
Praha 11 76651 96592 | Praha 22 14873 12979

Zkusme tedy na zavér nabidnout moznost vyuziti Benfordova

zédkona pii posouzeni dvou datovych soubori, kde jeden ze sou-
bort obsahuje tmyslné pozménéna data. Jako priklad vezmeme
distribuci obyvatel v Praze, kterou z hlediska spravniho ¢lenéni

14 Autor v ¢lanku ukazuje, ze v piipadé volebnich podvodi je vhodné se
zamérit na frekvenci druhych déislic, frekvence prvnich ¢islic nemusi byt pri-
kaznd (zejména v pfipadé mensiho poctu hlasii odevzdanych v jednotlivych
volebnich mistnostech).
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tvori 22 obci 3. typu s pocty obyvatel uvedenymi v jednom ze
sloupcii v tabulce 5.15 Ktery ze sloupcii obsahuje spravné tdaje?
Reseni naleznete v piiloze A.

Zavér

Clanek popsal zajimavy fenomén rozdéleni ¢islic na vybranych
pozicich oznacovany jako Benfordtv zédkon. Platnost zdkona jsme
ukazali na piikladu distribuce obyvatelstva v obcich CR. Zde jsme
velmi dobrou shodu s Benfordovym zakonem ziskali jak pro prvni,
tak pro druhé cislice v poradi.

Zakon v poslednich desetiletich nachézi zajimava vyuziti, napt.
pfi odhalovani tiéetnich podvodu. Lidé snazici se falSovat napr.
acetni knihy maji tendenci ¢isla upravovat tak, aby zac¢inala rov-
nomérné vSemi Cislicemi. To, co na prvni pohled mize vypadat
jako ,chytré podvadéni“, vSak naopak ¢lovéka znalého Benfordova
zékona okamzité upozorni na moznost podvodu. Samoziejmeé jde
pouze o podezieni (indicii), které musi byt nésledné podloZzené
prokazanim podvodu. Durtschi et al. (2004) zmifuji pouZiti Ben-
fordova zékona pii odhalovani zpronevér v ucetnich zaznamech
pomoci softwaru umoznujiciho testovat tyto zdznamy s ohledem
na frekvenci prvnich ¢islic. Zasadnim problémem pro analytiky
a auditory je v tomto pripadé volba vhodného vzorku jak s ohle-
dem na rozsah dat, tak s ohledem na ¢asovy ramec. V ucetnich
datech se v priitbéhu roku mohou objevit odchylky od ocekava-
ného rozdéleni, které neznamenaji pokus o podvod. Benforduv
zakon tak funguje jako sito k vyhledavani podezfelych dat, ktera
budou déle provérovana.

7 pohledu ceského Ctendfe mize byt rovnéz zajimavé pouziti
Benfordova zakonu pri posouzeni prace zakladatele genetiky J.
G. Mendela vzhledem k frekvenci prvnich ¢islic, které uvadi Kru-
ger & Yadavalli (2017).16 Vychézi z ndzoru anglického statistika

157drojem dat je MV CR, dostupné z http://www.mvcr.cz/clanek/
statistiky-pocty-obyvatel-v-obcich.aspx.

16Mendel, J. G. (1822-1884) byl augustiniansky mnich a pozd&ji opat kl4s-
tera na Starém Brné. Ve svych pfirodovédnych pozorovanich se zaméril na
sledovani kfizenct hrachu. Zminénou préaci uverejnil roku 1866 pod nizvem
»Pokusy s rostlinnymi hybridy“.


http://www.mvcr.cz/clanek/statistiky-pocty-obyvatel-v-obcich.aspx
http://www.mvcr.cz/clanek/statistiky-pocty-obyvatel-v-obcich.aspx
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R. Fishera, ktery ve své praci z r. 1936 nezpochybnil samotné
Mendelovy zavéry, fekl vsak, ze ,data jsou ptili§ dobra, nez aby
byla pravdiva“.!” Analyza dat provedend Krugerem poukazuje na
zietelné odchylky ve frekvenci nékterych ¢islic od frekvence dané
Benfordovym zakonem. To mize naznacovat jak moznou selekci
dat ve prospéch takovych, které podporovaly Mendelem navrzeny
model kfizeni, tak fakt, Ze Mendel pokusy odchylujici se od uva-
zovaného modelu doplioval dalsimi, aby dosahl shody. Na Mende-
lovu obhajobu je na druhou stranu vhodné dodat, ze exaktni sta-
tistika tehdy jako obor fakticky neexistovala a Mendel byl jednim
z prvnich prirodovédci, ktefi v biologii aplikovali matematické
metody.'8

Problematiku Benfordova zakona lze vyuzit k doplnéni a zpes-
tfeni vyuky jak v oblasti logaritmi a jejich vyuziti, tak v oblasti
zdklad pravdépodobnosti a statistiky (rozdéleni ¢etnosti, préace
s datovymi soubory, grafy). Pro bliz§i sezndmeni s Benfordovym
zékonem mohou urcité dobfe poslouzit zdroje uvedené na zaveér
tohoto ¢lanku (pfevazné v angliéting). V omezené mife 1ze nalézt
informace o Benfordové zakonu i v Cesky psané literatute. Bellos
(2016) vénuje problematice Benfordova zakonu a dalSich souvise-
jicich zékonitosti celou kapitolu. Déle lze zminit ¢lanek Seiberta
& Zahradky (2016) v casopise Matematika — fyzika — informa-
tika, ktery obsahuje jinou variantu pristupného vysvétleni plat-
nosti Benfordova zakonu.

Pfes vse, co jsme zminili, je pfi aplikovani Benfordovym za-
konem jisté uzite¢né postupovat s rozmyslem, nikoliv se slepou
virou v platnost. Ponechani prostoru pro zkuSenost a intuici mtize
zabranit chybnému pouziti, napt. pfi odhalovani podvodt a plagi-
ata.

Na zavér dodejme, ze ackoliv fada aspektt souvisejicich s Ben-
fordovym zdkonem stoji na celkem pevnych zakladech (napf. Hill,
1995), nebyl dosud sjednocen pfistup, ktery by soucasné spojil
vyskyt Benfordova zakona v tak vzdalenych oblastech jako je

ITFisher, R. A. (1890-1962) byl anglicky statistik, evoluéni biolog a gene-
tik. V anglicky psané literatufe je spor uvadén pod nazvem ,Fisher-Mendel
controversy*.

18Vice napt. https://cs.wikipedia.org/wiki/Gregor_Mendel.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Gregor_Mendel
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teorie ¢isel, dynamické systémy, statistika a redlnd data (Berger,
2011b) a soucasné nabidl dostate¢né intuitivni vysvétleni podstaty
tohoto fenoménu.
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Abstract

This article refers to the Benford’s Law, also known as the first-
-digit law, which is one of the most mysterious law of nature. The
article provides the basic characteristic of the law and a simple,
intuitive explanation of why and when the law applies. The last
part is focused on using the law in case of suspicion that the data
are manipulated.
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Pfiloha A

Reseni je celkem nasnad€, uré¢ime Cetnosti prvnich ¢islic v obou
souborech.

Cislo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Celkem
Ocekavand ¢ ¢o 3 87975913 1,74 1,48 1,28 1,121,01 22
cetnost

Varianta -, 9 3 1 9 9 o 1 99
P1

Varianta

Py 4 3 1 3 3 2 2 3 1 22

I pres velmi maly rozsah dat lze snadno porovnanim s oce-
kavanou cetnosti usoudit, ze se pozménéné udaje o po¢tu obyva-
tel nachazeji pravdépodobnéji ve varianté P2. Zajimava je rovnéz
(pFes velky rozsah dat) mira shody varianty P1 s distribuci urce-
nou Benfordovym zdkonem, kterou ovSem v tomto pfipadé neni
vhodné pro maly rozsah dat ovérovat testem dobré shody.



