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VYVOJ PREDSTAV ZAKU O GEOMETRICKYCH
POJMECH V PRUBEHU ZAKLADNI SKOLY

IRENA BUDINOVA

Uvod

V letech 2016 a 2017 probihalo testovani zaki 4. ro¢niku zékladni
skoly, které sledovalo predstavy zakt o geometrickych pojmech
¢tverec, obdélnik, kruh, kruznice a trojuhelnik. Test byl sestaven
Katarinou Zilkovou a kol. a v Ceské republice byl zadan 226 zadkiim
4. roéniku. Vysledky ceskych zakd byly publikovany v ¢asopisu
Ucitel matematiky (Budinovd, 2017a, 2017b, 2018).

Pfi testovani byly urceny typické predstavy zakd o geometric-
kych pojmech a rovnéz rozsifené miskoncepce, které budou po-
drobnéji uvedeny nize. Pivodni test byl v roce 2018 pozménén
a zadan zaktm 4., 6. a 8. ro¢niku zakladni skoly. Byl sledovan
vyvoj predstav i miskoncepci zakt v pribéhu zakladni skoly. Na-
sledujici text pojedna o zjisténych vysledcich. V zavéru budou
uvedeny moznosti vyuky geometrickych pojmi s vyuzitim pfi-
kladt a protipfikladd, které zdkim umozinuji vytvaret presnéjsi
predstavy.

Teoreticky ramec

Jedna z uznévanych teorii, kterou vytvoril van Hiele, uvadi pét
arovni, kterymi zak postupné prochazi béhem svého pojmotvor-
ného procesu v geometrii. Tato teorie byla mnohokrat citovana
(napi. Aktas Arnas & Aslan, 2010; Zilkova et al., 2018 aj.) a Zil-
kové et al. (2018, s. 29) prezentuje nejcastéji pouzivand oznaceni
pro jednotlivé tirovné nasledovné:
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Uroveii 0: Vizualizace (poznavani a pojmenovéani obrazctl).
Uroveii 1: Analjza (popis vlastnosti obrazci).

Uroveni 2: Abstrakce (neformélni dedukce, klasifikace a tii-
déni obrazcti podle vlastnosti).

Uroveti 3: Dedukce (formalni dedukce, schopnost dokazovat
tvrzeni o vlastnostech obrazct).

e Uroven 4: Axiomatizace (teoretickd matematika).

Na trovni wvizualizace posuzuji déti geometrické utvary jako
celek podle toho, jak na né utvar pisobi. V tomto obdobi se ne-
zabyvaji vlastnostmi daného ttvaru a jsou ¢asto ovlivnény proto-
typy (van Hiele, 1986) ¢&i idedInimi priklady (Tsamir et al., 2015),
se kterymi se setkdvaji. Déti se do tohoto obdobi obvykle dosté-
vaji béhem matefské skoly, kdyz jsou konfrontovany s predméty
ve tvaru geometrickych obrazci, a setrvavaji v ném zpravidla i na
zacatku zakladni skoly.

Zhruba v prtibéhu 3. ro¢niku by déti mély na zakladé svych
zkuSenosti s geometrickymi utvary prechézet do arovné analyzy.
Podle van Hieleho (1986) a dalsich vyzkumnika (nap¥. Aktas Ar-
nas & Aslan, 2010) by vét$ina déti méla byt na této trovni v pri-
béhu 4. ro¢niku. Déti si postupné zacinaji vS§imat typickych vlast-
nosti daného ttvaru. Jak uvadi Zilkové et al. (2018), prestoze si
zéaci uvédomuji nékteré vlastnosti itvaru, nejsou zatim schopni od-
lisSovat ty vlastnosti, které jsou podstatné pro definovani atvaru.
Definice zakt jsou proto zatim naivni, nepfesné, obsahujici méné
nebo vice definitorickych vlastnosti.

S ptibyvajicimi zkuSenostmi zaci stéle vic vnimaji vztahy mezi
vlastnostmi ttvart, jsou schopni utvary t¥idit podle riiznych vlast-
nosti, vytvaret jednoduché definice. Dostavaji se na troven abs-
trakce. Na této trovni se jiz nenechévaji ovliviiovat tim, jak na
né utvar pusobi, zvazuji vzdy jen jeho vlastnosti. Pokud je zak na
arovni abstrakce, nemély by u néj pretrvavat miskoncepce. Zaci
by se na tuto troven méli dostat v prtibéhu druhého stupné. Zku-
Senosti s vyukou na zakladni a stfedni Skole ukazuji, ze u vétsiny
zaka by bylo dostacujici, pokud by se dostali na tuto uroven a se-
trvali na ni do konce zékladni skoly.
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Na trovni dedukce Zéaci chapou duleZitost axiomu a definic,
uvazuji deduktivné. V pfipadé€ optimalniho poznéavaciho procesu
7éaci této trovné dosdhnou na st¥edni skole. Urovné aziomatizace
by potom studenti méli nabyt na vysoké skole.

Je prirozené, ze miskoncepci, tedy mylnych pfedstav, o geome-
trickych utvarech ubyva od nulté po ¢tvrtou troven van Hielovy
skaly. Vyse bylo feceno, ze jiz na trovni abstrakce by predstavy
zakl mély byt dostatecné presné a naivni predstavy by mély témeér
vymizet.

Vyvoj zakovskych predstav a miskoncepci o geometrickych
pojmech u zakd od matefské skoly po 4. roc¢nik zékladni skoly
je patrny v publikaci Zilkové et al. (2018). Déti v predskolnim
véku vnimaji objekty holisticky, nezvazuji vlastnosti, nechéavaji
se ovlivnit napfiklad otocenim utvaru. Otoceni ¢tverce hraje pro
predskolni déti velkou roli, ¢tverec ,stojici na vrcholu“ pro déti
prestava byt ctvercem. U trojuhelniku je podstatné otoceni, ale
také tvar. Tupothly trojthelnik predskolni déti mohou hodnotit
jako ,ne moc pékny trojthelnik* (Partova & Zilkova, 2016). Na-
opak Utvar pFipominajici prototypicky trojthelnik (to znamend
rovnoramenny stojici na zékladné), avSak majici naptiklad zaob-
lené vrcholy, obvykle oznacuji jako trojihelnik.

V pribéhu prvnich ¢tyi let zédkladni skoly zavisi vyvoj pozné-
vaciho procesu v geometrii na zpusobu vyuky. V analyze odpovédi
uCitelid na otazku, zda zarazuji geometrii pravidelné a zda vyuzi-
vaji rtizné pomucky pro vizualizaci geometrickych tutvard, se pro-
jevilo, ze presnéjsi predstavy se formuji u zakd, ktefi se setkavaji
s geometrii alespon jedenkrat tydné a zaroven pouzivaji rizné po-
miicky (Budinova, 2017b). U mnoha 78ka 4. roéniku pietrvavaly
rtizné miskoncepce (ty budou rozebrany nize). Zaci byli tispésnéjsi
v pojmenovani utvard, ale stale byli ovliviiovani zejména otoce-
nim ttvart. Casto se nachazeli na trovni vizualizace, piipadné na
uréitém piechodu mezi vizualizaci a analyzou. Obdobné vysledky
obdrzela se slovenskymi z4ky 4. roéniku Zilkova et al. (2018). Také
dalsi vyzkumy se zaky véku 11 az 12 let ukazaly, Ze zaci setrvavaji
na urovni vizualizace. Napriklad vyzkum Pavlovicové a Barcikové
(2013) ukézal, ze pfiblizné 67 % zakl tohoto véku bylo na nulté
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arovni van Hielovy $kaly a 18 % zak dokonce nedosahlo ani této
nulté trovne.

Zjisténé predstavy a chybné predstavy
ve vyzkumu na 1. stupni ZS

Ve vyzkumu pfedstav o geometrickych pojmech u zakt 4. ro¢niku,
ktery byl provddén na Slovensku (Zilkové et al., 2018) a v Ceské
republice (Budinovd, 2017a, 2017b, 2018) byly stanoveny nékteré
typické predstavy a miskoncepce zaka. Tyto miskoncepce nyni
predstavim pro jednotlivé geometrické utvary. Budu uvadét vy-
sledky testovani v Ceské republice, kterého se uc¢astnilo 226 zéki
(Budinovéa, 2017a, 2017b, 2018).

Trojuhelnik. Nejvétsi potiz méli Zaci s uréenim toho, které body
patii trojuhelniku. Oznacit spravné body trojahelniku dokéazalo
pouhych 12 % zékt. Nektefi zaci se domnivali, Ze vrcholy nejsou
body trojuahelniku; jini Zaci naopak soudili, Ze pouze vrcholy jsou
body trojuhelniku. Nejcastéjsi chybou bylo, Ze zaci jako body troj-
thelniku oznacili body lezici na hranici, ale nikoli bod z vnitini ob-
lasti'. Tato chyba se vyskytla ve 40 % piipadfi. Obdobné visledky,
kdy zaci 6. ro¢niku jako trojuhelnik ¢asto vnimali pouze jeho hra-
nici, ziskala Robova et al. (2019). Dalsi frekventovanou chybou
bylo oznaceni itvaru s trojuhelnikovym tvarem jako trojihelnik —
napiiklad dtvaru se zaoblenymi vrcholy nebo stranami. V téchto
pripadech Zaci chybovali v 15 az 20 % piipadt. Tupotuhly trojihel-
nik nebyl pro zaky pfilis problematickym tvarem, jako trojuhel-
nik jej oznacilo 91 % zaki. Zde vidime jednu z miskoncepci, kterd
zfejmé na zékladé zkuSenosti mizi od 1. po 4. roénik. Zéci 1. roé-
niku totiz Casto soudi, ze ,takto spravny trojihelnik nevypada“,
nebo alespoii Ze se jedna o nehezky trojihelnik (Zilkova et al.,
2018). Jako prototyp trojuhelniku se ukézal rovnoramenny troj-
thelnik postaveny na zakladné, obdobné jako u jinych vyzkumnikt

1Trojuhelnik je obvykle v ucebnicich pro zakladni kolu zaveden jako &ast
roviny. Naptiklad v Prehledu matematiky autort Odvéarka a Kadlecka (2004,
s. 175) je uvedeno: ,Trojuhelnik je mnohothelnik se tfemi vrcholy. Kazdy
trojuhelnik mizeme vytvorit jako priunik t¥i polorovin.“
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(napi. Cutugno & Spagnolo, 2014; Zilkov4 et al., 2018).

Ctverec. Nejcastéjsi miskoncepci bylo zaméhovéani ¢tverce a ko-
socCtverce, a to v obou smérech — ¢tverec otoceny o 45° oproti
prototypické poloze byl nékdy vniman jako ¢tverec, jindy jako
kosoctverec, zéalezelo na kontextu; kosoc¢tverec postaveny na za-
kladnu byl mnohdy vnimén jako ¢tverec. Dokonce 46 % zaki tento
utvar vnimalo jako ¢tverec. Pfipad ,otoceného ¢tverce” je noto-
ricky zndmy v mnoha zemich svéta a tento fenomén ma rdazna
vysvétleni. Napiiklad Giaquinto (2007) se na problém divé z hle-
diska perspektivy a vnimani objektu. Otoceny ¢tverec pfipomina
kosoétverec, a pokud ¢lovék nezane ovéfovat vlastnosti (hly
a délky stran), muze se nechat percepci zmylit. V ¢eském jazyce se
navic nabizi dalsi dtivod, kdy zaci mohou slovo kosoctverec vnimat
spise jako ,koso-Ctverec”, neboli ¢tverec nasikmo. Ve vyzkumu Bu-
dinové (2017b) se nasli i zaci, ktefi evidentné slova ¢tverec a ko-
soctverec vnimali synonymné, respektive ze ¢tverce se podle nich
otocenim stal koso¢tverec. Dalsi ¢astou chybou bylo to, Ze zdanlivé
modely (Gtvercové Gtvary se zaoblenymi vrcholy nebo stranami)
zaci Casto vnimali jako ¢tverec.

Obdélnik. U obdélniku hral nejvétsi roli tvar, konkrétné prilis
dlouhy a tenky obdélnik jiz nebyl vniméan jako obdélnik u 11 %
zakl. Také zdanlivé modely zaky castokrat zmatly a ti je oznadili
za obdélnik.

Kruh. V pripadé kruhu se opét projevilo, Ze zaci nemaji jasno
v tom, které body néalezi kruhu a které kruznici. Body kruhu
uréilo spravné 40 % zakd, body kruznice 58 %. Zaci chybovali také
v predstaveé o tom, co je polomér a co je primér kruznice. V tomto
pripadé zaci nedosahli ani 50% uspésnosti. U rozpoznavani tvart
nejcastéji chybovali v pfipadé elipsy, a jesté castéji v pfipadé mno-
hotihelniku (tispésnost kolem 80 %).

Metodologie navazujiciho vyzkumu

Vyzkumu se ucastnilo 237 zakid ze t¥i zakladnich skol. Dvé skoly
byly z Brna a jedna ze Znojma. Celkem se do testovani zapojilo
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11 t¥id: 3 ¢tvrté tiidy, 4 Sesté tfidy a 4 osmé t¥idy. Ve 4. ro¢niku
se vyzkumu Gcastnilo 63 zakt, v 6. ro¢niku 93 zaktl, v 8. rocniku
81 zakt. Zaci byli do vyzkumu zvoleni pomoci dostupného vybéru.

TFi vyse uvedené ro¢niky byly do vyzkumu vybrany zamérné.
4. ro¢nik byl zvolen z toho diivodu, ze v tomto véku by se zaci dle
van Hielovy teorie méli nachézet na tirovni analyzy. Dalsi ro¢niky
byly stanoveny s dvouletym odstupem, pfi¢emz se predpoklada,
ze zaci 8. ro¢niku by jiz méli byt na drovni abstrakce a z hlediska
pojmotvorného procesu pro vybrané geometrické Gtvary (&tverec,
trojahelnik, kruh) by se v 9. roéniku neméli dozvédét nic nového.

Vyzkum probihal ve druhém pololeti daného ro¢niku. Test se-
staval z jedenacti tloh, na vypracovani testu zaci dostali jednu vy-
ucovaci hodinu. Test vychézel z ptavodniho testu pro zaky 4. roc-
niku (viz Zilkova et al., 2018), k zaskrtnuti moznosti byl navic
pridan pozadavek slovni odpovédi. Nékteré otazky byly mirné mo-
difikovany.

Odpovédi zakid byly okdédovany a vyhodnoceny, byly urceny
procentudlni Gspésnosti a nejcastéjsi slovni odpovédi.

Vysledky navazujiciho vyzkumu

V névaznosti na vysledky testovani zaka 1. stupné jsem se roz-
hodla modifikovat pouzity test, a to tak, aby bylo patrné, pro¢ se
zak domniva, zda dany utvar je ¢i neni modelem néjakého geo-
metrického utvaru. Otazky proto byly doplnény mistem na slovni
odpovéd.

Otazky, které cilily na ocekdvané mylné predstavy pro pojmy
Ctverec, trojuhelnik, kruh a kruznice, nyni pfedstavim a uvedu
vysledky zaku.

V tloze 1 zaci méli pojmenovat dané utvary. Zadani je patrné
z obrazku 1. Vysledky tlohy vidime v tabulce 1.

Cést 1A dopadla v souladu s pfedchozimi zjisténimi. Velka ¢ast
zakll dany utvar oznacila jako kosoctverec. Vidime, Ze smérem
k 8. ro¢niku se zvySuje uspésnost, ovsem pokud maji byt Zaci
8. ro¢niku na trovni abstrakce, neméla by zhruba polovina z nich
otoCeny ctverec vnimat jako kosoctverec. V nékterych pripadech
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se zaci mezi ¢tvercem a kosoctvercem rozhodovali, jak je ukazano
na obrazku 1.

1. Ke kazdému rovinnému ttvaru napi$ jeho spravny nazev.

G. "Lu' Ay

Obr. 1: Odpovédi zaka 8. ro¢niku, tloha 1
Tab. 1: Uspésnost v tloze 1

Uloha 1 4. roénik 6. roénik 8. roénik
(ispé&snost v %) |(Gspésnost v %) |(tsp&Snost v %)
1A 36,5 473 53,1
1B 90,5 96,8 84,0
1C 81,0 94,6 98,8
1D 100,0 87,1 93,8
1E 90,5 95,7 97,5
1F 98,4 100,0 100,0
1G 96,8 97,8 100,0

Snizend Gspésnost (mensi nez 85 %) je dale v 8. ro¢niku u tlo-
hy 1B, ve 4. ro¢niku u tlohy 1C a v 6. ro¢niku u tlohy 1D. Pfi¢inou
niz$l tspéSnosti v 8. ro¢niku u tulohy 1B bylo to, Ze 18 % zaku
utvar oznacilo jako ,kosodélnik“. Tato odpovéd je patrna také na
obrazku 1. To, ze takto chybovali pouze zaci 8. ro¢niku, lze zfejmé
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pripsat faktu, Ze tito Zaci se s kosodélnikem jiz setkavaji, ale fada
z nich si ndzev nepoji se spravnym utvarem.

V 1loze 1C vétsina zaka 4. roéniku s chybnou odpovédi viibec
nenapsala, jak se dany utvar nazyva. Zde patrné miuzeme sledovat
doznivajici chybnou pfedstavu mladsich déti, pro které tupotihly
trojuhelnik neni trojuhelnik.

U tlohy 1D byla snizena tspésnost u zakt 6. rocniku — 6 zaku
odpovédélo ,kruznice®, 5 zaku ,kolecko“ a 1 zak ,koule“. Se za-
ménovanim 2D tatvart za 3D utvary jsem se setkavala v rtznych
souvislostech — napt. trojihelnik byl oznacovan jako trojboky hra-
nol nebo jehlan — nejcastéji takto chybovali Zaci 4. ro¢niku, ale
nejednalo se o prilis Casty jev.

Zadani tlohy 2 zaméfené na pojem Ctverec je patrné z ob-
razku 2. Procentuélni vysledky jsou uvedeny v tabulce 2. Utvary
maji (stejné jako v ulohach 3 a 5) pofadi zleva doprava a poté
o Tadek nize.

2. Je Gtvar na obrazku &tverec? Odpoveéd’ zakrouzkuj a zdivodni.

nog- ne

Obr. 2: Ukazka feSeni zaka 6. ro¢niku, aloha 2

V castech 2A a 2F lze pozorovat, Ze otoCeni Ctverce nega-
tivné ovlivnilo zejména zaky 4. ro¢niku. Oproti tloze 1A vSak klesl
pocet zaki, ktefi Gtvar vnimali jako kosoc¢tverec. To svédci o tom,
Ze pouze Ctverec otoCeny piesné o 45° je pro zaky kosoctverec.
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Mtzeme také vidét, ze chyba se eliminuje u zaki vyssich ro¢niki
a ze Utvar 2F mé niZzsi Gspésnost nez utvar 2A. Ze slovnich od-
povédi se dalo vydedukovat, ze ¢tverec 2F byl pro nékteré zaky
prilis velky.

Tab. 2: Uspé&snost v tloze 2

Uloha 2 4. ro¢nik 6. ro¢nik 8. ro¢nik
(isp&3%nost v %) |(lispé&Snost v %) |(isp&snost v %)
2A 77,8 92,5 96,3
2B 63,5 64,5 81,5
2C 84,1 92,5 91,4
2D 77,8 89,2 90,1
2E 98,4 100,0 98,8
2F 77,8 90,3 93,8

Ve slovnich odpovédich jednoznac¢né prevazovalo zdvodnéni,
7e ,mé stejné dlouhé strany“ (procentudlné 4. ro¢nik 13 %, 6. roc¢-
nik 38 %, 8. ro¢nik 35 %), na druhém misté bylo to, Ze ,,m4 stejné
dlouhé strany a sousedni jsou kolmé* (procentudlné 4. ro¢énik 11 %,
6. ro¢nik 4 %, 8. roénik 25 %), coz jsou dvé vlastnosti, které (po-
kud by bylo uvedeno jesté to, Ze se jednd o rovinny ttvar) deter-
minuji étverec. Castou odpovédi bylo také, ze ,,mé 4 stejné dlouhé
strany“, Ze ,sousedni strany jsou kolmé“, ¢i , je otoceny, ale je to
¢tverec“. V odpovédich pfevazovaly ty s uvedenou jednou vlast-
nosti.

Odpoveédi zaki z jednotlivych tiid si do jisté miry odpovidaly.
Zatimco v jedné t¥idé se zaci soustiedili vice na délky stran, v jiné
tfidé zvazovali spise kolmost sousednich stran. Je mozné, ze toto
odlisné vniméni téhoz ttvaru muze byt dano pristupem ucitele
a tim, s jakymi aktivitami na rozvoj pojmotvorného procesu v geo-
metrii se zaci setkavaji.

Nejnizsi ispésnost ve viech ro¢nicich méla ¢ast 2B. Zaci ¢asto
zvazovali kolmost sousednich stran, nejéastéji zaci 8. roéniku. Zaci
nizsich ro¢nika pouzivali spiSe naivni zdivodnéni, napriklad , je
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to kfivé“, jak je uvedeno nize. Opét 1ze konstatovat, ze odpovédi
z jednotlivych tiid a rovnéz z jednotlivych skol si do jisté miry
odpovidaly. Zatimco zaci jedné t¥idy volili naivnéjsi terminy ,,je
to kfivé“, | je to sikmé“, | je to nahlé“, | je to zkosené“ atd., Zaci
z jiné tiidy volili vyjadfeni ,strany nesviraji pravy thel“.

Termin ,koso ¢tverec” se objevil jednou ve 4. ro¢niku a dvakrat
v 8. ro¢niku. V 8. ro¢niku se objevil i piipad, kdy zak zaskrtl
odpovéd , je to ¢tverec” a do slovni odpovédi napsal ,je to koso
Ctverec”.

Dalsi odpovédi a nazvy zahrnovaly naptiklad kosodélnik, rov-
nobéznik, lichoc¢tverec i lychoc¢tverec, lichobéznik, krychle, obdél-
nik, odpovédi typu ,takto ¢tverec nevypada“.

Objevovalo se i zdivodnéni ,nemd stejné dlouhé strany®.
Utvar vSak mél stejné dlouhé strany, coz mohli Z4ci piekontrolo-
vat méfenim. Nechali se nejspis zmylit zrakovym vnimanim. Jak
je vidét, i ve spravné zaskrtnuté odpovédi se skryvalo toto Spatné
vnimani skutec¢nosti. Tato chyba je patrna na obrazku 2.

V ¢asti 2C méli nizsi tspésnost pouze zaci 4. ro¢niku. Tato nizsi
uspésnost byla dana tim, Ze Zdci volili naivni odpovédi (naptiklad
»je to jako deka®) a ve velkém procentu neuvedli Zddnou odpovéd,
i kdyz zaskrtli, Ze atvar je ¢tverec.

Nejcast€jsi odpovédi bylo ,neni to ¢tverec, protoze nema rovné
strany“ (procentudlné 4. ro¢nik 35%, 6. ro¢nik 60 %, 8. ro¢nik
40 %), na druhém misté byla odpovéd ,neni to étverec, protoze
sousedni strany nejsou kolmé“. Tuto odpovéd nejéastéji volili zaci
8. roéniku, v 27 %.

V této tloze se jiz trochu projevilo, ze zaci nemaji ujasnény
pojem strana — zejména si nejsou jisti, zda musi byt rovna nebo
miize byt i kfiva. Tato chyba je opét patrna na obrazku 2.

Z nékterych dalsich odpovédi, jako ,,Je to néco jako poskladana
deka“, . je to polstar,  takto ¢tverec nevypada“ aj., je patrné, ze
zaci nevnimaji pojem rovina optimalné — rovinny atvar lze podle
nich , pomackat“ a pfesto rovinnym tutvarem zistane.

Nizsi Gspésnost méla dale tloha 2D ve 4. roéniku. Zakim jesté
méné nez v pripadé tlohy 2C vadilo, Ze strany nejsou rovné. To
je patrné na obrazku 3.
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Obr. 3: Ukazka feSeni zakyné 4. ro¢niku, tloha 2

Nejcastéjsim spravnym zdivodnénim bylo to, Ze ttvar nemé
vrcholy (procentudlné 4. ro¢nik 40%, 6. roénik 63 %, 8. ro¢nik
49%). Avsak termin ,vrchol“ byl pouzit jen vyjimeéné, Zici pou-
zivali vyrazy ,rohy“,  spicky“, ,hrany*, , boky“. Pokud zaci pou-
zili pro vrchol slovo ,hrana“ casto to vypadalo, jako by ¢tverec
vnimali trojrozmérné — jako nizky c¢tyrboky hranol.

Cast 2E méla vysokou uspésnost, prestoze nékterym zakim
vadilo, Ze ¢tverec je maly. V nékolika pfipadech se objevila formu-
lace ,,je maly, ale je to Ctverec“.

V dloze 3 bylo zkouméno, zda zaci poznaji trojuhelnik. Zadani
je patrné z obrazku 4.

4. Je Utvar na obrazku trojuhelnik? Odpovéd zakrouzkuj a zdiivodni.

e A

aho-@ —

o vI ', Vd e :
aho 03 a\o@

i

6

8

Obr. 4: Ukazka YeSeni zadkyné 4. ro¢niku, tloha 3

Uloha méla pomérné vysokou tspésnost, jak je vidét v ta-
bulce 3. Prototypicky ttvar 3B mél témét stoprocentni tispésnost
a nejcastéjsi zduvodnéni, proc¢ je utvar trojuhelnik, bylo, Ze ,méa
tii strany“ (procentualng 4. ro¢nik 19 %, 6. ro¢nik 30 %, 8. roc-
nik 23 %), pfipadné ,Gtvar se tfemi stranami a tfemi vrcholy“,



12 IRENA BUDINOVA

¢ pouze ,utvar se tfemi vrcholy“ (Zaci opét pouzivali ,rohy“,
13 13 G % “
”bOdy ) ”hra'ny ) ’7Sp1Cky ) N

Z vysledku je patrné, ze nejvice problematické byly pro zaky
4. ro¢niku Gtvary 3A a 3C. Prvni z nich je tupouhly trojahelnik.
Jak jiz bylo feceno, vnimani tupotihlého trojthelniku jako ne-troj-
thelniku je zalezitost predevsim mladsich déti. Tento predpoklad
se opét potvrdil. Druhy z nich je zdanlivy model, u néhoz opét
platilo, Ze Zaci 4. ro¢niku méli niz§i Gspésnost. Zaci, ktefl meli
tuto ¢ast Spatné, bud nezapsali slovni zdtivodnéni, nebo napsali,
ze utvar ma tii strany.

Tab. 3: Uspésnost v tiloze 3

Uloha 3 4. roénik 6. ro¢nik 8. roénik
(isp&snost v %) |(lispé&Snost v %)|(isp&snost v %)
3A 79,4 91,4 98,8
3B 100,0 98,9 100,0
3C 81,0 93,5 96,2
3D 90,5 97,8 98,8

U nékterych zaku 4. rocniku se vyskytovala rizna naivni zda-
vodnéni, jak je patrné na obrazku 4.

V 6. a zejména 8. ro¢niku byly odpovédi sofistikovanéjsi. Bylo
patrné, ze v riiznych roc¢nicich zéci pridavali riizné vlastnosti, pa-
trné ty, které se dany rok probiraly. V 6. a 8. ro¢niku nékolik
zéku jako duvod uvadeélo trojuhelnikovou nerovnost, ale nebylo
ziejmé, zda tomu zcela rozumi. Nékdy to vypadalo tak, ze troju-
helnikova nerovnost pro né znamena to, ze ,,dvé strany jsou stejné
dlouhé a delsi nez treti“. V 8. ro¢niku dale zacali zvazovat sou-
et vnitinich ahld (viz obrézek 5). Kladla jsem si otdzku, zda tito
zaci, kteri zvazuji ,narocnéjsi“ vlastnosti trojuhelniku, maji dobte
utvofenou zdkladni pfedstavu (tj. trojihelnik je mnohotuhelnik se
tfemi stranami).
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4. Je Gtvar na obrazku trojuhelnik? Odpovéd’ zakrouzkuj a zdtivodni.

‘roc prog: AMXM&@M:\AAK
Ay dmm%%o M&iﬁ

ano ne

prog: Mméh_ proc: _M*MML
’ 2
mw&b LORNOAY TASNTINVOY)

fh\mf\)’\-u.)m

ano -0 AFos “M”X anosng

Obr. 5: Ukazka feSeni zakyni 8. ro¢niku, tloha 3

Ve ¢tvrté tloze méli zaci krouzkovat z nabidnutych moznosti,
které body na obrazku 6 patfi trojihelniku ABC.

B
Obr. 6: Zadani ulohy 4

Jiz bylo Feceno, ze diivejsi vyzkumy se zdky 4. ro¢niku (Bu-
dinova, 2018) i 6. ro¢niku (Robova et al., 2019) ukazaly, Ze zici
maji rizné predstavy o tom, které body nalezi trojihelniku. Byla
jsem proto zvédava, jak se predstavy vyvijeji v pribéhu druhého
stupné. Za timto téelem byla z4kim zadéna tloha 4 (obr. 6). Jeji
procentudlni ispésnost je uvedena v tabulce 4.

Tab. 4: Uspé&snost v tloze 4

4. ro¢nik 6. ro¢nik 8. ro¢nik
(isp&3%nost v %) |(Gspé&snost v %) |(isp&snost v %)

Uloha 4 6,3 37,6 43,2

Z vysledku je ziejmé, ze Gspésnost je ve vSech tfech rocnicich
velmi nizka. Ukéazalo se, ze v otdzce urcovani bodt trojuhelniku
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maji zaci napfic¢ roéniky rizné miskoncepce. Témi nejcastéjsimi je
to, ze vnitini body trojihelniku nepatii trojihelniku a Ze vrcholy
nejsou body trojuhelniku. S touto predstavou se setkala i Robova
et al. (2019). Odpovédi zéka jsou uvedeny v tabulce 5. Absolutni
Cetnosti jsou uvadény z duvodu nizkého poctu pfipadt pro jed-
notlivé odpovédi. Pfekvapiva pro mé byla odpoved ,,D, E, F«.

Tab. 5: Odpovédi zaka v uloze 4

Odpvox.réd (kategorie od- 4. ro¢nik|6. ro¢nik|8. ro¢nik
povédi)

Af B, C, E, F (spravna odpo- 4 35 35
véd)

A, B, C (pouze vrcholy) 5 1 0
E, F (E)ody trojuhelniku bez 19 31 15
vrcholi)

E (pmize bod na hranici bez 1 5 10
vrcholi)

F (pouze vnitini bod) 5 2 3
A, B, C, E (bez vnitiniho 7 1 1
bodu)

A', B, C, F (bez bodu na hra- 1 9 0
nici)

D, E, F (body vcetné 1 4 1
vnéjsiho bez vrcholi)

Jind odpovéd 3 1 1
Zadné odpovéd 4 1 5
Celkem 63 93 81

Cilem péaté ulohy, jejiz zadani je patrné z obrazku 7, bylo zjis-
tit, jak zaci chapou a vnimaji pojmy kruh a kruznice. Celkové
vysledky tlohy vidime v tabulce 6.
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8. Je Gtvar na obrazku kruh? Odpovéd’ zakrouzkuj a zdivodni.

@—ne @no- ne

‘ / ‘
prog: =, - 44{,
@ oTa . ano @

Obr. 7: Ukazka odpovédi zéka 6. ro¢niku, tloha 5

Tab. 6: Uspésnost v tiloze 5

Uloha 5 4. ro¢nik 6. roénik 8. roénik
(ispé&snost v %) |(Gspésnost v %) |(tsp&Snost v %)
5A 93,6 97,8 98,8
5B 54,0 64,5 63,0
5C 96,8 100,0 98,8
5D 88,9 94,6 93,8

Cast 5A sledovala, jak zaci vnimaji pojem ,kulaté“ a zda se
nenechaji zmast tvarem, ktery je témér kulaty, ale obsahuje strany
a vrcholy. Uspésnost tlohy byla vysoka ve viech roénicich. Casté
odpovédi byly tyto: ,neni to kruh, protoze ma strany“, ,je hra-
naty“, ,,je to dvanactithelnik“, ,neni kulaty“. Pouze nékolik mélo
zakl Gtvar oznacilo jako kruh, tém nevadilo, zZe je hranaty, ale pfi-
pominal jim kruh. Piiklad tohoto jevu je patrny na obrazku 7. Vi-
dime zde, Ze fixace na slovo ,kulaty* muze zdka negativné ovlivnit
v ruznych typech protipriklada.

V ¢asti 5C byl prototyp kruhu, zaci nejéastéji uvadéli, ze kruh
je to proto, zZe je kulaty a je vybarveny. V nékolika pripadech se
objevila i myslenka poloméru.
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Zajimavéjsi visledky byly obdrzeny v ¢astech 5B a 5D. Utvar
5B je mezikruzi. To je pojem, se kterym se zaci 1. stupné neset-
kaji. Z odpovédi se ale zd4, ze se s nim nesetkala ani rfada zakt
2. stupné. Zaci ¢asto nevédéli, kam utvar zaradit, nékteid se priklo-
nili ke kruhu, néktefi naopak ke kruznici. Néktefi zaci uvazovali
o poloméru utvaru, viz obrazek 8.

8. Je titvar na obrazku kruh? Odpovéd’ zakrouzkuj a zdvodni.

proc Ve 'Y\(, “L\CIC prog: MAQ\ w uc'gv

Sgt%wjmq

ano (@ anoj ne

/ =)

o LV' ud prog: ll'7pﬂ//0‘ 5’[5[!72
proc: ﬂ Ma [T A .
b : @(2/0;;’1(’}’

Qr"clﬂ

@ ne ano /@

Obr. 8: Ukazka odpovédi zakyné 8. ro¢niku, tloha 5

Ukolem tlohy 5D bylo uréit, jak zaci chapou pojem ,kulaté“.
Zajimalo mé, zda jako ,kulaté“ budou chapat dokonale kulaté, ¢i
jen oblé — néco, co se muze koulet. Dale jsem chtéla zjistit, zda
je zaktm zakladni skoly znam pojem elipsa, coz neni pojem za-
kladni skoly, presto povédomi o ném shleddvam uzitecné zejména
pro zaky vyssich ro¢niki. Procentualné dopadla tloha u vsech
ro¢nik® pomérné dobte, odhalila vSak u zakt rizné nedostatky ve
vnimani elipsy (na obrazku v zadéani tlohy je elipsa sjednocend se
svoji vnitini oblasti). Nejcastéji zaci uvadéli, ze Gtvar neni kulaty
(procentuélné 4. ro¢nik 25 %, 6. roénik 43 %, 8. ro¢nik 12 %) nebo
Ze to je oval (4. roénik 19 %, 6. ro¢nik 32 %, 8. ro¢nik 26 %), pouze
v 8. rofniku se objevilo zdiivodnéni, Ze utvar je elipsa (12%).
Odpovédi typu ,je to kruh“, protoze ,je to kulaté“, ,neméa to
vrcholy“ nebo ,je to jen nakfivo“ se objevily pouze v nékolika
pripadech. Dalsimi odpovédmi byly: ,je to ovoid“, ,je to elip-
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soid“, ,,je to sisoid“, ,je to Siska“, ,je valcovity“, ,je to vejce“,
»je to suldnek“ aj.

Casto bylo uvedeno, Ze itvar je oval. Existuji rfizné piistupy
k chapani ovalu, dva zde uvedu:

1. Na Wikipedii (Wiki, 2018) se uvadi, Ze oval je z technického
hlediska obrazec sestrojeny ze dvou paru oblouku s dvéma
riznymi poloméry. Z geometrického hlediska je ovalem ., ja-
kakoli krivka pripominajici vejce nebo elipsu, ktera ale elip-
sou neni“.

2. Oval je chdpan jako nadfazeny pojem pojmu elipsa (srov.
napf. Sedlacek et al., 1981).

Jestlize se ztotoznime s druhym pohledem, je odpovéd ,,oval“, kte-
rou zaci casto uvadeéli, v poradku.

a) Zakrouzkuj vsechny body, které patfi kruhu: k o
M N (o] P R R x
b) Zakrouzkuj vsechny body, které patfi kruznici:
M N (o] P R
N

c) Zakrouzkuj Usecky, které jsou polomérem kruZnice k.
MmpP MN ON RN RM

d) Doplf: Priimér kruznice je Usecka

Obr. 9: Zadani tlohy 6

Uloha 6 sledovala znalost toho, které body nalezi kruhu a které
kruznici (obr. 9). Ukolem bylo zjistit, zda se pfedstavy o kruznici
a kruhu u zakt utvari spravné, zda zaci dokdzou urcit, které body
danému Utvart nalezi. Déale bylo zjistovano, zda maji dobrou pred-
stavu o tom, co je polomér a prameér kruznice a kruhu. Celkova
uspésnost je uvedena v tabulce 7.

Lze Tici, ze vSechny casti této tilohy mély velmi nizkou tGspés-
nost. Uloha odhalila, 7e pfedstavy zakt o pojmech kruh a kruz-
nice se neutvafeji optimalng. Zaci maji mnoho mylnjch piedstav
zejména o pojmu kruh, viz tabulka 8. Prestoze s rostoucim rocni-
kem roste pocet téch, ktefi spravné urcili body, které patii kruhu,
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Tab. 7: Uspé&snost v tloze 6

Uloha 6 4. roénik

6. roénik

(aspésnost v %) |(Gspésnost v %)

(isp&8nost v %)

8. roénik

6A 25,4 52,7 53,1
6B 68,3 68,8 90,1
6C 23,8 57,0 79,0
6D 30,2 50,0 38,3

ve vSech roc¢nicich se setkdvame s nezanedbatelnym procentem
zéku, ktefi za kruh povazuji pouze jeho vnitiek. Je to pfirozena
(a¢ mylnd) predstava, kterd vznikd jiz v predskolnim a mladsim
Skolnim véku. Kruh je vniméan jako jakysi doplné€k kruznice, ne-

maji spoleény prinik.

7 odpovédi je dale patrné, ze také stfed je pro mnoho zaku
problematicky bod. Neékteii soudi, ze stfed neni soucasti kruhu.

Tab. 8: Odpovédi pro ¢ast ,kruh“

Odva\.féd (kategorie od- 4. ro¢nik|6. ro¢nik|8. roénik
povédi)
1\/{,7N, P, R (spravna odpo- 13 49 43
véd)
M, P (vnitfek kruhu) 23 26 25
N, R (body kruZznice) 10 2
P (vnit¥ek bez stiedu) 4 4 6
N, P, R (body kruhu bez

. 8 3 3
stfedu)
M, N, R (body kruznice se

N 1 0 0
stfedem)
Jind odpovéd 2 1
Zadné odpoved 10 0
Celkem 63 93 81




VYVOJ PREDSTAV ZAKU O GEOMETRICKYCH POJMECH... 19

Kruznice dopadla u vSech ro¢nikt procentualné o poznani lépe
nez kruh. Ptesto i zde se setkdvame s chybnymi predstavami, viz
tabulka 9.

Tab. 9: Odpovédi pro ¢ast ,kruznice®

Odva\féd (kategorie od- 4. roénik|6. roénik|8. roénik
povédi)
N, R (spravna odpovéd) 43 63 73
M, N, P, R (body kruhu) 3 10 3
M, P (vnitfek kruhu) 4 4 1
M, N, R (body kruznice se
N 2 5 0

stiedem)
N, O, R (body kruznice

. 4 0 1
s vnéjsim bodem)
M, O, P (vSe kromé bodu

L 1 0 0
kruznice)
M, N, P 0 0 1
O (vnéjsi bod) 1 4 0
Z4dna odpoved 5 7 2
Celkem 63 93 81

Casti 6C a 6D mély zjistit, zda Z4ci ovladaji pojem polomér
a prumér. V pfipadé poloméru volili nejriznéjsi dvojice bodu na
obrazku, nejcastéji usecku RN, tedy prumeér kruznice. Naopak
prumér zase casto zaménovali s polomérem, takze dopisovali M N,
RM. Projevilo se rovnéz to, Ze zaci ¢asto chdpou pramér (i po-
lomér) kruznice jako délku tsecky spiSe nez jako tsecku, takze
dopisovali |[MN|, |RM|, pfipadné primér zmé¥ili a zapsali 1cm
9mm (zejména zaci 4. roéniku).
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Priklady a protipriklady — zpusob efektivni
vyuky geometrickych pojmii

Miskoncepce, které byly vyzkumem odhaleny, je mozné odstrano-
vat nebo alesponl zmirnovat. Jednim z efektivnich zptsobu ptiso-
beni na zaky je prace s priklady a protiptiklady. Pritom se lze
zamérit pravé na ta nejvice problematickd mista, kterd byla ve
vyzkumu odhalena:

Ctverec

Ctverec je (plny) rovinny titvar — ¢ast roviny (zmackénim
nebo zk¥ivenim této ¢asti roviny prestava byt étvercem).
Otocenim Ctverce na vrchol nevznika kosocCtverec. Z vysled-
ki testu uvedenych v ¢lanku se mi jevi, ze vliv by mohla mit
i velikost orientovaného thlu otoc¢eni, viz porovnani utvara
2A a 2F.

e Strany ¢tverce jsou Ctyfi shodné tsecky.
o Ctverec m4 Gtyfi vnitini pravé thly. Tuto vlastnost je nutné

vnimat v kontextu shodnosti a poctu stran, nebot pfi izolo-
vaném vnimani vlastnosti o 4 pravych vnit¥nich thlech plati
totéz i pro obdélnik.

Trojuhelnik

Trojthelnik je (plny) rovinny dtvar (plati to stejné, co pro
¢tverec).

Tupouhly trojthelnik je trojihelnik (vhodné pro zéky
1. stupné).

e Strany trojuhelniku jsou tii tisecky.
e Trojuhelnik mé t¥i vnitini thly.

Kruh, kruznice, mezikruzi

Kruh je (plny) rovinny utvar.

Kruh je kruznice sjednocené se svoji vnitini oblasti.

Kruh nemé strany ani vrcholy, je dokonale kulaty. Ma po-
lomér (lze aplikovat od 2. stupné), coz je tisecka (pFipadné
délka usecky) s krajnimi body ve stfedu a na obvodu.

e Kruznice je rovinna kfivka. Ma polomeér.
e Mezikruzi je rovinny utvar vymezeny dvéma soustiednymi
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kruznicemi. Vznikne tak, ze z kruhu vystiihneme mensi sou-
stfedny kruh (zdk manipulaci vnim4, jak mezikruzi vznika,
coZ mu mize pomoci postupné pojem pochopit).

Podle uvedenych kritérii vybirdme utvary, které zaktim nabi-
zime jako ptiklady a protipfiklady. Je vhodné pracovat s barevnym
papirem, pricemz utvary muze vyrobit ucitel, nebo samotni zaci,
ktefi se timto zpltisobem nauci jesté vice.

Zaci ttvary t¥idi a argumentuji zptisobem: ,Tento ttvar neni
Ctverec, protoZe...“ (nemd rovné strany, neni vyplnény, nemé
pravé thly atd.). U¢itel muze zvazovat, které vlastnosti zafadi,
aby si je zaci mohli uvédomovat postupné.

Zavér a diskuse

Vyzkum sledoval vyvoj zakovskych predstav o pojmech ¢tverec,
trojuhelnik, kruh a kruznice v pribéhu zakladniho vzdélavani. Vy-
chézelo se z predchazejicich vyzkumi, které se zabyvaly utvarenim
pfedstav a pojmu v geometrii u zakt 1. stupné (Budinova, 2017a,
2017b, 2018; Zilkova et al., 2018).

Vyzkumu se tcastnilo 237 zaku ze 4., 6. a 8. ro¢niku zakladni
skoly. Ukazalo se, ze nékteré miskoncepce, které jsou typické pro
zédky 1. stupné, Casem pftirozené vymizi, zatimco jiné pretrvavaji
po celou zékladni skolu. Nyni uvedu nejtypictéjsi priklady:

Ctverec

e Chybné pfedstava, ze ¢tverec otoceny na vrchol je kosoc¢tve-
rec, je typickd pro zaky 1. stupné, ale ve velkém procentu
pretrvava az do 8. ro¢niku. Tato predstava je opakované
potvrzovana v eskych i zahrani¢nich vyzkumech (napf. Gi-
aquinto, 2007; Zilkové et al., 2018).

e Chybnd predstava, ze Gtvar ¢tvercového tvaru (napf. se za-
oblenymi stranami & vrcholy) je ¢tverec, odezniva ve vyssich
ro¢nicich.

o Z4ci za uréujici vlastnost étverce chapou zejména shodnost
stran, pfipadné pocet stran, ani ve vysSich roc¢nicich nepfi-
byva zaku, ktefi by zvazovali i pravé uhly.
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Trojuhelnik

e Chybné predstava, Ze tupothly trojuhelnik neni trojuhelnik,
je typicka pro zaky 1. stupné, odezniva ve vyssich roc¢nicich.

e [ ve vysSich roc¢nicich maji zaci problémy uréit, které body
patii trojuhelniku. Typicka je predstava, ze trojuhelnik je
uzaviend lomena c¢ara. To ve svém vyzkumu zjistili i Robova
et al. (2019). Zaci maji i dalsi mylné piedstavy o tom, zda
trojuhelniku patfi vrcholy, vnitini body ¢i body hranice.

Kruh, kruznice

e Obdobné jako u trojuhelniku maji zaci i ve vyssich rocni-
cich problémy urcit, ktery bod nalezi kruhu a ktery kruznici.
ZAci tyto pojmy zamétiuji. Nékteii si mysli, ze kruh je dopl-
nék kruznice. Problematicky je stied, u n€jz neni jasné, zda
nalezi kruznici ¢i nikoli.

e Piedstava o kruhu je postavena na pojmu ,kulaté“, coz pro
vétsinu zakd znamend ,dokonale kulaté“. Ve vyssich rocni-
cich néktefi zaci zac¢inaji o kruhu premyslet i v souvislosti
s polomérem.

o Z4ci az do vyssich roéniki neovladaji pojem mezikruzi. Me-
zikruzi pritom mize slouzit jako efektivni protipriklad poj-
mu kruh a rovnéz kruznice. Z4ci si tak mohou lépe upfestio-
vat predstavu o danych pojmech.

Ukazalo se, Ze ve vnimani rovinnych atvari jsou urcité aspekty,
které lze spatiovat jako problematické pro zaky zakladni skoly.
V geometrii se setkdvame s rovinnymi atvary (¢tverec, obdélnik,
trojuhelnik, kruh aj.) a s kiivkami (nap¥. kruznice a elipsa). Pied-
pokladam, Ze s klasifikaci rovinnych ttvart na rovinné plochy a ro-
vinné kiivky se zaci na zakladni Skole nesetkaji, a tak je ponechano
viceméné na jejich intuici a pfipadné na zkusenosti, jak si dané
pojmy zatradi. Z vysledku tloh vidime, Ze zaci v tomto t¥idéni pri-
li$ jasno nemaji. Pomohlo by jim pracovat s papirovymi modely,
na nichz by bylo patrné, zda k utvaru patfi i vnitini oblast, ¢i
nikoli. Takova aktivita by zaktm umoznila zacit premyslet nad
rozdilem mezi rovinnou kiivkou a plochou. Jako dalsi aktivity,
které by zaktim pomohly posilit spravné vniméani geometrickych
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rovinnych pojmi, lze doporucit vystiihovani papirovych modeli,
sklddani papiru, rysovani v programu GeoGebra aj.

Narazila jsem na problém s pojmy elipsa a oval jakozto vhod-
nymi protipfiklady pojmu kruznice. Zéci 1. stupné se s pojmem
elipsa nesetkaji, ani zaci 2. stupné zékladni skoly nejsou dosta-
teéné matematicky vybaveni na to, aby s pojmem elipsa mohli
byt seznameni. Presto zastavam presvédceni, ze by se zaci mohli
na zakladni skole s terminem elipsa (pfipadné oval) setkdvat, ne-
bot slouzi jako dobry protiptiklad kruznice a miize byt rovnéz
propedeutikou uciva stfedni skoly o kuzeloseckach.

Prestoze terminologie neni pfedmétem tohoto ¢lanku, nelze si
nevSimnout, Ze zaci méli frekventované problémy se spravnym
pouzivanim spravnych termini vztahujicich se ke geometrickym
GUtvartim, jako jsou strana, vrchol aj. Pfi vyuce geometrickych
pojmi je dobré mit i tento aspekt na paméti a cilené zaky vést ke
korektnimu pouzivani terminologie.

Hlavnim omezenim vyzkumu je zejména vybér souboru na za-
kladé dostupnosti. Vzorek zakt neni velky, nezahrnuje rtizné typy
skol. Pro spolehlivost obdrzenych vysledkti vsak mluvi zavéry ji-
nych vyzkumi, které jsou obdobné.
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Abstract

The paper presents some results of testing pupils from the 4th, 6th
and 8th grade of elementary school focused on concept develop-
ment and their images about geometric concepts. It examines how
misconceptions about the concepts of square, triangle and circle
develop during elementary school. The pupils were given a test
in which they were asked to decide whether or not the shape is
a representative of the term and to comment verbally on why
they made such a decision. Their responses were analysed and are
briefly presented in this paper. In conclusion, there is a recom-
mendation that can help pupils to better shape their ideas about
geometric concepts.
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