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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 26.-29.3.2017 se v Liberci uskutecnilo celostatni kolo
66. ro¢niku matematické olympiddy kategorie A. Zvefejiiujeme
zadani a TeSeni tuloh, seznam vitézi a uspéSnych fesiteli. Sou-
Casné zvefejnujeme tlohy prvniho kola pfistiho roéniku Matema-
tické olympiady, kategorii A, B, C pro skolni rok 2017/2018.

Ulohy celostatniho kola 66. ro¢niku
matematické olympiady

Praha 26.-29. bfezna 2017

1. Na hromadce lezi 100 ocislovanych diamanti, z nichz 50 je pra-
vych a 50 falesnych. Pozvali jsme svérazného znalce, ktery jediny
dovede rozpoznat, které jsou které. Pokazdé, kdyz mu ukézeme
néjaké tii diamanty, fekne ¢&isla dvou z nich a (pravdivé) oznami,
zda jsou pravé oba, jeden, nebo zadny. Rozhodnéte, zda muzeme
zarucené odhalit vSechny pravé diamanty bez ohledu na to, jak
znalec voli posuzované dvojice. (Michal Rolinek, Josef Tkadlec)

Resent. UkéZeme strategii znalce, pii niZz se nam odhalit vSech
50 pravych diamant® nepodaii. Znalec si zapamatuje jeden pravy
diamant P a jeden falesny diamant F' (tfeba prvni pravy a prvni
falesny diamant, které jsou mu predloZeny). Kdykoli je tdzén na
trojici, v niz je pravé jeden diamant z dvojice P a F, vyjadii se
o zbylych dvou. Pokud jsou v trojici P i F, pak vybere praveé je
a pravdivé o nich fekne, Ze jeden z nich je pravy. Pokud v trojici
neni ani P, ani F', postupuje libovolné.

Pti popsané strategii nelze zjistit, ktery z kamend P a F je
pravy a ktery falesny, nebot je zadna ze znalcovych odpovédi ne-
rozlisi.

2. Najdéte vSechny dvojice redlnych cisel k, | takové, Ze nerovnost
ka® + 16 > ¢*
plati pro délky stran a, b, ¢ libovolného trojahelniku. (Patrik Bak)
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Reseni. Piedpokladejme, Ze dand nerovnost pro né&jakou dvojici k,
I plati pro délky stran a, b, ¢ libovolného trojuhelniku. Kdyz do
ni dosadime a = 1, ¢ = 1 a libovolné kladné b < 2 (trojihelnik
s takovymi délkami stran zjevné existuje), dostaneme nerovnost
k +1b®> > 1. Kdyby bylo k < 1, snadno bychom nasli b > 0
dostateéné malé na to, aby tato nerovnost uz neplatila, proto musi
byt £ > 1. Analogicky musi byt [ > 1.

V ortonormalni soufadnicové soustavé zvolme body A[—1, 0],
BI[1,0], C[z,y]; body A, B, C jsou vrcholy trojihelniku pro libo-
volné redlné x a libovolné redlné y # 0 a az na podobnost tak
Ize umistit libovolny trojuhelnik. Po dosazeni délek stran troj-
thelniku ABC (snadno je vypoéteme z Pythagorovy véty) prejde
zadané nerovnost do tvaru

k(=12 49°) +1((z+1)*+y°) >4
neboli
(k+D2* +2(l—k)x+k+1—4>—(k+1)y° (1)

Ta musi platit pro kazdé = a libovolné y # 0. Pfitom pro pevné x
dokézeme volbou hodnoty y dosdhnout libovolné zaporné hodnoty
vyrazu V(y) = —(k + [)y? na pravé strané piedchozi nerovnosti,
nebot (jak uz vime) k + 1 > 0. Proto musi pro kazdé = platit

(k+Da®4+2(1 —k)x + (k+1—4) >0, (2)

coz vzhledem ke kladnému koeficientu u mocniny 22 na levé strané
nastane, pravé kdyz ptislusny diskriminant D = 4(1 — k)2 — 4(k +
+1—4)(k+1) neni kladny. Nerovnost D < 0 snadno upravime na
ekvivalentni podminku kI > k + [.

Zjistili jsme tedy, ze pokud dané nerovnost plati pro libovolnou
trojici délek stran trojuhelniku, splnuji ¢isla k a [ kromeé nerovnosti
k>1al>11ipodminku

kl>k+1. (3)

Z tvahy o diskriminantu obracené plyne, Ze pokud cisla & >
>1al > 1 podminku (3) spliiuji, plati nerovnost (2) pro kazdé
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realné x. ProtoZe pro takova k, [ je hodnota V (y) pro kazdé y # 0
zapornd, vyplyva z platnosti (2) pro libovolné x nerovnost (1)
pro vSechny piipustné dvojice z, y, a ta uz je ekvivalentni zadané
vlastnosti. Uvedena podminka je tedy i postacujici.

Konjunkce nerovnosti £k > 1,1 > 1 a kl > k + [ je tedy pod-
minka nutné i postacujici. Protoze ze tfeti nerovnosti plyne k # 1
(stejné jako | # 1), miZzeme hledanou mnozinu vyhovujicich dvojic
(k,1) zapsat zfejmé takto:

{(, )k >1A1>k/(k—1)}

Jin€ reseni. Pfedpokladejme, ze dana nerovnost pro néjakou dvo-
jici k, I plati pro délky stran a, b, ¢ libovolného trojuhelniku.
7 platnosti nerovnosti pro trojuhelnik, v némz a = 1, b = 1,
¢ = V2 plyne, 7e k + 1 > 2, ¢ili alespoti jedno z ¢isel k, | musi
byt vétsi nez 1. Necht je tedy naptiklad & > 1 (pfipad I > 1 se
posoudi analogicky).

Podle kosinové véty plati ¢? = a? + b? — 2ab cos v. Dosazenim
do zadané nerovnosti dostaneme po tpravé ekvivalentni nerovnost

a’(k—1) +b*(1 — 1) 4+ 2abcosy > 0.

Diky pfedpokladu k& > 1 lze pro libovolné v € (90°,180°)
zvolit trojihelnik s tupym thlem v a se stranami a = —cosy > 0
a b =k — 1. Dosazenim do posledni nerovnosti po jednoduché
upravé vidime, ze pro éisla k a [ musi platit (k — 1)(1 — 1) >
> cos?~. Pfitom pro v € (90°,180°) miize vyraz cos?~y nabyt
kazdou hodnotu z intervalu (0, 1). Aby posledni nerovnost platila
pro vSechny zminéné hodnoty thlu v, musi nutné platit (k—1)(l—
—1) > 1. A jelikoz k > 1, musi byt i [ > 1.

Dokézeme, ze spolu s obéma podminkami £ > 1 al > 1 je
odvozena podminka

(k=D{-1)>1 (4)

i postacujici. P¥i jejich splnéni jsou éisla a?(k—1) a b?(1—1) kladna,
a plati tak pro né nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
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prumeérem, proto

a®(k — 1) + (1 — 1) + 2abcosy > 2aby/(k — 1)(I — 1) + 2abcos vy
> 2ab + 2abcosy = 2ab(1 + cosy) > 0,

¢imz je dikaz ukoncen.

Popisme tentokrat hledanou mnozinu vyhovujicich dvojic (k,1)
geometricky, a to body se soufadnicemi [k, [] v kartézské soustavé
soufadnic OFkl. Rovnost ve (4) popisuje rovnoosou hyperbolu se
stfedem v bodé [1,1] a asymptotami o rovnicich k = 1 a l=1.
Proto nerovnost (4) spolu s podminkami & > 1 a [ > 1 uréuje
¢ast prvniho kvadrantu ,nad“ tou vétvi hyperboly, kterd v ném
celd lezi, pfitom samotné body vétve do vymezené mnoziny, kte-
rou jsme méli najit, rovnéz patii.

Jin€ fesent. Vysvétleme nejdiive, Ze dvojice redlnych éisel (k,1)
ma pozadovanou vlastnost, pravé kdyz pro libovolné kladné ¢isla
a, b plati

ka® + 16> > (a + b)?. (5)

Tato podminka je jisté postacujici, nebot pro strany a, b, ¢ kazdého
trojihelniku plati a +b > ¢ > 0, a tedy i (a + b)? > ¢?, coz
spolu s (5) vede k nerovnosti ze zadani ulohy. Kdyby naopak pro
nékterd kladnd ¢isla a, b nerovnost (5) neplatila, byla by soustava
nerovnosti

ka® +1b* < 2° < (a +b)?

splnéna pro kazdé x z néjakého otevieného intervalu s pravym
krajnim bodem a + b, a tak bychom v ném jisté nasli x = ¢ vétsi
nez |a—b|, nebot |a —b| < a+b. Trojihelnik se stranami a, b, ¢ by
pak nespliioval nerovnost ze zadani ulohy. Nase podminka spojena
s nerovnosti (5) je tak nejen postacujici, ale i nutna k tomu, aby
dvojice ¢isel (k,1) vyhovovala zadéni.
Upravime-li nerovnost (5), kterd ma platit pro vSechna a,b >
> 0, do tvaru
(k= 1)a® + (I — 1)b* > 2ab, (6)

vidime, Ze je nutné k > 1, nebot v pfipadé k < 1 by lev4 strana (6)
pfi pevném b > 0 byla v proménné a € (0,00) shora omezend,
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zatimco prava strana nikoli. Stejné tak je nutné [ > 1. Proto lze
nerovnost (6) upravit do tvaru

(aVk—1—bvI—1)?>2(1 = /(k=1)(I—1))ab.

Ukazme, ze za predpokladu k,l > 1 posledni nerovnost plati
pro v8echna a,b > 0, pravé kdyz je (k — 1)({ — 1) > 1. Nutnost
této podminky plyne dosazenim (kladngch) hodnot a = I —1
a b=k —1, jeji dostatecnost je ziejma z toho, Ze prava strana
pak bude nekladna, zatimco leva strana je nezaporna. Dospéli
jsme tak ke stejnému vymezeni vyhovujicich dvojic (k,l) jako
v predchozim feseni.

3. Najdéte vsechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna redlna
¢isla z, y plati

fly—ay) = fl@)y + (@ = 1)*f(y).
(Pavel Calabek)

Resent. Dosazenim x = 1 dostaneme, Ze pro viechna realna y plati
£(0) = f(1)y, tedy nutné f(0) = f(1) = 0. Dosazenim y = 1 do
dané rovnice pak pro kazdé x dostaneme

f(l—z) = f(z).
Necht ¢ je libovolné realné ¢islo, dosazenim 2 = 1—t dostaneme
flty) = F(L =ty + 2 f(y) = f(t)y + * f(y) (1)
pro kazdé redlné y. Zadménou proménnych t a y dale ziskdme
Ft+y*f(t) = flyt) = f(ty) = F(t)y + £ f(y),
takze f(t)(y* —y) = f(y)(t> — t), coz pro y = 2 dava
fO=1f@# -1, teR

Dosazenim do puvodni rovnice ze zadani snadno ovéfime, Ze
konstanta a = f(2)/2 v odvozeném predpisu f(x) = ax(z — 1)
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miize byt libovolné realné d¢islo:

f@y+ (@ —=1>%f(y) = ax(z -y + (z — 1)%ay(y — 1) =
=a(r -yl +tzy—r—y+1) =
=a(l-2)y((1—2)y—1) = f((1 —2)y) =
= fly — zy).

4. Kazdé posloupnosti slozené z n nul a n jednic¢ek priradime ¢islo,
které je po¢tem maximdlnich tsekl stejnych &islic v ni. (Napfi-
klad posloupnost 00111001 mé 4 takové useky 00, 111, 00, 1.)
Pro dané n sec¢teme vSechna cisla prifazend jednotlivym takovym
posloupnostem. Dokazte, ze vysledny soucet je roven

(n+ 1)(2:).

Reseni. Uvazujme konkrétni posloupnost a poéitejme zleva, ko-
lik tisekt obsahuje. Novy tsek zapocitame po jeho ukonceni, tedy
kdyz narazime na zménu ¢islice nebo na pravy okraj. Pocet tisekii
v posloupnosti je tudiz o jedna vétsi nez pocet téch jejich ¢is-
lic, kterym piedchéazi odlisné ¢islice (budeme fikat, Ze v mistech
takovych Cislic nastdva zména tuseku). Misto abychom poditali
useky v jednotlivych posloupnostech, budeme pocitat posloup-
nosti, které v daném misté zménu useku obsahuji.

(Patrik Bak)

Moznych mist pro zménu useku je 2n—1 (vSechna mista kromé
prvniho), pro volbu ¢islice v misté zmény tseku jsou dvé moznosti,
pricemz predchozi ¢islice je tim jednoznac¢né urcena. Na zbyvaji-
cich mistech je v kazdé takové posloupnosti libovolné rozmisténo
n — 1 jednicek a n — 1 nul, dan& zména tseku se proto nachézi
v (27?:12) rtiznych posloupnostech. Celkové tak mame 2(2n — 1)
riznych zmén tsekt a kazda je obsaZena v (277:12) posloupnos-
tech. K tomu je tfeba pricist jednotku za kazdou posloupnost kvili

tsektim kondéicim na pravém okraji; posloupnosti je pfitom (2:)
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Dohromady tak pro vysledny soucet dostavame
2n — 2 2 2n —1 2
=0 (G7)+ () =)+ () -
n—1 n n n
(271 - 1) <2n>
n—1 n
2 2 2
()= () e ()
n n n

kde jsme dvakrat vyuzili zfejmou identitu
m m—1

k = .

(k) m(k - 1>

Jiné reseni. Vyuzijeme tivodni tivahu z predchoziho feseni, z niz
vyplyva, ze vysledny soucet je roven souctu poc¢tu moznych po-
sloupnosti a poctu dvojic 01 a 10 v nich dohromady obsazenych.
Ze symetrie je jasné, ze staci urcit jen pocet dvojic 01 a vysledek
vynasobit dvéma.

Uvazme posloupnost, kterd obsahuje pfesné k dvojic 01. Tyto
dvojice rozdéluji zbytek posloupnosti na k + 1 tseki, pricemz
v kazdém je nezdporny pocet nul a jednicek v jednoznacné urce-
ném poradi (vzdy nejprve pfipadné jednicky a pak pfipadné nuly).
Staci proto urcit pocet zptisobti rozmisténi n — k nul a n — k jed-
nic¢ek do k£ + 1 tsekt; podle znamého vzorce pro kombinace s opa-
kovanim je to (Z) moznosti pro nuly a (Z) moznosti pro jednicky,

¢ili celkem (2)2 moznosti. Celkovy soudet je tedy
- n\? 2n
2 k . 1
20 () 2

K zévére¢nému diukazu, Ze (1) dava pozadovany vysledek, vyu-
zijeme znadmou identitu Y ,_, (2)2 = (27?) a symetrii (7) = (,",)

kombinacnich éisel:
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= S 2 n o, 2
:;k(z) +k2_0<n—k>(g) :n;)(j:) _

Dosazenim do (1) tak pro hledany soucdet dostavame n (2;’) + (27?) =
= (n+ 1))

Jiné fefeni. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé. Necht n > 2. Pro kaz-
dy mozny tusek stejnych ¢islic spocitame, v kolika posloupnostech
se na daném misté nachézi. Zfejmé staci uvazovat jen tseky nul
a vysledek pak vynasobit dvéma.

Vezméme tedy tsek k£ nul, kde 1 < k < n. Pokud se tento
asek nachézi na jednom z obou kraji, ohrani¢uje ho pravé jedna
jednicka a na zbyvajicich 2n—k—1 mistech je libovolné rozmisténo
n — k nul a n — 1 jednicek. Pokud se tisek nachézi na jedné ze
zbyvajicich 2n — k — 1 pozic, je ohranicen z kazdé strany jednickou
a na zbyvajicich 2n — k — 2 mistech je libovolné rozmisténo n — k
nul a n — 2 jednicek. Prispévek pr maximalnich tsekil tvorenych
k nulami do zkoumaného souctu je tedy

pk:2<2n—k—1)+(2n_k_1)<2n—k—2) _

n—1 n—2
:2(2nn—k1—1) +(n_1)(2nn—k1—1> _
:(n+1)<2”n__k1_1>.

K uréeni celkového souctu 2(p; + p2 + ... + p,) potfebujeme
vypocitat

(7)) (272)
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Soucet na pravé strané udava pocet vsech n-prvkovych podmnozin
mnoziny {1,2,...,2n — 1}, kdyZz je budeme pocitat rozt¥idéné
do skupin podle jejich nejvétsiho prvku, kterym je jedno z Cisel
n,n+1,...,2n—1. Proto plati S,, = (2"7:1), takze hledany soudet
je 20n+ 1)) = (n+ 1)C).

5. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s prisecikem vysek H. Osa
thlu BHC' protinad stranu BC' v bodé D. Ozna¢me postupné F
a F' obrazy bodu D v osovych soumérnostech podle piimek AB
a AC. Dokazte, ze kruznice opsana trojuhelniku AEF prochéazi
stfedem G kruznicového oblouku BAC. (Patrik Bak)

Reseni. Oznaéme k kruznici opsanou trojthelniku ABC. Polo-
piimka AH protind kruznici k v bodé H' # A, o kterém je znamo,
7e je obrazem bodu H v osové soumérnosti podle strany BC'. Proto
pfimka H'D (jako obraz osy HD thlu BHC') je osou thlu BH'C
a na zakladé znamé vlastnosti osy thlu prochazi stfedem G ob-
louku BAC (obr. 1).

Obr. 1

Oznacme obvyklym zpisobem «, 3, v velikosti vnitinich thla
trojihelniku ABC. Jelikoz body B, G, A, H' lezi na kruznici k
(a body G, A na oblouku BAC kruznice k), plati |<{BGD| =
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= |[<BGH'| = |4BAH'| = 90° — (. Z definice bodu E pak plyne
|<BED| = |<BDE| = 90° -3, a protoze body E i G lezi v poloro-
ving BCA, lezi body B, D, G, F na kruznici. Jejich poradi zavisi
na velikostech thlt EBD a GBD: pokud |[<EBD| > |[<XGBD|
neboli 23 > 90° — 1a (bod G je stfedem oblouku BAC), bude
jejich pofadi B, D, G, E, jinak B, D, E, G (pro 25 = 90° — %a
neboli v = 34 vyjde ovSem FE = G, v tom pfipadé je vSak tvrzeni
ulohy splnéno trividlng). Podle toho je pak bud |t EGD| = 180° —
— | EBD| = 180° — 23 (obr. 1), nebo |SEGD| = |[SXEBD| =2
(obr. 2).

Obr. 2

Analogicky lze ukazat, ze i body C, D, G, F lezi na kruznici,
a to pravé v tomto poradi, pokud 2y > 90° — %oz, jinak v potradi C,
D, F,G i (pii F = G je tvrzeni tlohy jisté splnéno). Pro velikost
thlu DGF pak podle toho plati bud | DGF| = 180° — 2+, nebo
|[<DGF| = 2.

Z podminek 23 > 90° — 1o a 2y > 90° — Lo piitom musi byt
splnéna alespoii jedna, jinak by bylo 25+ 2y < 2(90° — %a) =0+
+ 7.

V kazdém pripadé mizeme z obou tétivovych ¢tyrahelnika se
spole¢nou stranou DG vyjadriit velikost thlu EGF'. Pritom veli-
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kost thlu EAF zname, z definice bodu E a F totiZz plyne

|AEAF| = |SEAD| + |SDAF| = 2|9 BAD| + 2|4 DAC| =
= 2|4 BAC| = 2«

a zaroven vidime, ze pfimka EF oddéluje body A a D, nebot
thel « je ostry. Musime proto rozebrat t¥i pripady.
1. Ctytahelniky BDGE a CDGF jsou tétivové, takze plati

|SEGF| = |4EGD| + |¥DGF| = 180° — 28 + 180° — 2y =
= 2a = [SEAF).

To znameni, ze je konvexni i ¢tyithelnik DFGE, takze jeho th-
lopticka F'F oddéluje protéjsi vrcholy D a G. Proto oba body G
i A lezi v téze poloroviné vzhledem k FF. Z véty o obvodovych
thlech tak vyplyva, ze body E, G, A, F lezi na kruznici.

2. Ctytthelniky BDEG a CDGF jsou tétivové. V tomto pii-
padé |[SEGD| =28 a [ DGF| = 180° — 2, a protoze 2/ + 2y >
> 180°, je |[SEGD| > |4 DGF)|, takze bod G lezi v poloroviné
EFD (obr. 2) a plati

|AEGF| = |3EGD| — |4 DGF| =25 — (180° — 2v) = 180° — 2a

neboli [ EAF |+ |<EGF| = 180°, coz spolu s tim, %e body A a G
jsou v ruznych polorovinach vzhledem k pfimce EF, implikuje, Ze
body F', A, E, G lezi na jedné kruZnici.

3. Ctytahelniky BDGE a CDFG jsou tétivové. Tento piipad
je ekvivalentni pfedchozimu, kdyz zaménime B s C' a E s F.

Pozndmky. Pokud budeme pracovat s orientovanymi tthly dvou
primek, mizeme se vyhnout rozboru shora uvedenych t¥i pripada.
Zjisténou skutecnost, ze body B, D, E, G lezi na kruznici, lze
charakterizovat rovnosti (orientovanych) ahla EGD = EBD (sa-
moziejmé pocitdme modulo 180°) a podobné pro druhou kruznici
DGF = DCF. Je tedy EGF = EGD + DGF = EBD + DCF =
= 180° — 28 4 180° — 2y = 2a«, coz jsme potfebovali dokézat,
nebot z definice bodi E a F ziejmé EAF = EAD + DAF = 2a.
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Ukazme jesté, ze klicovy poznatek celého Teseni o ¢tveficich bodi
(B,D,E,G) a (C,D,F,QG) lze dokézat i jinym, trigonometrickym
postupem.

Ozna¢me |[{BGD| = ¢, [<DGC| = ¢ a P patu vysky AH
(obr. 3). JelikoZz HD je osa thlu BHC, plati

|BD| |BH|  |PH|  |PH|  sin(90° —f)
|CD|  |CH| sin|{PBH| sin|gPCH| sin(90° — )’
Z rovnosti |GB| = |GC| a z dvojiho vyjadfeni poméru obsahi
trojuhelnikt BGD a CGD plyne
sing  |BD|
siny  |CD|’

Piitom ¢+ = a = (90° — )+ (90° — 3). Spojenim obou rovnosti
tak pro ¢ € (0°, ) dostavame rovnici

sin ¢ sin(90° — B)

sin(a — ¢) - sin(90° — )~
Podil na levé strané je v uvedeném intervalu rostouci funkci pro-
ménné ¢, takZe rovnice ma (pro dany trojuhelnik) jediné FeSeni.
Zjevné ¢ = 90° — B v daném intervalu lezi a rovnici vyhovuje.

Proto také ¢ = 90° — ~.

C

Obr. 3
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Trojihelnik DEB je rovnoramenny se zakladnou DFE, proto
|$BED| = |BDE| = 90° — 8 = |[<BGD|. Body E, G pfitom
lezi ve stejné poloroviné vzhledem k p¥imce BD, proto lezi body
B, D, E, G na kruznici. Stejné tvrzeni o bodech D, C, F, G plyne
z dokazané rovnosti 1 = 90° — 1.

Jiné tesend. Z definice bodl F a F je zfejmé, ze pro (orientovany)
thel FAF plati EAF = 2a. Oznaéme postupné Hy, H3 body sou-
mérné sdruzené s prisecikem vysek H daného trojihelniku podle
jeho stran AC| resp. AB. Ty, jak znamo, lezi na kruznici k£ opsané
trojuhelniku ABC' (obr. 4).

Protoze DH je osa thlu BHC a CH || DE, je |[<HsED| =
=|4HDE|=|[4DHC| = 1|4BHC| = 90° — L. Stejnou velikost
mé ovsem i orientovany thel C’/HL;\G nad obloukem CG, nebot ten
je polovinou oblouku C'AB, je tedy C/Hg\G = @3. A protoze
CH; || DE, znamen4 to, ze body G, Hs a E lezi v pfimce. Po-
dobné lezi v piimce i body G, Ho a F, takie EGF = HyGHy =
= ng = m + mg = 2a = m’, coz jsme chtéli
dokéazat.
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Pozndmka. Obr. 4 svadi k jednoduchému zavéru, ze thel EGF
snadno dopo¢teme z vnitinich thla étyfahelniku EDFG:

|XEGF| =360° — |SGED| — |SDFG| — |SEDF| =
= 360° — 4(90° — Fa) = 20

Predpoklady tlohy vsak konvexnost ¢tyfthelniku £ DFG bohuzel
nezarucuji (obr. 5).

Obr. 5

6. Je dano nenulové celé cislo k. Dokazte, Ze rovnici

2% — 2y + 2y?
x+y

k=

vyhovuje lichy pocet uspofadanych dvojic celych ¢isel (z,y), pravé
kdyz k je délitelné sedmi. (Patrik Bak)

Reseni. Po vynasobeni obou stran dané rovnice vyrazem z + ¥y
dostaneme rovnici
2? —xy+2y° = k(z +9). (1)

Kazdé feSeni (x,y) dané rovnice je i FeSenim rovnice (1), té vSak
mohou navic vyhovovat i dvojice, pronéz x +y =0, tj. y = —=x.
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Dvojice (z, —x) je fesenim (1), pravé kdyz plati 22 +22 +222 =
= k-0 neboli z = 0. Rovnice (1) mé proto pravé o jedno feSeni
vic nez dand rovnice, a tak staci dokdzat, Ze rovnice (1) mé sudy
pocet celo¢iselnych feseni, praveé kdyz 7 | k.

Rovnici (1) ekvivalentné upravime do podoby kvadratické rov-
nice

2 —x(y+k)+2y* —ky=0 (2)

s neznamou z. Pro jeji diskriminant plati

D(y) = (y+k)? — 4(2y* — ky) = k* + 6ky — Ty* =

3
= (k—y)(k+Ty) = =T(y — 2k)> + 228, ®)

coz je pro kazdé k shora omezena kvadratickd funkce. Rovnice (2)
mé tudiz pro kazdé celé k nezdporny diskriminant D(y) pouze pro
kone¢né mnoho celych ¢isel y, a mize tak mit jen koneény pocet
celoéiselnych feseni (z,y).

Pokud je D(y) > 0 pro néjaké celé ¢islo y, ma rovnice (2)
prévé dvé realna feSeni, kterd mohou byt celociselnd jen zaroven,
protoze jejich soucet y + k je celé Cislo. Pro kazdé takové y ma
tedy (2) vzdy sudy pocet FeSeni.

Z vyjadteni (3) vidime, Ze D(y) = 0 pro y = k nebo pro
Yy = —%k. V prvnim pfipadé se rovnice (2) redukuje na rovnici
(r — k)?> = 0 s dvojnésobnym kofenem z = k, rovnice (1) ma
tudiz jediné feSeni (k,k) se slozkou y = k. V druhém piipadé
je y celociselné, pravé kdyz je Cislo k délitelné sedmi, a pak ma
rovnice (2) dvojnésobny kofen z = 2k, tudiz (2k, —1k) je jediné
feseni rovnice (1) se slozkou y = —1k. Navic ob& feseni (k, k)
i (2k, —1k) jsou rtizna, protoze k # 0.

Vidime tedy, Ze rovnice (1) mé sudy pocet celo¢iselngch Fesent,
pravé kdyz je ¢islo k£ délitelné sedmi. Tim je tvrzeni ulohy doka-
z4no.

Jin€ feseni. Stejné jako v puvodnim feSeni zkoumame, kdy ma
rovnice (1) sudy pocet celo¢iselnych feSeni.
Rovnici (1) upravime na tvar

72z —y — k) + (Ty — 3k)* = 16k>. (4)
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Protoze pro dané k ziejmé existuje jen konecny pocet celych ¢isel
a, b takovych, ze
7a* + b* = 16k, (5)

mé rovnice (4) jen koneény pocet celo¢iselnych FeSeni, kterd zis-
kame feSenim soustav

2 —y — k =a, (6)
Ty — 3k =b, (7)

odpovidajicich vSem celoéiselnym FeSenim (a,b) rovnice (5). Z je-
jiho tvaru plyne, Ze slozky a, b maji vzdy stejnou paritu. Diky
tomu vidime, Ze pokud mé rovnice (7) celoéiselné feseni y, které
tak méa stejnou paritu nejen jako ¢islo k + b, ale i jako ¢islo k + a,
je ¢islo y + k 4+ a sudé, a tudiz i rovnice (6) mé pro doty¢na k a b
celociselné feseni x.

Z posledni avahy plyne, ze dvé soustavy (6) a (7), které od-
povidaji ,sdruzenym® feSenim (a,b) a (—a,b) (kde a # 0) rov-
nice (5), maji budto po jednom FeSeni (se stejnym y a rlznymi x),
nebo zadné feseni nemaji. Jedina takto nesdruzend celociselna
feSeni rovnice (5) jsou zfejmé (0,4k) a (0, —4k) (pfipomenme, Ze
k # 0 podle zadani), takZze parita poétu celoéiselnych feSeni rov-
nice (4) je shodné s paritou celkového poctu celoéiselnych Feseni
dvou odpovidajicich soustav (6) a (7); pro (a,b) = (0,4k) to je
(z,y) = (k, k), pro (a,b) = (0, —4k) vyhovuje (z,y) = (2k, —1k).
Proto je zkoumana parita sudé, pravé kdyz 7 déli k. K hoto-
vému dilkazu dodejme, Ze jsme pii nasich ivahach mlcky vyuzi-
vali zfejmy poznatek, Ze riznym dvojicim (a,b) odpovidaji riznd
feSeni (x,y) soustav (6) a (7).

Pozndmka. Rovnice (1), jak je ostatné vidét i z jejiho upraveného
tvaru (4), je pfi nenulovém k rovnici elipsy se stiedem (%k, %k),
a pokud je k = Tm pro m celé, je s kazdym bodem (z,y) bodem
elipsy také bod (10m—z, 6m—y), takze miizové body tu vystupuji
ve dvojicich, je jich tedy sudy pocet.
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Vysledkova listina celostatniho kola 66. ro¢niku MO

Vitézove:

O © 00 O Uik W

sy

. Pavel Turek

. Jan Petr

. Filip Bialas

. Danil Kozevnikov
. Filip Svoboda

. Pavel Hudec

. Radek Olsak

. Martin Raska

. Jachym Bartik

. Richard Hladik

vy v

kategorie A

8/8 G Olomouc-Hejéin

8/8 GJK Praha 6, Parléfova 2

8/8 G Opatov Praha 4, Konstantinova
7/8 GJK Praha 6, Parléfova 2

3/4 G Brno, Elgartova

7/8 GJGJ Praha 1, Truhlafska 22

6/8 Mensa G, Praha 6, Spanielova 16
7/8 WG Ostrava-Poruba

8/8 G Havli¢kiiv Brod, Staflova 2063
8/8 G Marianské Lazné, Ruska 353/3

Dalsi uspésni teditelé:

11.
12.
13.

14

Ondfiej Svoboda
Ondfej Motlicek
Tomas Konec¢ny

. Josef Minafik
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

Matéj Dolezalek
Tomas Perutka
Jifi Skrobanek
Zuzana Urbanova
Filip Cermak
Matéj Mezera
Hedvika Ranosova

8/8 G Brno, tf. Kpt. Jarose 14
8/8 G Sumperk

8/8 GJVJ Ceské Budgjovice

6/8 G Brno, tf. Kpt. Jarose 14
6/8 G Humpolec

7/8 G Brno, tf. Kpt. Jaroge 14
7/8 WG Ostrava-Poruba

3/4 GFXS Liberec, Partyzanska 53
3/4 Mendelovo G, Opava

4/4 G Havli¢ktv Brod, Staflova 2063
7/8 G Praha 4, Budé&jovicka 680

42
39
36
34
29
27
27
26
25
24

23
23
22
22
22
21
21
20
19
19
18
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ZADANI PRO SKOLNI ROK 2017/2018
Kategorie A

A-I-1. Pavel stridavé vpisuje kiizky a kolecka do policek tabulky

(zacind kiizkem). Kdyz je tabulka celd vyplnénd, vysledné skére

spocita jako rozdil O — X, kde O je celkovy pocet fadku a sloupct

obsahujicich vice kolecek nez kiizki a X je celkovy pocet radkt

a sloupcu obsahujicich vice kfizkt nez kolecek.

a) Dokazte, Ze pro tabulku 2 x n bude vysledné skére vzdy 0.

b) Urcete nejvyssi mozné skére dosazitelné pro tabulku (2n + 1) x
X (2n 4+ 1) v zavislosti na n. (Josef Tkadlec)

A-I-2. Dokazte, ze pokud je soucet dvou danych realnych ¢isel a,
b vétsi nez 2, ma soustava nerovnic

(a—Dz+b<z?<ar+(b—1)
nekone¢né mnoho feseni z v oboru reélnych éisel. (Jaromir Simsa)

A-I-3. V roviné jsou dény dvé shodné kruznice o poloméru 1,
které maji vnéjsi dotyk. Uvazujme pravouhelnik obsahujici obé
kruzZnice, jehoz kazda strana se dotyka aspon jedné z nich. Urcete
nejvetsi a nejmensi mozny obsah takového pravouhelniku.
(Jaroslav Svréek)

A-I-4. Najdéte nejvétsi prirozené ¢islo n takové, Ze hodnota souc-
tu

V1] + V2] + V3] + ...+ [vVn]

je prvocislo. Zépis || znadi nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi
nez x. (Patrik Bak)

A-I-5. V konvexnim ¢&tyfthelniku ABCD plati |[<ABC| =
= |QACD| a |SACB| = |4 ADC]|. Pfedpokladejme, ze stted O
kruznice opsané trojuhelniku BC'D je ruzny od bodu A. Dokazte,
ze thel OAC je pravy. (Patrik Bak)
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A-I-6. Najdéte nejvétsi mozny pocet prvki mnoziny M celych ¢i-
sel, kterda ma nasledujici vlastnost: Z kazdé trojice riiznych cisel
z M lze vybrat néktera dveé, jejichz soucet je mocninou cisla 2 s ce-
lo¢iselnym exponentem. (Jan Mazak)

Kategorie B
B-I-1. Najdéte viechny mnohoéleny tvaru ax®+bx?+4cx+d, které
p¥i déleni dvojclenem 22 +1 davaji zbytek z 42 a p¥i déleni dvoj-
¢lenem z2 + 2 davaji zbytek 2z + 1. (Pavel Calabek)

B-I-2. Dokazte, ze pro kazdé kladné realné ¢islo ¢ plati nerovnosti

2
<t—|—1

0
T t+1

—VEt<|t—1].
(Tomas Jurik)

B-I-3. Necht ABCD je kosoctverec s kratsi thloptickou BD a E
vnitini bod jeho strany CD, ktery lezi na kruZnici opsané troj-
thelniku ABD. Urcete velikost jeho vnitiniho tthlu pfi vrcholu A,
maji-li kruznice opsané trojuhelnikim ACD a BCFE pravé jeden
spole¢ny bod. (Jaroslav Svréek)

B-I-4. Urcete pocet vSech trojic pfirozenych Cisel a, b, ¢, pro ktera
plati
a+ ab + abc + ac + ¢ = 2017.
(Patrik Bak)

B-I-5. Je déan lichobéznik ABCD (AB | CD). Uvazujme obé
primky, z nichz kazda déli dany lichobéznik na dvé casti stejného
obsahu a je pritom rovnobézna s jeho thloptickou AC, resp. BD.
Dokazte, ze prisecik téchto dvou primek lezi na tisecce, ktera spo-
juje stfedy obou zakladen AB a C'D. (Jaromir Simsa)

B-I-6. Najdéte nejvétsi mozny pocet Cisel, jez lze vybrat z mno-
Ziny {1,2,3,...,100} tak, aby mezi nimi nebyla z4dné dvé, kterd
se lisi o 2 nebo o 5. (Pavel Calabek)
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Kategorie C

C-I-1. Najdéte nejmensi ¢tyfmistné ¢islo abed takové, ze rozdil
—\2 —\2 . e P s gl
(ab) — (cd) je trojmistné Cislo zapsané tfemi stejnymi ¢isli-
cemi. (Patrik Bak, Méria Doményova)

C-I-2. Urcete nejvétsi mozny pocet neprazdnych po dvou dis-
junktnich mnozin se stejnymi soucty prvkiu, na které lze rozdélit
mnozinu

a) {1,2,...,2017},

b) {1,2,...,2018}.

Je-li mnozina tvorena jednim ¢islem, povazujeme ho za soucet je-
jich prvkda. (Patrik Bak)

C-I-3. Je dan pravouhly trojahelnik ABC' s pfeponou AB, v némz
D znaéi patu vysky z vrcholu C. V poloroviné s hraniéni pfimkou
AB a vnitfnim bodem C uvazujme body E, F takové, Ze uhly
EBA, FAB jsou pravé, |BE| = |BD| a |AF| = |AD|. Dokazte,
7e piimky AFE a BF se protinaji na tise¢ce CD. (Jaroslav Svréek)

C-I-4. Urcete nejvétsi celé c¢islo n, pri kterém lze ¢tvercovou ta-
bulku n x n zaplnit p¥irozenymi &sly od 1 do n? tak, aby v kazdé
jeji ¢tvercové Casti 3 x 3 byla zapsana aspon jedna druha mocnina
celého ¢isla. (Jaromir Simsa)

C-I-5. Je dana kruznice k(O,r) a bod A, kde |[AO| = d > r.
Tecny z bodu A se dotykaji kruznice k v bodech B, C'. Trojuhel-
niku ABC' je vepsana kruznice. Vyjadfete jeji polomér p pomoci
danych délek d a r. (Sarka Gergelitsova)

C-I-6. Na kruhovém opevnéni hradu je nékolik vézi. Do nich se
rozmisti pét ¢ernych a pét rudych rytift (v kazdé vézi jich muze
byt vice i rtiznych barev) a za¢nou strazit. Po uplynuti kazdé ho-
diny pfejdou vsichni Cerni rytifi do sousedni véze ve sméru chodu
hodinovych rucicek a vsichni rudi rytiri prejdou do sousedni véze
v opa¢ném sméru. Dokazte nasledujici tvrzeni:
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a) Je-li vézi osm, mohou se rytifi na poc¢atku rozmistit tak, Ze
béhem kazdé hodiny bude v kazdé vézi aspon jeden rytir.
b) Je-li vézi sedm, nékterou hodinu zlistane aspoii jedna véZ ne-
obsazen4, at se na pocatku rytifi rozmisti jakkoliv.
(Pavel Calabek)



