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VYSETROVANI MNOZIN BODU DANYCH
VLASTNOSTI S PODPOROU POCITACE

Jikf BLAZEK, PAVEL PECH

Hledani mnozin bodt danych vlastnosti patii k dilezitym té-
mattm sSkolnich osnov na celém svété. Uz v pocatecnich letech
skolni dochazky se déti uci rozpoznat kruznici, pfimku nebo rov-
nobézné piimky. V dalsich letech se postupuje ke stale naro¢néjsim
specifikacim riznych mnozin az ke kuzeloseckam. Bez ohledu na
konkrétni téma nepatii podle naSich zkuSenosti hledani mnozin
bodt mezi oblibené aktivity. Divodem je nejspiSe narocnost této
latky. Na druhé strané dynamicka geometrie, kterd se ve vyuce
Siroce rozsirila v neddvnych letech, problematiku hledani mnozin
boda v roviné znac¢né zjednodusuje. Piikazem Locus v GeoGebte
mohou studenti zobrazit rtzné specifikované mnoziny v roviné.
Dalsim rysem, ktery se poprvé objevil v programu Cabri II (La-
borde 1998) je schopnost uréit rovnici hledané mnoziny. Ackoli me-
chanismus této funkce nebyl nikdy oficidlné publikovan, metoda
je zalozena na ndhodném zvoleni 100 bodt, nélezejicich hledané
mnoziné, a nasledném proloZzeni polynomidlni kiivky (do Sestého
stupné), prochézejici témito body (Schumann 2003). Navzdory
nékterym nepiesnostem dava Cabri vétsinou spravny vysledek.
Presto bylo od pocatku ziejmé, Ze je potieba jiné, exaktnéjsi me-
tody.

V prvni ¢asti popiSeme postup pii zjistovani mnoziny bodu
pomoci piikazu LocusEquation (Botana 2015). Tento piikaz byl
do GeoGebry implementovan teprve nedavno a predstavuje novy
pristup ve vySetfovani mnozin bodid. Je zalozen na metodé auto-
matického objevovani, ktera je ¢asti teorie automatického dokazo-
vani vét (Recio 1999). Pouziti piikazu budeme demonstrovat na
konkrétnim problému, jehoz feSeni bylo poprvé publikovano roku
1797. Ackoli syntetické FeSeni tohoto pfikladu nejde nad ramec
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gymnéazia, pro studenty se zdjmem o matematiku je jisté snazsi
zdvodnit nalezené TeSeni nez fesit problém bez jakékoliv pred-
stavy, jak nezndma mnozina vypada. V tomto pfipadé mizeme
chapat feSeni pomoci programu GeoGebra nejenom jako ¢ernou
skrinku, ale jako vyznamnou napovédu ke zdivodnéni problému.

Druhy piiklad je vysledkem experimentovani v DGS. Obecné
feseni problému, ktery jsme sami definovali, je demonstrovano jak
pomoci GeoGebry, tak pomoci programu CoCoA (program typu
CAS). Zajimavosti je, ze pfikaz LocusEquation ukazuje v pfipadé
obecného zadéani spravny vysledek, avSak v nékterych specidlnich
pripadech selhava.

U obou ptikladl je popsan zptisob, jakym pocita¢ postupuje.

Problém 1. V roviné je dan trojihelnik ABC a bod P. Sestrojme
body K, L a M, které jsou soumérné s bodem P podle piimek
AB,BC a CA. Urcete mnozinu bodu P tak, aby body K, L, M
lezely v pfimce.

Priiklad bodu P, spliujiciho zadani, je na nasledujicim obrazku
(obr. 1).

Obr. 1: Body K, L, M soumérné s bodem P podle stran
trojuhelniku ABC' lezi na jedné piimce
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Je zfejmé, ze pouziti pfikazu Locus v tomto pfipadé nestaci.
Ptikaz LocusEquation, ktery byl neddvno v GeoGebfe implemen-
tovan, vSak situaci fesi. Postup urceni hledané mnoziny pomoci
piikazu LocusEquation je nasledujici:

e Narysujeme libovolny trojthelnik ABC.

e Zvolime libovolny bod P.

e Sestrojime obrazy K, L, M bodu P v osovych soumérnostech

s osami AB, BC a CA.

o Zadame piikaz LocusEquation(AreCollinear(XK,L,M),P).
Vedle hledané mnoziny se ndm zobrazi i jeji rovnice v dané sou-
stavé soutadnic

22 +y? =5z —y=0.

Je zfejmé, Ze se jedna o kruznici opsanou trojihelniku ABC
(obr. 2).

LocusEquation][AreCollinearK, L, M), P|

A=[0,0]

Obr. 2: Program GeoGebra zobrazi kruznici opsanou
trojuhelniku ABC

Ukazuje se, ze tento problém je ekvivalentni s takzvanou Sim-
son-Wallaceovou vétou, objevenou roku 1797 (Johnson 1960),
(Svréek 1998). V té se nemluvi o osové soumérnych obrazech, ale
o patéach kolmic z bodu P na strany trojuhelnika, které jsou pro
kazdy bod P kruznice opsané trojuhelniku ABC kolinearni. Do-
dejme, Ze primka splnujici "nasi” formulaci, na rozdil od spojnice
pat kolmic, prochazi vzdy pruseéikem vysek trojuhelnika ABC.
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Jakym zpusobem pocdita¢ postupuje?

Ukazme si, jakym zptsobem dospéjeme ke hledané mnoziné bo-
dt — kruznici — s pouzitim teorie automatického dokazovani a ob-
jevovani vét [1, 4].

Zvolme soustavu soutadnic tak, ze A = [0,0], B = [a,0], C =
= [u,v], P = [ ,q}, K = [/{il,kg], L= [ll,lg], M = [ml,mg]. Dale
ozna¢me pismeny K’, L' and M’ stfedy usedek PK,PL a PM.
Predpokladejme, Ze bod P splnuje podminky zadani, tj. jeho ob-
razy K, L, M v osovych soumérnostech s osami AB, BC' a C A lezi
na jedné piimce. Potom plati:

PK 1| BCs hy:={p—Fk)(u—a)+ (qg—k)v=0,

K' € BC & hy:=2av+u(q+ k) —v(p+k1)—alg+k) =0,
PL1ICA& hy:=(p-—I)u+(qg—I2)v=0,

L'eCAs hy:=(p+h)v—(¢g+1)u=0,

PM 1 AB < hs:=p—mp =0,

M' € AB < hg := q+mo =0,

K, L, M lezi na jedné pfimce < h7 := kilo+Ilymao+komy —Ilomq —

- klmg — kgll =0.

Eliminaci proménnych k1, ko, 1,12, m1, ms v systému rovnic h; =
=0,hy =0,..., hy =0 v programu CoCoA' dostaneme

Use R::=Q[a,u,v,k[1..2],1[1..2],m[1..2],p,q];
I:=Ideal((p-k[1]) (u-a)+(q-k[2])v,
2av+u(q+k[2])-v(p+k[1])-a(g+k[2]),
(p-1[11)u+(q-1[2]D) v, (p+1[1]1)v-(q+1[2])u,p—m[1] ,q+m[2],
k[111[2]+1[1Im[2]+k[2Im[1]-1[2Im[1]-k[1Im[2]-k[2]1[1]);
Elim(k[1]..m[2],I);

rovnici

av? (vp? + vg® — avp + (au — u® — v?)q) = 0. (1)

1Software CoCoA je volné ke stazeni na adrese http://cocoa.dima.unige.
it


http://cocoa.dima.unige.it
http://cocoa.dima.unige.it
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Jestlize a # 0 av # 0, tj. A # B a A, B,C nejsou kolinearni,
potom rovnice (1) vyjadfuje kruznici opsanou trojuhelniku ABC,
jak se snadno miizeme pfesvédcit dosazenim souradnic vrchol

A, B, C do rovnice (1) (obr. 3).

Obr. 3: Mnozina bodu P je kruZnice opsana trojuhelniku ABC

Obdobnym zptsobem, pomoci tzv. normalni formy idedlu se
dé ukazat, ze pokud A # C a B # C, potom kazdy bod P kruznice
opsané trojuhelniku ABC' spliuje zadani a body K, L, M lezi na
jedné primce. Tedy hledanou mnozinou bodu je kruznice opsana
trojthelniku ABC.

Ukazme si pouziti piikazu LocusEquation jesté na jiném pfi-
kladu. Jak jsme zminili v Gvodu, tento problém jsme si zvolili
k testovani prikazu LocusEquation.

Problém 2. V roviné je dén ¢tyfiuhelnik ABC'D a bod P. Urcete
mnozinu bodu P tak, aby paty kolmic K, L, M, N z bodu P na
strany ¢tyiuhelnika ABC D lezely na kruznici.
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Nase motivace byla nasledujici. Pfedchozi problém Simson-
-Wallaceovy véty se tykal pozadavku, aby paty kolmic z uréitého
bodu P na strany trojuhelnika ABC lezely v pfimce. Co kdyz
ale rozsifime pocet pfimek ze t¥1 na ¢tyfi s analogickym pozadav-
kem, tedy zZe paty kolmic z ur¢itého bodu P na tyto ¢tyfi primky
lezi v pfimce? Lze ukazat, ze feSenim tohoto zadani je nejvyse
jeden — takzvany Miqueliv — bod. O jeho konstrukci se ¢tenaf
miize pokusit sdm (napovéda: dvakrét se pouzije Simsonova véta).
Pro nase ucely byla dilezitd skutecnost, ze pokud existuje tento
Miqueluv bod, pak lze sestrojit parabolu, kterd ma v tomto bodé
ohnisko a jejiz vrcholova tecna je identicka se spojnici pat kolmic
na dané Ctyfi primky. Z vlastnosti paraboly lze pak jednoduse
odvodit, Ze tyto ¢tyfi piimky jsou te¢nami této paraboly. Dosté-
vame se k nasi otazce: Jak je to s ostatnimi kuzeloseckami? Jaka
je mnozina ohnisek elipsy, paraboly nebo hyperboly, ke kterym
jsou dané ¢tyti primky te¢nami?

V feSeni vyuzijeme obecnou vlastnost, kterou se vyznacuje ka-
zd4a elipsa a hyperbola. Pokud sestrojime z ohniska kolmice na
teCny této kuzelosecky, pak paty téchto kolmic budou lezet na
kruznici, jejiz stfed je totozny se stfedem kuzelosecky.

Necht si étenaf sdm zkusi néasledujici postup feseni v Geo-
Gebre, kde hledame mnozinu boda P takovych, Ze paty kolmic
K,L,M,N zbodu P na strany ¢tyiahelnika ABCD lezi na jedné
kruznici:

e Narysujeme obecny ¢tyruhelnik s vrcholy A, B,C, D.

e Zvolime libovolny bod P, ktery bude reprezentovat jedno
ohnisko kuzelosecky.

e 7 bodu P sestrojime paty kolmic K, L, M, N na strany AB,
BC, CD, DA.

e Zadame piikaz
LocusEquation[AreConcyclic(K,L,M,N),P].

Zobrazi se kiivka tietiho stupné (obr. 4). Ctenaf pak miZe se-
strojit libovolnou kuzelosecku spliiujici zadéni (zné jedno ohnisko,
stfed kuzelosecky a jeji tecnu).
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Obr. 4: Piikaz LocusEquation[AreConcyclic(X,L,M,N),P]
zobrazi kiivku 3. stupné
Podrobnéji se nyni podivejme na specialni pfipad, kdy ctyt-
thelnikem je rovnobéznik.

Specialni pfipad. Je dan rovnobéznik ABCD. Uréete mnozinu
boda P takovych, ze paty kolmic K, L, M, N z bodu P na strany
rovnobéznika ABCD lezi na kruznici.

LocusEquation| AreConcycly

D=[1.3] ; c=16,3]

% - /ﬁsyo}

Obr. 5: Pfikazem LocusEquation(AreConcyclic(K,L,M,N),P)
se v ptipadé rovnobéznika ABC D zobrazi rovnoosé hyperbola
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Po provedeni pfikazu se zobrazi rovnoosa hyperbola (obr. 5),
vcetné jeji rovnice v dané soustavé soutadnic

322 — 2zy — 3y% — 152 + 15y = 0.

Jak pracuje poéita¢ pfi feSeni problému 27

Zvolme soustavu soufadnic tak, Ze vrcholy rovnobézniku ABCD
maji soufadnice A = [0,0], B = [a,0], C = [u,v], D = [u — a,v].
Déle ozna¢me K = [ki1,ko], L = [l1,la], M = [m1,mz2] a M =
= [n1,n2] paty kolmic z bodu P = [p,q] k pfimkdm AB, BC,
CD a DA. Predpokladejme, ze body K, L, M, N lezi na kruZnici
(obr. 6).

C=[u,v]

A=[0,0 1K B=[a,0]

Obr. 6: Paty kolmic K, L, M, N lezi na kruznici

Potom plati:
KeAB & hy :=ky =0,

L e BC & hy:=vly +aly —av —uly =0,

M € CD < hz := vmi+tuv+(u—a)mo—v(u—a)—vmy—umsg = 0,
N eDA& hy:=vny — (u—a)ng =0,

PK 1 AB< hs:=p—Fk1 =0,
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PLJ_BC<:>h6::(p—ll)(u—a)-l-(q—lg)v:O,
PM 1 CD < hy:=p—m1 =0,
PN 1 DA & hg:=(p—n1)(u—a)w+ (¢ —n2)v=0,

K,L, M, N lezi na kruznici se stfedem S = [s1,s2] < |KS| =
= |LS|A|LS| = |MS|A|MS|=|NS| <

hg = (k‘l — 81) (k2 - 52) (ll - 31) (l2 - 82) =0,

hio := (In = 51)° + (2 — 52)* — (M1 — 51)% — (M2 — 52)* = 0,

hi1 = (mq — 51)% + (m2 — s2)% — (n1 — 81)% — (N2 — $2)% = 0.

Eliminace proménnych k1, ko, l1, l2, m1, Mo, n1,no v systému hy =
ZO,hQZO,..., h11 =0 dava

Use R::=Q[a,u,v,k[1..2],1[1..2],m[1..2],n[1..2],

s[1..2],p,ql;
I:=Ideal(hl1,h2,h3,h4,h5,h6,h7,h8,h9,h10,h11);
Elim(k[1]..s[2],1);

rovnici
2 2 2., .2 _
vp® + 2(a — u)pg —vg® — avp + (u” + v —au)g=0. (2)

Jestlize u® —2au+v? # 0 potom (2) je rovnoosa hyperbola (obr. 5).
Jestlize

u? — 2au +v? =0, (3)

potom se (2) rozklad4 na dvé vzéjemné kolmé primky. Podminka
(3), spolecné s podminkami z = v a w = u — a, znamenaji, ze
|AB| = |BC| = |CD| = |DA|, a ¢tyithelnik ABCD je koso¢tverec
(obr. 7). Tento pfipad je snadné dokazat téz p¥imo. Pro bod P,
ktery lezi na thlopficce plati

|PK| - |PM| = |PL| - |PN].

Potom z véty o mocnosti bodu ke kruznici plyne, ze body K, L,
M, N lezi na kruznici.
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Obr. 7: Pokud je ABCD kosoc¢tverec, hledanou mnozinou bodu
jsou primky, na kterych lezi jeho tthlopficky

Obracené lze dokazat, ze pokud A # B, potom pro kazdy
bod P rovnoosé hyperboly (2) plati, ze body K, L, M, N lez
na kruznici. Hledanou mnozinou bodu je v pfipadé rovnobéznika
rovnoosa hyperbola ptip. dvojice vzajemné kolmych pfimek.

Pozndmka. Specialni pripad, kdy se rovnoosa hyperbola rozklada
na dvé riznobézky, pfikaz LocusEquation zatim nevyftesi.
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Abstract

The article is focused on investigation of geometric loci by the
program GeoGebra. It consists of two problems which illustrate
ability of current software to determine an unknown locus and
its equation in terms of given properties using the command Lo-
cusEquation. In both cases it is shown, how software arrives at
the searched locus.

In the second problem we demonstrate possibilities of doing
experiments and attain answers, which are hardly accessible with-
out computers not only to mathematicians, but also to others.

Jiri BlazZek

Pedagogickd fakulta JU v Ceskijch Budé&jovicich
Jerongmova 10

37001 Ceské Budéjovice

e-mail: blazej02@pf.jcu.cz

Pavel Pech

Pedagogickd fakulta JU v Ceskijch Budé&jovicich
Jerongmova 10

37001 Ceské Budéjovice

e-mail: pech@pf.jcu.cz



