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POZORUHODNÉ VLASTNOSTI 

KRUIIOVÉ INVERZE 

ALEŠ KOBZA 

15 

Při gy1nnaziální výuce se v geometrii obvykle věnuje pozor­

nost studiu shodných a podobných zobrazení . U zmíněných typů 

zobrazení studenty učíme například také platnost následujících 

vlastností. 

• Přímka se zobrazí na přímku.

• Kružnice se zobrazí na kružnici, přičemž střed kružnice, která

je při zobrazení vzorem se zobrazí do středu kružnice: která

je jejím obrazem.

Ve své učitelské praxi se při výuce těchto skutečností ze strany 

studentů zpravidla setkávám s reakcí, že to je samozřejmé, že tyto 

vlastnosti přece musí platit vždy. V t01nto článku ukážeme, že 

tomu tak být nen1usí. Kruhová inverze je totiž zobrazením, které 

má řadu pozoruhodných a pro studenty překvapivých vlastností. 

Jejich studiu a způsobu výkladu pro středoškol�ké studenty se 

bude věnovat následující text. Přestože se jedná o učivo na střední 

škole běžně neprobírané, budeme v dalšírn předµokládat „pouze 

běžné" gyn111aziální znalosti, jejichž aplikací veškeré níže uvedené 

vlastnosti odvodíme. Proto je uvedený přístup pro studenty do­

stupný. 

Definice a základní vlastnosti 

V rovině je dán bod S a dále kladné2 reálné číslo >.. Kruhovou 

inverzí se středen1 S a koeficientem >. rozumíme zobrazení, které 

2 Kruhovou inverzi lze uvažovat obecněji pro >. t- O, ale v tomto textu 
vystačíme s jednodušším případem >. > O. 
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kaž dému bodu X -=I=- S přiřadí bod XI , který leží na polopř ímce

sX, p ři čem ž

ISXI ·ISX /I == A. (1)

Všimněme si několika jednoduchých skutečností, které z uved ené
definice vyplývají.

1. Pro daný bod X -=I=- S je polopřírnka sX určena jednoznačně.
Protože z (1) vypočteme ISX II == AI ISXI , zn áme tím vzdálenost
bodu XI od bodu S, t akže poloha bodu XI je určena rovněž jed­
noznačně . Není tedy mo žn é, aby k něj akérnu vzoru X existovalo
více obrazů XI. To znamená, že kruhová inverze je skutečně zob­
razením, jak bylo v definici zmíněno.

y

Obr. 1: K základnírn vlastnostem

2. Každý bod, který leží na kružnici l ( S; VX) je samodružný

(tj. X == XI), neboť podle (1) pro všechny body kružnice l platí
ISXI == ISX/I == VX. Z (1) dále plyne následující fakt . Pokud
ISXI < VX, pak ISX /I > VX. A opačně. Jestliže ISXI > VX, pak
ISX/I < VX. Jinak řečeno. Když je X bodem z vnitřní oblasti
kružnice l, je jeho obraz XI bodem z vnější oblasti kružnice l.
Je-li naopak Y bodem z vnější oblasti kružnice l, je jeho obraz yl
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bodem z vnitřní oblasti této kružnice (viz obrázek) . Popsaná sku­
tečnost zdůvodňuje název studovaného zobrazení. Vnitř k kruhu
s hraniční kružnicí l totiž zobrazí do její vněj ší oblasti a "inv rzně"

k tornu vnější oblast kružni ce l zobrazí do její oblasti vnitřní.

Kruhová inverze je podle definice jednoznačně zadána stř dem S
a koeficientem A. Pro konstrukční úvahy je však vhodné si llvě­

domit, že jednoznačně je zadána též pomocí kružnice l Ci j ím ž
st ředem je bod S). Proto se kružnice l nazývá kružni cí kruhové
inverze. V dalším se tedy budeme zajímat o to, jak zobrazit bod
z vnitřní oblasti kružnice l a ve druh ém případě jak zobrazit bod
z vnější oblasti kružnice l.

Obr. 2: Zobrazení bodu z vnitřní oblasti

3. Zobrazíme-li bod X' znovu v téže kruhové inverzi , dostaneme
bod X", který splývá s původním vzorem X. To znamená , že slo­
žením týchž dvou kruhových inverzí získáme identitu. Učeně ří­

káme, že kruhová inverze je involutorním zobrazením. Tuto vlast­
nost má například středová či osová souměrnost, ale nemá ji však
posunutí.
4. Na příkladu konkrétní polohy bodů X a Z z vnitřní oblasti
kružnice kruhové inverze l (viz obrázek) si můžeme všimnout,
že kruhová inverze nezachovává délky (je evidentní, že IXZl i-
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-/= IX' Z'I), ani jejich poměry (IX Zl< IX' Z'I ale IX' Z'I > IX" Z"I ==
== IX Zl), takže kruhová inverze není ani shodným ani podobným 
zobrazenín1. Středoškolští studenti se patrně s příkladem takového 
zobrazení dosud nesetkali a už jen toto zjištění pro ně 111ůže být 
zajín1avé. 
5. Z doposud uvedeného je patrné, že dva různé vzory se vždy
zobrazí do dvou různých obrazů, takže kruhová inverze je pros­
tým zobrazením. Dále libovolný bod X' roviny s výji111kou bodu
S může být obrazen1 některého bodu X -/= S v uvažované kru-

�
hové inverzi. V z tah ( 1) totiž na polopřín1ce S X' existenci takového
bodu X zajišťuje. Dohrmnady to znamená, že kruhová inverze je
bijektivním zobrazením (1E2 - {S} ---t IE2 - {S}). Díky tomuto 
vzáje111ně jednoznačnérnu „spárování" bodů do dvojic, kdy jeden 
bod z této dvojice leží uvnitř kružnice l a druhý vně, 1nůžerne tvr­
dit� že bodů ve vnitřní oblasti kružnice l je ,,stejně n1noho" jako 
v její vnější oblasti, což je pro studenty další překvapivé a neče­
kané zjištění. 

6. Uvážíme-li polopří1nku SX a začneme-li po ní vzor X -/= S

posouvat směren1 k bodu S, bude se jeho obraz X' po této polo­
přín1ce od bodu S naopak vzdalovat. Má-li totiž výsledek součinu
ISXI · ISX'I zůstat konstantní, je jasné, že se při zn1enšení prv­
ního musí ten druhý zvětšit. Takto studentům 111ůže111e vysvětlit,
že bod S by se vlastně zobrazil do nekonečna a opačně nekonečně
vzdálený bod by se zobrazil do stř du kruhové inverze. Toto je
n1ožné studentů111 hezky demonstrovat pornocí vhodného oftware
(např. Cabri geometrie).

Zobrazení bodu z vnitřní oblasti kružnice 

kruhové inveze 

Uvažujme kružnici kruhové inverze l (S; r) � kde r == ✓X a bod 
X -/- S, pro který platí ISXI < r. Podle (l) má platit ISXj · 
· ISX'I == r2

. Konstrukci bodu X' tedy můžeme provést s využi­
tím Eukleidovy věty o odvěsně. Úsečka SX' 111á totiž být přeponou 
pravoúhlého trojúhelníku SX'T (TE l), přičemž zná111ý bod X je 
patou výšky z bodu T. Nejprve tedy najde1ne bod T v průsečíku 
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----------t 
kružnice l s kolmicí vedenou bodem X k polopří1nce SX'. (Po-
psané průsečíky existují dva, stačí však zvolit libovolný z nich.) 

� 
Hledaný bod X' pak leží v průsečíku polopřhnky SX' s kolmicí 
vedenou bodem T k úsečce ST. 

Zobrazení bodu z vnější oblasti kružnice 

kruhové inveze 

Uvažuj1ne kružnici kruhové inverze l (S; r), kde r = � a bod 
X takový, že 1sx1 > T. Opět má platit 1sx1. ISX'I = r2

' takže 
konstrukci bodu X' zase provedeme pomocí Eukleidovy věty o od­
věsně, pouze jinýn1 postupem. Tentokrát uvážíme pravnúhlý troj­
úhelník SXT (TE l) s přeponou SX. Hledaný bod X' pak n1á být 
patou výšky z bodu T. Bod T získáme jako průsečík Thaletovy 
kružnice nad průměrem S X a kružnice l. (Tyto průsečíky zase 
existují dva, opět stačí vybrat libovolný z nich.) Vedením koln1ice 
bode1n T k úsečce SX na ní sestrojíme bod X'. 

Obr. 3: Zobrazení bodu z vnější oblasti 

Tímto jsme tedy popsali, jak zobrazit bod X # S v jakékoliv 
poloze. Již v definici je uvedeno, že bod X' leží na polopřímce 
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sX.To znamen á, že každý bod přímky, která prochází bodem S,
se zobrazí do (obecně jiného) bodu téže přímky. Každá p ř ímka

procházející středem kruhové inverze je ted y slabě sam odru žná
a způsob j ejího zobrazení je t udíž triviální. Jak se však zobrazí
přímka, která bodem S neprochází?

Zobrazení přímky neprocházející středem
kruhové inveze

y

Obr. 4: Zobrazení přimky neprocházející st ředem kruhové inverze

Nechť je dána kružnice kruhové inverze l ( S; JX) a přímka p ta­

ková, že S tf:. p. Označme Y kolmý průmě t bodu S na přímku

p a Y' jeho obraz v uvažované kruhové inverzi. Dále uvažujme
libovolný bod X i= Y přímky p a jeho obraz X'. Dle (1) platí

ISXI· I,') }[ 'I == \SYI ·ISY' I <=>
ISXI
ISY'I

ISYI
ISX'I ·

(2)

Neboť dále I<}: X SYl == I<}:Y'SX'I, jsou trojúhelníky S ..tYY a SY'X'
podobné podle věty sus, což znamená, že odpovídající si úhly mají
stejné velikosti. Vzhledem k tomu, že úhel SYX je pravý, musí
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být pravý též úhel S'X'Y": Takže z bodu XI , kter ý neleží na po-
----+

lopřímce SYl, je úsečku SYl vidět pod pravým úhlem. Pro to bod
X I leží na Thaletově kružnici s pr ům ěrem Syl. Uveden' nej n
dokazuje, že obrazem přimky p je kružnice pl, ale též dáv á návod ,
jak ji zkonstruovat. Stačí k tornu zobrazit vhodný bod (tj. bod
Y), což jsme již vyložili, a sestrojit příslušnou Thalet.ovu kružnici.

V kruhové inverzi se tedy přímka neprocházejí cí středem kru­
hové inverze nezobrazí na přimku, jak byli studenti doposud zvyklí ,
ale zobrazí se na kružnici, o níž jsme dále zjistili , že prochází s tře­

dem kruhové inverze. Mám vyzkoušeno pomocí Cabri geometrie ,
že pro stude -nty bývá obzvlášť působivá demonstrace této skuteč­

nosti zejm éna v situaci, kdy necháni vzor pohybovat po p ř ímce

p, při čem ž se odpovídajícím zp ůsobem pohybuje jeho obraz po
kružnici pl. To také znamená , že v kruhové inverzi neexistují jiné
samodružné přímky než ty, které prochází jejím st ředem. Na tomto
místě tedy můžeme studentům již poměrn ě snadno zdůvodnit, že
ani kružnice se nemusi zobrazit na kružnici. Díky faktu, že kru­
hová inverze je bijektivním zobrazením, totiž platí též opačně , že
obrazem kružnice procházející středem kruhové inverze je vždy
přímka, která středem kruhové inverze neprochází. Zbývá nárn
tedy vysvětlit, jak se zobrazí kružnice neprocházející středem kru­
hové inverze.

Zobrazení kružnice neprocházející středem
kruhové inveze

Nechť je dána kružnice kruhové inverze 1 ( S; v'>:) a kružnice

m (Srn, r) taková, že S t/:. m. Označme P průsečík kružnice m
s úsečkou SSm, Q průsečík kružnice m s polopřímkou opačnou

k PS, pl a QI po řadě obrazy bodů P, Q v kruhové inverzi určené
kružnicí l. Uvažujme dále libovolný bod X kružnice m takový,
že P i:- X i:- Q a jeho obraz XI v uvažované kruhové inverzi.
Provedeme-li stejnou úvahu jako ve (2), ovšem s t.írn, Ž8 bod Y
nahradíme nejprve bodem P a jeho obraz Y I bodem }>I, odvo­
díme tak podobnost trojúhelníků SXP a SplX I (úhly '1-XSP
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a 1- plSX I jsou z ř ejm ě shodné ) podle věty sus . Proto platí

I1- SX PI == 11 SPIXI I· (3)

s

P'

Obr. 5: Zobrazení kružnice neprocházející středem kruhové
Inverze

Když ve (2) bod Y nahradíme bodern Q a jeho obraz }/I bodem QI ,
zjistíme vzhledem k evident n í shodnost í úhlů 1X seJ a 1- QISXI,
že podle věty sus jsou podobné t aké trojúhelníky SXQ a BQIXI,
takže

I1- SX QI == 11 SQI XI I·

Protože bod P je vnitřním bodem úsečky SQ , platí dále

(4)

I1- SX QI == 11 SX PI+ I1- PXQI ' p ři čem ž 11PX QI == 90 ° , (5)

neboť bod X leží na Thaletově kružnici nad průměrem .P Q . Uži­
tím známého tvrzení o rovnosti velikosti vnějšího úhlu 1- SQlXI
v t rojúheln íku QIXIpl a součtu velikostí odpovídajících dvou úhlů

vnitřních zjistíme, že

I1- SQIX /
I == I1-QIX'P'1 + I1- QIPIX /

I == 11 Q'X IP'I + I1- SP'X '1 .
(6)
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z (6) u žit.ím (4) a (3) dost áváme

Odtud již podle (5) vypo č teme

To ale znamená , že z bodu XI, který neleží na úsečce QI}:>I, t uto
úsečku vidíme pod pravým úhlem, takže bod X I leží 11'1 T ha­
letově kružnici m' nad průrn érem QIPl. Dokázali jS111e t edy, že
obrazem kružnice, kt erá neproch ází středem kruhové inverz , je
kružnice , která rovněž středem kruhové inver ze neprochází. Kdy­
bychom totiž připustili, že S E TnI, pak by dle vý še uvedeného
mčlo platit, že m == m" (m/ I

značí obraz kružnice TnI v uv a žované
kruhové inverzi), přičemž m ,1I by, jak víme , rnusela být př ímka,

zatímco m je kružnice, což by byl spor. Současně jsme provede­
ným d ůkazem rovněž dali návod, jak vlastní zobrazení kružnice m
pomocí nalezení obrazů bodů P a Q konstrukčně provést. Kruž­
ni ci m totiž nelze zobrazit p omocí zobraz ení jejího s tředu S1T~ ' j ak
jSOL studenti zvyklí při užití jiných zobrazení. Označme S:n ob­
raz středu Sm kružnice m . Všimnčme si skutečnost i, kter á j e na
obrázku j asně patrná, že bod S:n není středem kružnice Tn I . Přes­

t ože je tedy obrazem kružnice m kružnice ml, nezobrazí se při tom

střed S1T~ kružnice m do s tředu kružnice m ': Ta to skutečnost bývá
pro studenty rovněž překvapivá.

Existence samodružné kružnice

Uvažujme nyní kružnici k (S; T) a bod A takový, že 15"YAI > r .
Hledejme odpověď na otázku, je-li mo žné nají t kruhovou inverzi se
st ředem v bodě A takovou , aby v ní kružnice k byla samodru žu á,
tzn. aby se jakýkoliv bod X kružnice k zobrazil do bodu XI , který
je rovněž bodem kružnice k. K odpovědi se do staneme p ornocí
mocnosti bodu A ke kružnici k. J ejím u žitím dostáváme

kde T znaci dotykový bod libovolné tečny vedené bodem A ke
kru~nici k s kružnicí k. Uvážíme-ll tedy kružnici kruhové inverze
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l (A; lATI ), bude v ní kružnice k slabě samodružná. Ještě si mů­
žem e povšimnout. že S ~ l; což znamen á, že pro obraz S' středu

kružni ce S platí S' # S. To znam en á, že dokonce ani v sit uaci,
kdy je kružnice k sarnodružná , se její střed S nezobrazil do středu

kružnice k'.

Th

x

t-....-------t--------''='~ A

Obr. 6: Slabě sarnodružná kružnice v kruhové inverzi

Aplikační úloha

Vlastnosti kruhové inverze nejsou jen jakousi "hříčkou" , která po­
slouží pouze k vyvrácení několikamylných představ, které st udent i
často mají, ale lze ji využít k řešení řady úloh. Závěrem tedy ještě

rozebereme jednu z Apolloniových úloh, jejíž řešení by pro stře­

doškolské studenty bez zde uvedených poznatků nebylo dostupné.

Je dána kružnice k (O; T) a různé hody A a .B , které leží v její
vnější oblasti. Naší úlohou je sestrojit kružnici l, která se kružnice
k dotýká a přitom prochází body A a B.
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8 '

Obr. 7: K řešení úlohy

Uvažujme kruhovou inverzi se středem v bodě A (její koeficient
zvolime později). Hledaná kružnice l bodem A prochází , proto se
zobrazí na přímku, označme ji p. Kružnice k bodem A neprochází,
proto se zobrazí na kružnici, označme ji k' . Označme ještě B' ob­
raz bodu B v uvažované kruhové inverzi. Z předchozího víme, že
kruhovou inverzi lze zvolit tak, aby k == k', což bude pro konstrukci
pohodlné (ale není to nutné). Kružnice takové kruhové inverze je
v obrázku označena m, Protože kružnice k a l mají ze zadání je­
diný společný bod, musí mít také jejich obrazy k' == k a p' opět

jediný společný bod. Tím jsme ovšem řešený problérn převedli na
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úlohu, kdy je úkolem sestrojit tečny kružnice k vedené bodem
B', kterou umíme s využitím Thaletovy kružnice nad průměrem

OB' řešit. Dotykové body těchto tečen jsou označeny C~ a C~.

Dotykové body Cl a C2 kružnic k a l najdeme pomoci opětov­

ného zobrazení bodů C~ a C~ v kruhové inverzi. Body Cl a C2
-+ ---t

proto leží v průsečících polopřímek AC~ a AC~ s kružnicí k (rúz-
ných od bodů C~ a C~). Dokončení konstrukce, totiž sestrojení
kružnice procházející třemi r ůznými body, které už nyní známe,
je již zřejmé, Doplňme, že úloha má 0 -2 řešení podle toho , kolik
existuje tečen kružnice k vedených bodem B'.

Jak už bylo z předchozího textu patrné, dodávám, že při své vý­
uce se téma kruhové inverze snažím zařazovat. Samozřejm é v mí ře,

která zohledňujezaměřenídané třídy. Stále je pro mě přitom velmi
silným a krásným zážitkem, když si mohu všimnout, že to některé

studenty hodně zaujalo (snad i obohatilo) a že se mi tím podařilo

poodhalit jim jednu z mnoha krás a pozoruhodností matematiky.
Pokud se tedy rozhodnete některé z uvedených myšlenek do své
výuky také zahrnout , přeji v ám vnímavé studenty, jimž je oprav­
dová radost "něco" předávat.

Do výuky přitorn lze začlenit třeba jen některé výše prezento­
vané části. Několik uvedených problémů lze též student ům formu­
lovat jako úlohy a ve vybraných případech přitom dokonce není
potřeba hovořit o kruhové inverzi. Například úvahy o zobrazení
bodu z vnější či vnitřní oblasti kružnice l je mo žné využít jako
cvičení na aplikaci Eukleidových vět.
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ABSTRACT

The paper presents basic properties of circle projection. They are
described and proved. The article extends secondary school cur­
riculum but is still applicable for secondary school students and
their teachers. The theory is uscd in an application problem.


