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POZORUHODNE VLASTNOSTI
KRUHOVE INVERZE

ALES KoBza

Pii gymnazidlni vyuce se v geometrii obvykle vénuje pozor-
nost studiu shodnych a podobnych zobrazeni. U zminénych typt
zobrazeni studenty ucime napriklad také platnost nasledujicich
vlastnosti.

e Primka se zobrazi na primku.

e Kruznice se zobrazi na kruznici, pficemz stfed kruznice, ktera
je pri zobrazeni vzorem se zobrazi do stfedu kruznice. ktera
je jejim obrazem.

Ve své ucitelské praxi se pri vyuce téchto skutecnosti ze strany
studentli zpravidla setkdavain s reakci, ze to je samoziejmé, ze tyto
vlastnosti prece musi platit vzdy. V tomto ¢lanku ukazeme, ze
tomu tak byt nemusi. Kruhova inverze je totiz zobrazenim, které
ma rfadu pozoruhodnych a pro studenty prekvapivych vlastnosti.
Jejich studiu a zpusobu vykladu pro stfedoskolské studenty se
bude vénovat nasledujici text. Piestoze se jedna o uéivo na stredni
Skole bézné neprobirané, budeme v dalsiin predpokladat ,pouze
bézné“ gymnazialni znalosti, jejichz aplikaci veskeré nizc uvedené
vlastnosti odvodime. Proto je uvedeny pfistup pro studenty do-
stupny.

Definice a zakladni vlastnosti

V roviné je dan bod S a dale kladné? redlné &islo A. Kruhovou
inverzi se stfedem S a koeficientem A rozumime zobrazeni, které

2Kruhovou inverzi lze uvazovat obecnéji pro A # 0, ale v tomto textu
vystacime s jednodus$sim pripadem A > 0.
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kazdému bodu X # S prifadi bod X', ktery lezi na polopfimce
S—X) , pricemz
|1SX|-|SX'| = A. (1)

Vsimnéme si nékolika jednoduchych skutecnosti, které z uvedené
definice vyplyvaji.

1. Pro dany bod X # S je poloprimka S—X> urcena jednoznacne.
Protoze z (1) vypocteme |SX'| = A/ |SX]|, zndme tim vzdalenost
bodu X’ od bodu S, takze poloha bodu X’ je ur¢ena rovnéz jed-
noznacné. Neni tedy mozné, aby k néjakému vzoru X existovalo
vice obrazi X’. To znamena, Zze kruhova inverze je skute¢né zob-
razenim, jak bylo v definici zminéno.

Obr. 1: K zakladnim vlastnostem

2. Kazdy bod, ktery lezi na kruznici Z(S; \/):> je samodruzny

(tj. X = X’), nebot podle (1) pro vSechny body kruznice [ plati
ISX| = |SX’'| = V. Z (1) dale plyne nasledujici fakt. Pokud
|ISX| < VA, pak |SX’| > V. A opaéné. Jestlize |SX| > V), pak
|SX’| < V/A. Jinak feteno. Kdyz je X bodem z vnitini oblasti
kruznice [, je jeho obraz X’ bodem z vnéjsi oblasti kruznice (.
Je-li naopak Y bodem z vné&jsi oblasti kruZnice [, je jeho obraz Y’
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bodem z vnitini oblasti této kruznice (viz obrazek). Popsana sku-
teCnost zdivodnuje nazev studovaného zobrazeni. Vnitrek kruhu
s hrani¢ni kruznici [ totiz zobrazi do jeji vnéjsi oblasti a ,,inverzné*
k tomu vneéjsi oblast kruznice [ zobrazi do jeji oblasti vnitini.
Kruhova inverze je podle definice jednoznacné zadana stfedem S
a koeficientem A. Pro konstrukéni avahy je vsak vhodné si uve-
domit, Ze jednoznacné je zadana téz pomoci kruznice [ (jejimz
sttedem je bod S). Proto se kruznice | nazyva kruznici kruhové
inverze. V dalsim se tedy budeme zajimat o to, jak zobrazit bod
z vnitini oblasti kruznice [ a ve druhém pripadé jak zobrazit bod
z vnéjsi oblasti kruznice (.

-
A

Obr. 2: Zobrazeni bodu z vnitini oblasti

3. Zobrazime-li bod X’ znovu v téze kruhové inverzi, dostaneme
bod X, ktery splyva s ptivodnim vzorem X. To znamena, Ze slo-
zenim tychz dvou kruhovych inverzi ziskdme identitu. Ucené Fi-
kame, ze kruhova inverze je involutornim zobrazenim. Tuto vlast-
nost ma napftiklad stiedova ¢i osova soumérnost, ale nema ji vsak
posunuti. ‘

4. Na prikladu konkrétni polohy bodi X a Z z vnitini oblasti
kruznice kruhové inverze [ (viz obrazek) si mulzeme vSimnout,
ze kruhova inverze nezachovava délky (je evidentni, ze |X Z| #
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# |X'Z']), ani jejich poméry (| X Z| < |X'Z'| ale | X'Z'| > |X"Z"| =
= | X Z]), takze kruhova inverze neni ani shodnym ani podobnym
zobrazenim. Stfedoskolsti studenti se patrné s prikladem takového
zobrazeni dosud nesetkali a uz jen toto zjisténi pro né muze byt
zajimavé.

5. Z doposud uvedeného je patrné, ze dva riizné vzory se vzdy
zobrazi do dvou riznych obrazi, takze kruhova inverze je pros-
tym zobrazenim. Déle libovolny bod X'’ roviny s vyjimkou bodu
S muze byt obrazem nékterého bodu X # S v uvazované kru-

hové inverzi. Vztah (1) totiz na polopfimce 57 existenci takového
bodu X zajistuje. Dohromady to znamena, ze kruhova inverze je
bijektivnim zobrazenim (E, — {S} — E, — {S}). Diky tomuto
vzajemneé jednoznacuému ,sparovani‘ bodi do dvojic, kdy jeden
bod z této dvojice lezi uvnitf kruznice [ a druhy vné, mizeme tvr-
dit. ze bodu ve vnitini oblasti kruznice [ je ,stejné mnoho* jako
v jejl vnéjsi oblasti, coz je pro studenty dalsi prekvapivé a nece-
kané zjisténi.

6. Uvazime-li polopfimku S)?k a zacneme-li po ni vzor X # S
posouvat smérem k bodu S, bude se jeho obraz X' po této polo-
pifimce od bodu S naopak vzdalovat. Ma-li totiz vysledek soucinu
|SX| - |SX'| ztustat konstantni, je jasné, ze se pfi zmenseni prv-
niho musi ten druhy zvétsit. Takto studentiim muzeme vysvétlit,
ze bod S by se vlastné zobrazil do nekonecna a opacné nekonecne
vzdaleny bod by se zobrazil do stiedu kruhiové inverze. Toto je
mozné studenttin hezky demonstrovat pomoci vhodného software
(napi. Cabri geometrie).

Zobrazeni bodu z vnitrni oblasti kruznice
kruhové inveze

Uvazujme kruznici kruhové inverze 1 (S;r), kde r = v/A a bod
X # S, pro ktery plati |SX| < r. Podle (1) ma platit |SX]| -
- |SX’| = 7. Konstrukci bodu X’ tedy miizeme provést s vyuzi-
tim Eukleidovy véty o odvésné. Usecka SX’ ma totiz byt pfeponou
pravouhlého trojihelniku SX'I" (T € 1), pficemz znamy bod X je
patou vysky z bodu T'. Nejprve tedy najdeme bod T' v priseciku
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o
kruznice | s kolmici vedenou bodem X k polopfimce SX’. (Po-
psané pruseciky existuji dva, staci vSak zvolit libovolny z nich.)

—
Hledany bod X’ pak lezi v prise¢iku polopfimky SX’ s kolmici
vedenou bodem T' k usecce ST

Zobrazeni bodu z vnéjsi oblasti kruznice
kruhové inveze

Uvazujme kruznici kruhové inverze [ (S;r), kde r = VA a bod
X takovy, ze |SX| > r. Opét ma platit [SX |- |SX'| = r?, takze
konstrukci bodu X’ zase provedeme pomoci Eukleidovy véty o od-
vésné, pouze jinym postupem. Tentokrat uvazime pravoualily troj-
thelnik SXT (T € ) s pfeponou SX. Hledany bod X’ pak ma byt
patou vysky z bodu T'. Bod T ziskdme jako prusecik Thaletovy
kruznice nad primérem SX a kruznice [. (Tyto pruseciky zase
existuji dva, opét staci vybrat libovolny z nich.) Vedenim kolmice
bodem T k usefce SX na ni sestrojime bod X’.

Obr. 3: Zobrazeni bodu z vnéjsi oblasti

Timto jsme tedy popsali, jak zobrazit bod X # S v jakékoliv
poloze. Jiz v definici je uvedeno, ze bod X’ lezi na polopfinice
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5’? . To znamené, ze kazdy bod primky, kterd prochazi bodem S,
se zobrazi do (obecné jiného) bodu téze piimky. Kazda primka
prochazejici stfedem kruhové inverze je tedy slabé samodruzna
a zpusob jejiho zobrazeni je tudiz trivialni. Jak se vSak zobrazi
primka, ktera bodem S neprochazi?

Zobrazeni primky neprochazejici stredem
kruhové inveze

Obr. 4: Zobrazeni pfimky neprochézejici stfedem kruhové inverze

Necht je dana kruZnice kruhové inverze [ (S g \/X) a primka p ta-

kova, ze S ¢ p. Ozna¢me Y kolmy primeét bodu S na pfimku

p a Y’ jeho obraz v uvaZované kruhové inverzi. Dale uvazujme
libovolny bod X # Y pfimky p a jeho obraz X’. Dle (1) plati

|ISX|  |SY]|
|ISY!|  |SX'|°

1SX|- |SX’

= |SY] - |SY’| (2)
Nebot dale |$ X SY| = |[9Y’'SX’|, jsou trojihelniky SXY a SY'X’
podobné podle véty sus, coZ znamena, ze odpovidajici si thly maji
stejné velikosti. Vzhledem k tomu, Ze (thel SY X je pravy, musi
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byt pravy téz ihel SX'Y’. Takze z bodu X', ktery nelezi na po-
—y

lopfimce SY”, je usecku SY’ vidét pod pravym thlem. Proto bod

X' lezi na Thaletové kruznici s primérem SY’. Uvedené nejen

dokazuje, ze obrazem piimky p je kruznice p’, ale téz dava navod,

jak ji zkonstruovat. Staci k tomu zobrazit vhodny bod (tj. bod

Y'), coz jsme jiz vylozili, a sestrojit prislusnou Thaletovu kruznici.

V kruhové inverzi se tedy primka neprochéazejici sttedem kru-
hové inverze nezobrazi na ptimku, jak byli studenti doposud zvykli,
ale zobrazi se na kruznici, o niz jsme dale zjistili, ze prochazi stre-
dem kruhové inverze. Mam vyzkouseno pomoci Cabri geometrie,
ze pro studenty byva obzvlast pusobiva demonstrace této skutec-
nosti zejmeéna v situaci, kdy necham vzor pohybovat po piimce
p, pricemz se odpovidajicim zplsobem pohybuje jeho obraz po
kruznici p’. To také znamena, ze v kruhové inverzi neexistuji jiné
samodruzné piimky nez ty, které prochazi jejim stredem. Na tomto
misté tedy mizeme studentiim jiz pomérné snadno zdivodnit, ze
ani kruznice se nemusi zobrazit na kruznici. Diky faktu, ze kru-
hova inverze je bijektivnim zobrazenim, totiz plati téz opacné, ze
obrazem kruznice prochazejici stfedem kruhové inverze je vzdy
primka, kterda stifedem kruhové inverze neprochazi. Zbyva nam
tedy vysvétlit, jak se zobrazi kruznice neprochézejici stredem kru-
hové inverze.

Zobrazeni kruznice neprochazejici stredem
kruhové inveze

Necht je dana kruznice kruhové inverze Z(S; \/X) a kruznice

m (Sm,r) takova, ze S ¢ m. Oznacme P prusecik kruznice m
s useckou S5S,,, @ prusecik kruznice m s polopfimkou opac¢nou
k PS, P' a Q' po tadé obrazy bodi P, () v kruhové inverzi urcené
kruznici [. Uvazujme dale libovolny bod X kruznice m takovy,
ze P # X # @ a jeho obraz X’ v uvazované kruhové inverzi.
Provedeme-li stejnou tvahu jako ve (2), ovSem s tim, ze bod Y

nahradime nejprve bodem P a jeho obraz Y’ bodem PF’, odvo-
dime tak podobmnost trojihelniki SXP a SP'X’' (Ghly 4 XSP
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a 4 P'SX’ jsou zfejimé shodné) podle véty sus. Proto plati

[FSXP| = [FSP'X'| . (3)

Obr. 5: Zobrazeni kruznice neprochazejici stredem kruhové
inverze

Kdyz ve (2) bod Y nahradime bodem @) a jeho obraz Y’ bodem @',
zjistime vzhledem k evidentni shodnosti thld 4 XSQ a $Q'SX’,
ze podle véty sus jsou podobné také trojuhelniky SXQ a SQ'X’,
takze

[FSXQ| = [F5Q'X"] . (4)

Protoze bod P je vnitinim bodem usecky S@Q, plati dale

[ISXQ| = [FSXP|+|3PXQ

JPXQ|=90°, (5)

, pri¢emz

nebot bod X lezi na Thaletové kruznici nad prameérem PQ). UZi-
tim znamého tvrzeni o rovnosti velikosti vnéjsiho thlu 4.5Q" X’
v trojuhelniku Q' X' P’ a souc¢tu velikosti odpovidajicich dvou thli
vnitfnich zjistime, Ze

el e Rar Sl n s hera]
6
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Z (6) uzitim (4) a (3) dostavame

[FQ'X'P'| = |9SQ'X'| — [9SP'X'| = |[4SXQ| - [§SXP| .
Odtud jiz podle (5) vypocteme
SQ'X'P'| = |§SXP| + | PXQ| — [§SXP| = | PXQ| = 90°

To ale znamena, ze z bodu X', ktery nelezi na tsecce Q' P’, tuto
Usecku vidime pod pravym tuhlem, takze bod X’ lezi na Tha-
letové kruznici m’ nad pramérem QQ’P’. Dokazali jsme tedy, ze
obrazem kruznice, ktera neprochazi stfedem kruhové inverze, je
kruznice, ktera rovnéz stiedem kruhové inverze neprochazi. Kdy-
bychom totiz pfipustili, ze S € m/, pak by dle vyse uvedeného
melo platit, ze m = m” (m/' znaci obraz kruznice m’ v uvazované
kruhové inverzi), pficemz m’ by, jak vime, musela byt ptrimka,
zatimco m je kruznice, coz by byl spor. Soucasné jsme provede-
nym dikazem rovnéz dali navod, jak vlastni zobrazeni kruznice m
pomoci nalezeni obrazt bodi P a ) konstrukéné provést. Kruz-
nici m totiz nelze zobrazit pomoci zobrazeni jejiho stiedu S,,, jak
jsou studenti zvykli pfi uziti jinych zobrazeni. Oznacme S, ob-
raz sttedu S5, kruznice m. Vsimnéme si skutecnosti, ktera je na
obrazku jasné patrna, ze bod S, neni stfedem kruznice m’. Pres-
toze je tedy obrazem kruznice m kruznice m’, nezobrazi se pritom
stted S,, kruznice m do stfedu kruznice m’. Tato skutec¢nost byva
pro studenty rovnéz prekvapiva.

Existence samodruzné kruznice

Uvazujme nyni kruznici k(S;r) a bod A takovy, ze |SA| > r.
Hledejme odpovéd na otazku, je-li mozné najit kruhovou inverzi se
stfedem v bodé A takovou, aby v ni kruznice k£ byla samodruzna,
tzn. aby se jakykoliv bod X kruznice k zobrazil do bodu X', ktery
je rovnéz bodem kruznice k. K odpovédi se dostanenie pomoci
mocnosti bodu A ke kruznici k. Jejim uzitim dostavame

|AX|-|AX'] = |AT

2
)

kde T znaci dotykovy bod libovolné tecény vedené bodem A ke
kruznici k£ s kruznici £. Uvazime-li tedy kruznici kruhové inverze
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[ (A;|AT|), bude v ni kruznice k slabé samodruzna. Jesté si mi-
zeme povsimnout, ze S ¢ [, coz znamend, Ze pro obraz S’ stfedu
kruznice S plati S’ # S. To znamend, ze dokonce ani v situaci,
kdy je kruznice k£ samodruzna, se jeji stfed S nezobrazil do stredu
kruznice k’.

Th
K=k’

| x'- : A
N

Obr. 6: Slabé samodruzna kruznice v kruhové inverzi

Aplikac¢ni aloha

Vlastnosti kruhové inverze nejsou jen jakousi ,hrickou®, ktera po-
slouzi pouze k vyvraceni nékolika mylnych predstav, které studenti
Casto maji, ale lze ji vyuzit k feseni fady tloh. Zavérem tedy jesté
rozebereme jednu z Apolloniovych tloh, jejiz feSeni by pro stie-
doskolské studenty bez zde uvedenych poznatkl nebylo dostupné.

Je dana kruznice k (O;r) a rizné hody A a B, které lezi v jeji
vnéjsi oblasti. Nasi Gilohou je sestrojit kruznici [, ktera se kruznice
k dotyka a pritom prochéazi body A a B.
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i

> C1 /

c2 A

Y

Obr. 7: K feseni ulohy

Uvazujme kruhovou inverzi se sttedem v bodé A (jeji koeficient
zvolime pozdéji). Hledana kruznice | bodem A prochazi, proto se
zobrazi na primku, oznac¢me ji p. Kruznice k bodem A neprochéazi,
proto se zobrazi na kruznici, oznac¢me ji k’. Ozna¢me jesté B’ ob-
raz bodu B v uvazované kruhové inverzi. Z predchoziho vime, ze
kruhovou inverzi lze zvolit tak, aby k = k’, coz bude pro konstrukci
pohodIné (ale neni to nutné). Kruznice takové kruhové inverze je
v cbrazku oznacena m. Protoze kruznice k a [ maji ze zadani je-
diny spole¢ny bod, musi mit také jejich obrazy k' = k a p’ opét
jediny spolec¢ny bod. Tim jsme ovSem feseny problém prevedli na
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ulohu, kdy je ukolem sestrojit tecny kruznice k vedené bodem
B’, kterou umime s vyuzitim Thaletovy kruznice nad priumérem
OB’ fesit. Dotykové body téchto tecen jsou oznaceny C| a (.
Dotykové body C; a Cy kruznic k a [ najdeme pomoci opétov-
ného zobrazeni bodi C] a C; v kruhové inverzi. Body C; a Cy
proto lezi v priisecicich poloprimek A—Cz> a Z@} s kruznici k (riz-
nych od bodi C] a (7). Dokonceni konstrukce, totiz sestrojeni
kruznice prochézejici tfemi riznymi body, které uz nyni zname,
je jiz zfejmé. Doplnme, ze tloha méa 0 — 2 reseni podle toho, kolik
existuje tecen kruznice k vedenych bodem B’.

Jak uz bylo z predchoziho textu patrné, dodavam, ze pii své vy-
uce se téma kruhové inverze snazim zarazovat. Samoziejmé v mire,
ktera zohlediiuje zaméfeni dané t¥idy. Stale je pro mé pfitom velmi
silnym a krasnym zazitkem, kdyz si mohu vsimnout, ze to nékteré
studenty hodné zaujalo (snad i obohatilo) a ze se mi tim podaftilo
poodhalit jim jednu z mnoha kras a pozoruhodnosti matematiky.
Pokud se tedy rozhodnete nékteré z uvedenych myslenek do své
vyuky také zahrnout, preji vam vnimavé studenty, jimz je oprav-
dova radost ,néco* predavat.

Do vyuky pfitom lze zaclenit treba jen nékteré vyse prezento-
vané casti. Nékolik uvedenych problémi lze téz studentiim formu-
lovat jako tulohy a ve vybranych pripadech pritom dokonce neni
potifeba hovorit o kruhové inverzi. Napriklad ivahy o zobrazeni
bodu z vnéjsi ¢i vnitini oblasti kruznice [ je mozné vyuzit jako
cviceni na aplikaci Eukleidovych vét.

Mgr. Ales Kobza, Ph.D.
Gymnadzium, tr. Kpt. JaroSe 14, 658 70 Brno
e-mail: kobza@jaroska.cz

ABSTRACT

The paper presents basic properties of circle projection. They are
described and proved. The article extends secondary school cur-
riculum but is still applicable for secondary school students and
their teachers. The theory is used in an application problem.



