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SČíTÁNí KŘIVEK

ALENA ŠAROUNOVÁ

Ve škole máme nernnoho možnos ti nabídnout žá kům té ma, které
je zajímavé, dá se využít v různých ročnících a je založeno na "pá
trání" po výsledcích. Nevýhodou mnohý ch část í našich "školních
témat" je to, co se mi nelíbilo již při vl as tním st ud iu. V ma
tematických učebnicích jsou většinou (případně p o velrni krá tké
rnotivaci) IIváděny výsledky objevů matematiků (což je dobře),

ale zcela tam chybí to nejdůležitější pro rozvíj ení ma tem ati ckého
rnyšlen í .... totiž ,,j ak n a to přišli, jak se rodí nový p ozna t ek". V ím ,
že neni mo žné věnovat se z časových d ůvod ů více historii objev ů ,

nápad ům a chybám matematiků, o kterých se nikdy v mon ogra
fiích nepí šc . Přesto bychom mčli aspoň občas zavés t žáky "na po le
neorané'", aby mohli hledat , experimen tovat . vym ýšlet (a občas

zavrhovat) hypotézy, ke k terým dospěli.

N abizírn vám zajímavé a nryslirn , že i uži tečné t ém a , které
sice není výslovně obsaženo v našich učebnicích, ale v podhoubí
školské geometrie doutná už na ZŠ a navíc se m ů že krásně rozvi
nout v předmaturitních semin á řích č i na škole vysoké. Navíc má
z mého hlediska jedno velké I)LlJS. Donutí žáky vzít si do ruky
tužku a pokusit se o aspoň trochu slušný obrázek (lépe ř e čeno gra
fi cké znázornění zajímav ých funkcí) . Vyjdeme z nejj ednodušších
poznatk ů žáků základních škol.

V o čích žá ků je nejj eclnocluššírn po četním výkon em sčítání.

Krom ě aritmetiky se s nírn seznárnili i v geometrii. Dovedou gra
ficky sčítat úsečky a (snad ještě) úhly. (Zde velmi záleží na torn , jak
jsme úhel definovali") Ukažme si metodu grafického sčítání dvojic
křivek v rovině . Postup je velmi jednoduchý a v praxi se upla t
ňuje zejména při sčítání křivek experiment álních , tj . takov ých, pro
které neznáme početní vyjádření. Součtovou křivku zde ur číme

jen přibližně (podobně, j ako při odhadu průběhu grafu funkce ,
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kdy vycházíme rovněž ocl několika (rela.tivně) přesn é sestrojených
bod ů, jimiž prokládáme "přibližn)' tvar" hledané křivky). Ovšem
pokud známe početní vyjádření obou zadaných křivek, lze jejich
součet určit přesně - a mů žeme se dostat ke křivkám velmi zají
mavýrn. Některé z obrázk ů, které v textu uvádím, mohou sloužit
ž á kům přírno pro vlastní konstrukce, případně se snadno takové
zadání nakreslí na. r)C~. Čtvercové sít ě, které obrázky doplňuji, po
mohou částečně jako nápověda, č áste čn ě ke korekci nepřesností

žákovských konstrukcí .
První setkání se sčítánírn křivek lze provést buď na grafu dvou

lineárních funkcí (obr. 1) nebo na "praktické vodohospodářské

úloze" (viz obr . 2 práce dětí na letním táboře).

Grafické sčítání lineárních funkcí (obr. 1). Ve čtvercové síti
jsou zakresleny části lineárních funkcí k, I a lineární funkce T (kon

krétně: k: y == 2 - x, l: y == -1 + i ' T: y == 1 - i , ale pro "pá t rán í
po souvislostech" to není důležité). Na zs se m ůžeme ptát: Jsou
tyto tři p ř imky (grafy funkci ..... pokud už funkce probíráme) n ě čím

./ /? J . . . . V , k/I? V v d ě o /} I v 1/zajimave : e mezi nimi neja y vzt.a 1 . ra e ruznyc 1 ocpovec 1

(jsou navzájem různobě žné, žádná ncni vodorovná, mají společný

bod atd.) jistě najdeme takové, které nás spolu se čtvercovou sítí
přivedou k poznatku, že body na přímce T lze získat pornocí bodů
přímek k a l .

Obr. 1: Grafy lineárních funkcí k: l, r
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Na odhad vteřinových pr- ůtoků va ly v ř eč i š t i po 1 Sl u tok ,111

dvou potok ů z ú dajů pro tyto menší toky přijdou i ž /ci ZŠ. Mo
hou použí t pro zvolen)' čas b11(1' přímo grafické sečtení obou hodnot
(to je rychlé - a pro naše d al ší hled ání persp ektivn í) nebo zrn č

ři t jednotlivé hodnoty a sečíst je (z pr axe ve škole - pods tatn ě

ncpřesn ěj ší , ale teore ti cky dobré).
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Obr. 2: Odhad pr ů toku vody z pr ůb ěžný ch z áznam ů

automatick ých vodom ěr ů nad soutokem dvou ř íček

V obou případech šlo o s čítání "oricntovarl}Tch úseček" (na SŠ
hovo řme o vektorech) čl východiskem byl bod ležící n a ose ;E . Tento
postup rnůžeme zobecni t na grafické sčítání křivek (obr. 3).

Je dána přímka () (osa sčítání) a s ní různoběžná př ím ka s
(sméru sčítání). M áme-li sečíst křivky k a l , musírne nejprve zj is
tit, které přímky srněru s tyto křivky pro tnou. Na obrázku to jsou
všechny p ř ímky ležící v rovinnérn p ásu ohran i čen ém přírnkarni

.'3 a s'. J ednotlivé body součtové křivky T získ ám e na zvolených
přímkách tohoto pásu. Přímky, na ni ch ž body součtové křivky

r hledárne, je vhodné vés t i spole čnými průsečíky křivek A;, I či

průse číky křivek k, l s osou sčítání. Další přímky směru s volím e
tak, abychom vhodně "zahustili" řadu zakreslených bod ů hl edané
součtové křivky T.
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Obr . 3: Sčítání dvojice křivek k , l (vzhledem k ose o a sm ěru 8)

Součtern křivky k; s přímkou l rovnoběžnou s osou sč ítání

(obr. 4) je křivka. shodná s křivkou k a posunutá ve srnčru s č í

tání .

I
k

Obr. 4: Součet elipsy a. přírnky rovnob ěžné s osou sčítání

Mnohem zajímavéjši j e hledání součtové křivky kružnice k čl přím-

1 l o 1. v v , V' t ' , (ol .... ) Z i" čt " .(y ruznonezne s osou SCl aru o Jr. o i . ar ani ve C vercove síti

usnadní konstrukci jednotlivých bod ů i odhad tvaru součtovékřiv

ky. Zde je důležitá zkušenost s křivkami , které neprotnou zvole
nou přírnku směru s jen jednou. Na zs žáci přibližný tvar vý
sledné elipsy objeví (a pokud by kreslili v GeoGebře na obrazovce,
mohli by k potvrzení své hypotézy použí t pokyn " kuželosečka pě ti

body" , zadat body G, M', 11 a N ..... a. pátý bod myší umístit do
dalšího co nejpřesněji sestrojeného bodu) i v případě , že její ná
zev neznají (bohužel ze zkušenosti vím, že i někteří žáci nižších
ro čník ů SŠ o elipse nevědí nic).
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Obr. 5: Součtová křivka kružnice k a přímky 1

(2 " 1" II cl o d k' t" t . ." čk á haci zna 1 za <: a . II es rip .ivn i geome .r ie rozez n ají v usec ac
~~1N a CiH dvojici sdružených průměr ů elipsy a mohou te dy pří

padně použít Rytzovu konstrukci jejích os.)
Shrňrne zatírnní nenáročné výsl edky pátrání po vlastnostech

sčítaných křivek . ZDA se , že m ů žeme tvrdit (tedy vyslovme hy
potézy ..... ale na zs bych to tak neformulovala):

• Součtem dvou přímek ( rClznoběžných se srněrern sč ítání) je př ímka.

• Součtem kři vky s přírnkou rovnoběžnou s osou sčí tání je křivka

shodná s p ůvodní křivkou a posunutá ve srněru 8 .

• Sou čtem kružnice a přímky r ůznob ě žné s osou sčítán í (i jejím

sm ércm) je elipsa.

(Pokud studenti znají z hodin deskriptivní geometrie osovou
afinitu, mohou nalézt afinní vztah mez i touto kružnicí a elipsou .
Směr afinity je směrem sčítání, dvě (I) různé osy obou vyhovují
cích afinit lze najít snadno pomocí bod ů dotyku kružnice a elipsy
se spole čnými te čnami a dalšími body ležícími např. na spojn ici
středů obou kuželoscček .)
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V ma tem ati cký ch sem inář ích mů žeme dál e studo vat součtové

křivky dvojice kružnic . V těchto p řípadech získáváme ve lmi za
j ímavé křivky, na nichž lze demonstrovat i některé d ůle žité vóty
"vyšš í geometrie" .

Na obr. 6 je zadán í přípravné úlohy: Sestroj te součtovou

křivku kru žnicových oblouk ů (polokružnic) C ilD a El\/1~1 pro osu
sčítání () a směr sčítání S'V .

u

' 0
v

...... .. ... · ·· ··········· ·· k . ··· ··

' S'
......~ ..... ...... ....• /

. .,. .........~._--- . I
' K:

.- ; "

:C L: O._ --:-._-_ .•._ __ _ _.._.,..........•-- _ .

Obr. 6: Zadání přípravné úlohy ····· součet dvou polokružni c

Výslednou křivkou je v tomto případě polovina elips y s hlav
nírn vrcholem na přímce S'll a vedlejšími vr choly na ose o. (Tento
poznatek není nutný k dalšímu "experinlentálnínlu hledání" v ná
sledující úloze, ale bude d ůle žitý , bude-li nás později zajíma t stu
peň součtové algebraické křivky.) Nyní m ů žeme už hl ed a t souč

t ovou křivku dvou kružni c (obr. 7).

J sou dány dvě shodné kružnice se středy K , L. Osa. sčí tání pro
chází jejich společnými body, směr sčítání je kolrný k té to ose. J e

vhodné upozornit na bod S', střed sourn ěrnosti "celého zadání" .
Díky této sourněrnosti bude i hledaná v ýsledná křivka středově

souměrnápodle bodu S" a osově souměrn á podle osy sčí tání i přím
ky S'L , což nám usnadní práci. Rovněž odtud plyne d ůle žitý dů

sledek: Pokud je dvojice bodů, kter é na zvolen é p ř ím ce směru

sčítání právě s čítáme , souměrná podle osy sčítání, je výsledkem
bod, který na této ose leží. Všimn ěte si , že každý bod úsečky

X17 na ose o krom č jejích krajních bod ů je sou č tem bodů ležících
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Obr. 7: Konstrukce bodů součtové křivky dvou kružnic
a výsledná součtová křivka.

na polokružnic ich, které protínají osu sčítání, ale zároveň i souč

tem bodů ležících na zbývajících polokružnicích. Součtová. křivka

se tedy skládá z jedné elipsy a jedné "dvojn ásobné\\ úsečky ~Y" .}/.

Na obr. 8 vidíme tři r ůzné polohy dvojice protínajících se sh od
ných kružnic . Pokud změníme vzdálenost jejich středů , změní se
i výsledná součtová křivka. Pro další úlohu si vybereme případ ,

kdy je tato vzdálenost rovna poloměru oball kružnic.

•

•

•

Obr . 8: Různé polohy dvojice shodných protínajících se kružnic
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Tentokrá t zvol íme za osu sčítán í p římku, kt erá pro ch ází středy

1(, .L daných kružnic (obr. 9 ..... zadání ú'lohy ) . Směr sčítán í je
opět kolm ý k ose o. Kreslit celé kružnice ncni nutné , protože body
součtové křivky nemohou ležet vně rovinného pásu ohraničeného

přímkami ()D a E F .

L

: s

F

o

Obr. 9: Zadání úlohy - součtová křivka. dvojice kružnic

Součtová křivka má tvar "osmičky" ("souč:tová lemni sk áta" )
soum ěrn é podle dvou navzájem kolmých os i středu , která pro-
1 ~ ~ 1 1 C D E F P ~ v · ~ I t v cl v ~C 1aZl )o( O'i .I , , ..'.J a ..~ . .. O'IflOCl ctvercove Sl e sna no urClme

její vrcholy. NCl dalších přímkách směru sčítání vš ak leží celkem
čtyři body zadaných kružnic . Je proto třeba ses t rojovat dal ší body
součtové křivky velmi pozorné. (Pro získání dalších bodů hledané
křivky doporučuji "zahust it " síť přírnck směru s čitání.) Na obr. 10
je (pro kontrolu) hledaná lemniskáta nakreslená po čítačem do
č tvercové sítě.

.•.. ~ .., .

Obr. 10: Součtová křivka dvou kružnic
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Součtové křivky z posledních dvou úloh mají zajímavé vlastnosti .
První je ukázkou "křivky, která se rozpadla na dvě nesou rodé
části", na druhé leží dvojnásobný uzlový bod /3 . S tčmito případy

se ve škole studenti běžně nesetkávají.
Až potud nebylo řešení úloh obtížné, nevyžadovalo rnnoho

znalostí - a přesto vedlo k ne čekaným v ý sledk ů m. V materna
tickém semináři m ů žeme postoupit ještě o krok dále, budeme-li
definovat algebraické křivky a stupeň algebraické křivky. Vr át íme
li se k v ýsledkům prvních úloh , kd e se sčí taly přírnky (křivky

1. stupně) a kružnice (křivka 2. stupně) a dospěli jsrne k elipse
(křivka. 2. stupně), mů žeme usoudit (vyslovit hypotézu) , že sou č

tem dvou algebraických křivek k ; l s tup ň ů 'ln , n je algebraická
křivka r stupně mii. Algebraickými křivkami se ale obecněji za
bývají někteří studenti až na vysokých školách .

Kromě právě popsaného typu sčítání křivek se občas používá
i tzv . "poloviční součet křivek" (obr. ll), při kterém hled ám e na.
jednotlivých přímkách směru sčítání v podstatě aritmetický pr ů 

měr, tedy střed úsečky omezen é pr ůse číky zvolené přírnky směru

s ob ěma s čítanými křivkami.

...•....? ;:.

....... .;: .

.. ·I .... ······· ·?..····· ....~ .... ...........~ ~- . . . ' - .

q

k

o :

Obr. ll: Křivka q je polovičním součtcrn křivek k, l
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V tomto případě vlastně OSll sčítání ncpotřcbujemc, stačí za-
l kř k kl Y v',,, I "1 hl dé ". . v 1 v "c at .'T IV ~y /' a . a srner SCl tam ..... cae .e - ame uz Jen strec y pri-

slušných úseček. Takto lze snadno sestrojit např. "snížen)' oblouk
nad oknem" (tedy rnísto p ůlkružnice polovinu elipsy) polovičním

součtem polokružnice nad vodorovnou osou a touto osou (obr . 12) .

O b r. 12: Poloviční součet oblouku kružnice a jejího pr ůměru pro
směr kolm ý k prům ěru

V knihách starých architektů (17 .:···-1 9. stolet í) najdeme řadu

návodn ých obrázků, jak konstruovat pomocí sčítání křivek a dal

ších grafických metod určité stavební prvky. Je škoda, že včt šina

ob r azového materiá lu z n ich už díky "zubu času" není vhodná k re
produkc i na tornto místě. Ukažme si alespoň dva r ůzné zp ůsoby

řešení oblouku podp írajícího schodiště. Tento oblouk (tzv. ko
bylí hlava ..... v iz obr . 13) vzn iká bud' kombinací dvou oblouk ů

w

U...-----.M

v
U~----+----.Z

O b r. 13 : Návody ke konstrukcírn kobylí hlavy
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kružnic o různém poloměru , nebo jako součtová křivka p ů lkru ž 

nice a úse čky. Právě te nto druhý způsob je graficky popisován
v historických spisech pro arch itekty. Výsledný oblouk m á tvar
poloviny elipsy (což vlastně st avitelé ani nernu seli "vědět" - prak
ti cké konstrukce je často dovedl y k zajímavým apl ikacím geornet
rie, aniž by si t o uvědomovali). jak už v ím e z předchozích úloh.

Myšlenku sčítání přímek v rovin ě lze zobecnit na sčítání ploch
v prostoru. .Ie zajímavé, že i tuto metodu v praxi používali sta
vitelé mnohem dříve, než byla pops ána, Obecně je architektura
zdrojern mnoha myšlenek, které silně přispěly k rozvoji geometrie
(ovšern platí to i obráceně - zejména v současné dob č ).

Na závěr uvádím jeden letitý rys (obr. 14). V pravoúhlé axo
nometrii zobrazuje anuloid (tzv. axoid , vznikající ro t ací kružni ce ,
která leží v rovině osy rotace a dotýká se jí) a součtovou plochu to
hoto axoidu s přírnýrn šrou b ov ým konoidern. (Vodo rovné pr ů m ěry

kružnic součtové plochy si rnůžete představit j ako hrany točitého

schodišt ě.) Každá kružnice této součtové plochy je "povytažena"
rovnoběžně s osou rotace (srněr sčítání) a její s třed leží na, lehce
vyznačené šroubovici ovíjející tuto přímku. Všimně te si , že i bez
počítače lze vytvořit názorné a krásné obrazy. (Na IvIFF postupně

vznikne jakýsi archiv takových " rukodělných" prací , skenů krás
ných rysů studentů z 19. i 20. století. Věřím, že potěší i vaš e oko.
Na rozdíl od obrazil kreslených geometrick ými programy jsou tyto
rysy poněkud méně "přesné" (i když i "počítač mnohdy švind luje
a kreslí přibližně"), ale ty opravdu dobré rysy v sobě mají cosi
jedinečného jako zajímavý rukopis.

(Omlouvám se č ten á ř ům za. poněkud "lidový jazyk" t ohoto
článku, ale vím, že ne všichni lidé včetně našich student ů m ají
rádi geometrii. Mnozí z nich mnohou porozumět obrázkům i bez
odborné terminologie - a možná někteří z nich pak SV1\j vztah
k této disciplině změní.)
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axota u

a přťméha sroubévi-hc

kanoltÍu
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Obr. 14: Součtová plocha axoidu s přírnýrn šroubovým konoidem
(rys posluchačky)
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Addition ol' curves yields an intercsting possibility for geometrie
experiments at basic and secondary schools. Addition of curves
and surfaces is a, tool used in architecture.

The article presents sorne problems with solutions which can
be used at the primary and secondary schoo1s and which a llow for
pupils' experirnenting and making hypotheses.


