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SCITANI KRIVEK

ALENA SAROUNOVA

Ve skole mame nemnoho moznosti nabidnout zaktun téma, které
je zajimavé, d& se vyuzit v riiznych ro¢nicich a je zalozeno na ,,pa-
trani“ po vysledcich. Nevyhodou mnohych ¢asti nasich ,Skolnich
témat®“ je to, co se mi nelibilo jiz pfi vlastnim studiu. V ma-
tematickych ucebnicich jsou vétsinou (pfipadné po velmi kratké
motivaci) uvadény vysledky objevii matematiki (coz je dobfe),
ale zcela tam chybi to nejdilezitéjsi pro rozvijeni matematického
mysleni - totiz ,,jak na to prisli, jak se rodi novy poznatek*. Vim,
ze neni mozné vénovat se z ¢asovych divodil vice historii objevii,
napadim a chybam matematiki, o kterych se nikdy v monogra-
‘fiich nepiSe. Piesto bychom méli aspoii obé¢as zavést zaky ,na pole
neorané”, aby mohli hledat, experimentovat, vymyslet (a obcas
zavrhovat) hypotézy, ke kterym dospéli.

Nabizim vam zajimavé a myslim, ze i uziteéné téma, kterd
sice neni vyslovné obsazeno v nasich ucebnicich, ale v podhoubi
Skolské geometrie doutna uz na ZS a navic se mize krasné rozvi-
nout v predmaturitnich seminarich ¢i na Skole vysoké. Navic ma
z meého hlediska jedno velké PLUS. Donuti zaky vzit si do ruky
tuzku a pokusit se o aspon trochu slusny obrazek (Iépe receno gra-
fické zndzornéni zajimavych funkci). Vyjdeme z nejjednodussich
poznatkt zakn zakladnich skol.

V ocich zakt je nejjednodussim pocetnim vykonem scéitani.
Kromé aritmetiky se s nim seznamili i v geometrii. Dovedou gra-
ficky scitat isecky a (snad jesté) uhly. (Zde velmi zalezi na tom, jak
jsme uhel definovali!) UkaZzme si metodu grafického s¢itani dvojic
ktrivek v roviné. Postup je velmi jednoduchy a v praxi se uplat-
nuje zejména pri s¢itani kiivek experimentalnich, tj. takovych, pro
které nezname pocetni vyjadreni. Souctovou krivku zde urcime
jen priblizné (podobné, jako pfi odhadu pribéhu grafu funkce,
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kdy vychdazime rovnéz od nékolika (relativné) presné sestrojenych
bod1, jimiz prokldddme ,pfiblizny tvar hledané kfivky). Ovsem
pokud zname pocetni vyjadreni obou zadanych krivek, lze jejich
soucet urcit presné — a muzeme se dostat ke krivkam velmi zaji-
mavym. Nékteré z obrazki, které v textu uvaddim, mohou slouzit
zaktim primo pro vlastni konstrukce, pripadné se snadno takové
zadani nakresli na PC. Ctvercové sité, které obrazky dopliuji, po-
mohou ¢astecné jako napovéda, Castecné ke korekci nepiesnosti
zékovskych konstrukei.

Prvni setkani se s¢itanim krivek lze provést bud na grafu dvou
linedrnich funkei (obr. 1) nebo na ,praktické vodohospodarské
tloze® (viz obr. 2 - préce déti na letnim tabore).

Grafické scitani linearnich funkci (obr. 1). Ve ¢tvercové siti
jsou zakresleny ¢ésti linedarnich funkei &, [ a linedrni funkce r (kon-
krétné: k: y=2-—zxz,ly=~-1+5% ,ry=1- 3, ale pro ,patrani
po souvislostech” to neni dillezité). Na ZS se mfizeme ptat: Jsou
tyto tii pFimky (grafy funkei - pokud uz funkce probirdme) nécim
zajimavé? Je mezi nimi néjaky vztah? V tadé riiznych odpovedi
(jsou navzijem ruznobézné, zddna neni vodorovnd, maji spoletny
bod atd.) jisté najdeme takové, které nas spolu se ¢tvercovou siti
privedou k poznatku, Ze body na primce r lze ziskat pomoci bodu
primek & a [.

Obr. 1: Grafy linedrnich funkci &, [, 7
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Na odhad vterinovych prutoku vody v recisti pod soutokem
dvou potoktl z tidajii pro tyto mensi toky prijdou i zaci ZS. Mo-
hou pouzit pro zvoleny ¢as bud pfimo grafické secteni obou hodnot
(to je rychlé — a pro nase dalsi hleddni perspektivni) nebo zmé-
Iit jednotlivé hodnoty a secist je (z praxe ve skole — podstatné
nepresnéjsi, ale teoreticky dobré).
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Obr. 2: Odhad pratoku vody z pribéznych zaznamu
automatickych vodoméri nad soutokem dvou ricek

V obou piipadech §lo o séitani ,orientovanych tseéek” (na SS
hovofme o vektorech) a vychodiskem byl bod lezici na ose x. Tento
postup miuzeme zobecnit na grafické sc¢itani krivek (obr. 3).

Je dana primka o (osa sCitdni) a s ni rtznobéZna primka s
(smeéru séitani). Méaine-li secist kiivky £ a [, musime nejprve zjis-
tit, které primky sméru s tyto kfivky protnou. Na obrazku to jsou
vSechny primky lezici v rovinném péasu ohraniceném primkami
s a s'. Jednotlivé body soucétové kiivky r ziskdme na zvolenych
pfimkéch tohoto pasu. Pfimky, na nichz body souctové kiivky
r hledame, je vhodné vést i spoleénymi priseciky krivek k, [ ¢i
pruseciky krivek k, [ s osou scitani. Dalsi primky sméru s volime
tak, abychom vhodné ,zahustili“ fadu zakreslenych bodl hledané
souctové krivky r.
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Obr. 3: S¢itani dvojice krivek &, [ (vzhledem k ose 0 a sméru s)

Sou¢tem krivky k& s primkou [ rovnobéznou s osou séitani
(obr. 4) je kfivka shodnd s kfivkou k& a posunutd ve sméru sci-
tani.
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Obr. 4: Soucet elipsy a pfimky rovnobézné s osou séitani

Mnohem zajimavéjsi je hledani souctové krivky kruznice k a prim-
ky [ riznobézné s osou scitani (obr. 5). Zaddni ve Ctvercové siti
usnadni konstrukei jednotlivych bodi i odhad tvaru souctové kiiv-
ky. Zde je dulezitd zkuSenost s kiivkami, které neprotnou zvole-
nou piimku sméru s jen jednou. Na ZS Zaci pfiblizny tvar vy-
sledné elipsy objevi (a pokud by kreslili v GeoGebie na obrazovce,
mohli by k potvrzeni své hypotézy pouzit pokyn , kuzelosecka péti
body*, zadat body &, M, H a N - a paty bod mysi umistit do
dalsiho co nejpresnéji sestrojeného bodu) i v pripadé, ze jeji na-
zev neznaji (bohuzel ze zkuSenosti vim, ze i nékteri zaci nizsich
ro¢nikt SS o elipse nevédi nic).
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T:

Obr. 5: Souctova kfivka kruznice k a primky |

(Zéci znali zaklad@ deskriptivni geometrie rozeznaji v tiseckach
MN a GGH dvojici sdruzenych primeéri elipsy a mohou tedy pri-
padné pouzit Rytzovu konstrukei jejich o0s.)

Shriime zatimni nenarocné vysledky patrani po vlastnostech
s¢itanych kiivek. ZDA se, ze mizeme tvrdit (tedy vyslovme hy-
potézy - ale na ZS bych to tak neformulovala):

e Souctem dvou piimek (rtznobéznych se smérem s¢itani) je primka.

e Souctem kiivky s pfimkou rovrnobéznou s osou s¢itani je kfivka
shodna s ptvodni kfivkou a posunutad ve sméru s.

e Souctem kruznice a pfimky riiznobézné s osou séitani (i jejim
smérem) je elipsa.

(Pokud studenti znaji z hodin deskriptivni geometrie osovou
afinitu, mohou nalézt afinni vztah mezi touto kruznici a elipsou.
Smér afinity je smérem séitani, dvé (!) rizné osy obou vyhovuji-
cich afinit Ize najit snadno pomoci bodi dotyku kruznice a elipsy
se spoleCnymi teénami a dalsimi body lezicimi napf. na spojnici
sttedt obou kuzelosecek.)
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V matematickych seminéaiich mtizeme dale studovat souctové
kiivky dvojice kruznic. V téchto pfipadech ziskavame velmi za-
jimavé krivky, na nichz lze demonstrovat i nékteré dulezité véty
,VYySS1 geometrie®.

Na obr. 6 je zadani pripravné ulohy: Sestrojte souctovou
kiivku kruznicovych obloukt (polokruznic) CUD a E'V I pro osu
séitani o a smér séitani SV.

Obr. 6: Zadani pripravné ulohy - soucet dvou polokruznic

Vyslednou kfivkou je v tomto pripadé polovina elipsy s hlav-
nim vrcholem na pfimce SV a vedlejsimi vrcholy na ose o. (Tento
poznatek neni nutny k dalsimu ,,experimentialnimu hledani* v na-
sledujici tloze, ale bude dtlezity, bude-li nds pozdéji zajimat stu-
pen souctové algebraické kfivky.) Nynl miZeme uz hledat souc-
tovou krivku dvou kruznic (obr. 7).

Jsou dany dvé shodné kruznice se stredy K , L. Osa s¢itani pro-
chézi jejich spolenymi body, smér s¢itani je kolmy k této ose. Je
vhodné upozornit na bod 5, stfed soumérnosti ,celého zadani®.
Diky této soumérnosti bude i hledana vysledna kfivka stfedové
soumérna podle bodu S a osové soumeérna podle osy s¢itani i prim-
ky SL, coZz ndm usnadni praci. Rovnéz odtud plyne dulezity di-
sledek: Pokud je dvojice bodi, které na zvolené prfimce sméru
sCitani pravé sc¢itame, soumérnd podle osy scéiténi, je vysledkem
bod, ktery na této ose lezi. VSimndéte si, ze kazdy bod usecky
XY na ose o kromé jejich krajnich bodt je souc¢tem bodu lezicich
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Obr. 7: Konstrukce bodl soucétové krivky dvou kruznic
a vysledna souctova krivka.

na polokruznicich, které protinaji osu sc¢itani, ale zaroven i souc-
tem bodu lezicich na zbyvajicich polokruznicich. Souctova krivka
se tedy sklada z jedné elipsy a jedné ,dvojnasobné® usecky XY.

Na obr. 8 vidime t¥i riizné polohy dvojice protinajicich se shod-
nych kruznic. Pokud zménime vzdalenost jejich stfedii, zméni se
i vysledna souctova krivka. Pro dalsi lohu si vybereme pripad,
kdy je tato vzdalenost rovna poloméru obou kruznic.

SlelS

Obr. 8: Rizné polohy dvojice shodnych protinajicich se kruznic
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Tentokrat zvolime za osu s¢itani primku, ktera prochazi stredy
K, L danych kruznic (obr. 9 - zadani tlohy). Smér sc¢itani je
opét kolmy k ose o. Kreslit celé kruznice neni nutné, protoze body

souctové krivky nemohou lezet vné rovinného pasu ohranic¢eného
primkami CD a FF.

C

E
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Obr. 9: Zadani Glohy — souctova kiivka dvojice kruznic

Souctova krivka ma tvar ,osmicky“ (,souctova lemniskata™)
soumérné podle dvou navzajem kolmych os i stredu, kterd pro-
chazi body C, D, F a F. Pomoci ¢tvercové sité snadno urcime
jeji vrcholy. Na dalsich primkach sméru scitani vsak lezi celkem
¢tyri body zadanych kruznic. Je proto tfeba sestrojovat dalsi body
souctové kfivky velmi pozorné. (Pro ziskani dalSich bodi hledané
kfivky doporucuji ,zahustit® sit pfimek sméru s¢itani.) Na obr. 10
je (pro kontrolu) hledand lemniskata nakreslena pocitacem do
Ctvercové sité.

Obr. 10: Souctova kiivka dvou kruzZnic
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Souctové ktivky z poslednich dvou tiloh maji zajimavé vlastnosti.
Prvni je ukédzkou ,kfivky, kterd se rozpadla na dvé nesourodé
¢asti”, na druhé lezi dvojnasobny uzlovy bod S. S témito pripady
se ve Skole studenti bézné nesetkavaji.

Az potud nebylo feSeni uloh obtizné, nevyzadovalo mnoho
znalosti — a presto vedlo k necekanym vysledkim. V matema-
tickém semindri mizeme postoupit je$té o krok dale, budeme-li
definovat algebraické kfivky a stupen algebraické krivky. Vratime-
li se k vysledkm prvnich uloh, kde se scitaly pfimky (ktivky
1. stupné) a kruznice (kfivka 2. stupné) a dospéli jsme k elipse
(kfivka 2. stupné), mizeme usoudit (vyslovit hypotézu), ze souc-
tem dvou algebraickych krivek k, [ stupna m, n je algebraicka
kiivka r stupné mn. Algebraickymi kfivkami se ale obecnéji za-
byvaji nékteri studenti az na vysokych skolach.

Kromeé pravé popsaného typu s¢itani kfivek se obcas pouziva
1 tzv. ,poloviéni soucet krivek® (obr. 11), pfi kterém hledame na
jednotlivych prfimkach sméru séitani v podstaté aritmeticky pri-
mér, tedy stfed usecky omezené priseciky zvolené primky sméru
s obéma s¢itanymi kiivkami.

Obr. 11: Kfivka ¢ je polovi¢nim souc¢tem krivek &, [
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V tomto pripadé vlastné osu sc¢itani nepotfebujeme, staci za-
dat krivky k a [ a smér sc¢itani - dale hleddme uz jen stfedy pri-
slusnych usecek. Takto 1ze snadno sestrojit napt. ,snizeny oblouk
nad oknem* (tedy misto ptlilkruznice polovinu elipsy) polovi¢nim
souctem polokruznice nad vodorovnou osou a touto osou (obr. 12).

Obr. 12: Poloviéni soucet oblouku kruznice a jejiho pruméru pro
smér kolmy k primeéru

V knihach starych architektd (17.-19. stoleti) najdeme fadu
navodnych obrazki, jak konstruovat pomoci séitani krivek a dal-
sich grafickych metod urcité stavebni prvky. Je skoda, ze vétsina
obrazového materidlu z nich uz diky ,zubu ¢asu* neni vhodnda k re-
produkci na tomto misté. Ukazme si alespon dva ruzné zpusoby
reseni oblouku podpirajiciho schodisté. Tento oblouk (tzv. ko-
byli hlava - viz obr. 13) vznikd bud kombinaci dvou oblouka

w

Obr. 13: Navody ke konstrukcim kobyli hlavy
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kruznic o rizném poloméru, nebo jako souctova krivka pilkruz-
nice a usecky. Pravé tento druhy zpusob je graficky popisovin
v historickych spisech pro architekty. Vysledny oblouk mé tvar
poloviny elipsy (coz vlastné stavitelé ani nemuseli ,,védét® — prak-
tické konstrukce je ¢asto dovedly k zajimavym aplikacim geomet-
rie, aniz by si to uvédomovali), jak uz vime z predchozich tloh.

Myslenku s¢itani pfimek v roviné lze zobecnit na s¢itani ploch
v prostoru. Je zajimavé, Ze i tuto metodu v praxi pouzivali sta-
vitelé mnohem dfive, nez byla popsdna. Obecné je architektura
zdrojem mnoha myslenek, které silné prispély k rozvoji geometrie
(ovSem plati to i obracené — zejména v soucasné dobé).

Na zavér uvadim jeden letity rys (obr. 14). V pravouhlé axo-
nometrii zobrazuje anuloid (tzv. axoid, vznikajici rotaci kruznice,
kterd lezi v roviné osy rotace a dotyka se ji) a souctovou plochu to-
hoto axoidu s primym sroubovym konoidem. (Vodorovné primdéry
kruznic souctové plochy si muzete predstavit jako hrany tocitého
schodiste.) Kazda kruznice této souctové plochy je ,povytazena
roviobézné s osou rotace (smér s¢itani) a jeji stied lezi na lehce
vyznacené sroubovici ovijejici tuto primku. Vsimnéte si, Ze i bez
pocditace lze vytvorit ndzorné a krasné obrazy. (Na MFF postupné
vznikne jakysi archiv takovych ,rukodélnych“ praci, skent kras-
nych ryst studenta z 19. i 20. stoleti. Vérim, Ze potési i vase oko.
Na rozdil od obrazii kreslenych geometrickymi programy jsou tyto
rysy ponékud méné ,presné® (i kdyz i ,pocita¢ mnohdy $vindluje
a kresli priblizné®), ale ty opravdu dobré rysy v sobé maji cosi
jedine¢ného jako zajimavy rukopis.

(Omlouvam se ¢tenaftm za ponékud ,lidovy jazyk® tohoto
¢lanku, ale vim, Ze ne vSichni lidé véetné nasSich studenti maji
radi geometrii. Mnozi z nich mnohou porozumét obrazktm i bez
odborné terminologie — a mozna nékteri z nich pak svij vztah
k této discipliné zméni.)
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Soudtovd plochy
axoldy
G phiméha Sroubovébe
konotdy

Obr. 14: Souctova plocha axoidu § primym Sroubovym konoidem
(rys posluchacky)
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ABSTRACT
Addition of curves yields an interesting possibility for geometric
experiments at basic and secondary schools. Addition of curves
and surfaces is a tool used in architecture.

The article presents some problems with solutions which can
be used at the primary and secondary schools and which allow for
pupils’ experimenting and making hypotheses.



