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QED (LATINSKY) :f- QED (ANGLICKY)

FRANTIŠEK KUrlINA

1 . Úvod

Podivný název tohoto článku je d ůsledkem rozpak ů jak článek

nazvat. Uvažoval jsem o těchto mo žnos tech: P ř íbé h jedné úlohy,
D ůkaz je záležitost intuice , Jak to dokázat? , Zrod a život jednoho
problému, Hledání a nalézání, .... Nakonec jsem se rozhodl pro
nadpis uveden)' v titulku. 'Většina čtenářů (klasických) ma.terna
tických spisů ví, že zkratka QED bývala uvedena. na závěr d ůkazu

matematick é věty a znamená "quod er a t demonstran d um? , tedy
"což bylo dokázati". V angličtině se zkratka QED někdy pou-
v ' , • 1 di "t d ' kziva pro "qnestlon , exp are, iscover , e y "tazat se, z oumat ,
objevit". Dva významy zkratky QED tak poukazují na dva pří

stupy k matematice: akceptování předvedeného d ůkazu na straně

jedné a hledání a nalézání cesty k matcrna.tickému pozriatku (tedy
i k důkazu věty) na straně druhé . Jsem přesvěd čen, že do vyu
čování matematice patří nejen pochopení důkazu, ale i hledání
a nalézání cesty ····· a. to nejen k d ůkazu , ale i k definici pojrnu
nebo formulaci věty či postupu. Problematiku budu ilustrovat na.
příkladu úlohy, s níž jsem se v posledních několika. letech příleži

tostně setkával. Bezprostřednímpodnětem k napsání článku však
byl příspěvek Emila Caldy z r. 201.3.

2 . Zrod pr-oblérnu

Na cvičení z geometrie jsem se studenty učitelství řešil úlohu 1.

Dokažte: Dělí-li těžriice a 'uý.ška z t ého ž vrcholu vnitřn'Í úhel trojú
helnikii na tři shodne! úhly) .je tento trojúhclnik prauo úhb] (obr. 1).
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A

Obr. :1.

p B

Úloha není obtížná. Ačkoliv j i lze řešit rů zn ý mi zp ůsoby (čte
náři nechť si to zkusí), zde uvedu jen j edno řešení.

Označme I·A4BI == c. Pak podle obr. 1 pl a tí IA4CJI == 10.BI == ~,

j() PI == IPB I =:= *'neboť trojúhelníky ()P() a B P(;r jsou shodné.
V osové souměrnosti podle osy o == (Je) je obrazem bodu P b od D
strany ~4C} (obr. 2) a v pravoúhlém trojúhelníku ,AOD je 1.4 (J / ==
== i, /[.101 == IDOl == * a tedy úhel 1- 0~4D má velikost 3{)o.

To ovšem znarncná, že úhel 1- AC I) rná velikost 60° a t rojúheln ík
ABC1 je pravoúhlý.

A

Obr. 2
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Sotva jsme důkaz dokončili, přihlásil se student s pochyb
nostrni o jeho správnosti: tvrzeni prý neplatí. Argurnentoval ná
sledujícím způsobem.

Trojúhelník ABC na obr. 3 je pravoúhly a těžnice a výška
k jeho přeponě nedělí jeho pravý úhel na tři shodné části. T akovýto
trojúhelník lze sestrojit např. takto :

Zvolírn na kružnici k s pr ům ércin ~4B bod C: tak, že úhel
E == 1B_4Cf m á velikost např. 20 ° . (Jhly u vrcholu Cf pak rnají
v označení podle obrázku po řadě velikost E == 20 °, sp == 50 0

,

é == 2() o.

B.

Obr. 3

Tento student nerozlišoval větu a větu obrácenou. Snad si po
tornto setkání bude rozdíl náležitě uvědomovat.

Všimneme-l i si, že v úloze :1. nebyl výsledkem libovolný pra
voúhlý trojúhelník, ale trojúhelník s ostrými úhly :300

čl 60°, zdá
se, že předpoklady úlohy byly příliš "silné". Tak se dostáváme
k úloze 2 .
Dokažte: V irojútielniku ABC: (lACl =I- IBC:I) označme CO těžnici

a C .P vý§ku z urcholsi C} (obr. 3) . Jsou-li úhly <):ACO a 1 .PC)B
shodné, a je-li vú§ka C} P částí úhlu 1- ~4C} .B , je ABC pravoúhlý
trojúhcltiik s piepotiou J-1B .

( Označení z obr . 3 budeme v celém článkII zachovávat.)
Úlohu jsem řešil s r ůznými skupinami studentů a u čitelů (viz

např. Kuř ina, 200:3) (Czcskie zadanie, 2004) a v tornto příspěvku
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uvádím ukázky několika přístupů k ní. Mým cílem je doložit , j ak
jsou jednotlivá řešení ovlivněna prvotním nápadem , který ovšem
nebývá plodem logiky, ale sp íše intuice. V naší geometrické tra
dici reprezentované např. Janem Vyšínem (1908-1983) se postup
řešení úlohy vykládá jako posloupnost čtyř krok ů (rozbor , kon
strukce, důkaz , diskuse) a skutečnos t , že z ákladem řešení ú lohy je
" š ť astný" nápad, se příliš nezdůraz ňuj e. Tornu odpoví daj í např. for
rnulace: olasími 'řešení je dcduktumi úualui, jež má za cíl vyhle
dat jisté objekty (Vy šin , 1962 , s. 144) a rozbor m á tuto logic
kou strukturu: existuje-li útvar, kteri] m áme sestrojit, pak ttui tyto
olastuosti, hl ed áme tedy rozborem nutné pod1nínky (Vyšín, 1965,
s. 190). Postupujeme tak v souladu s lidovou moudrost í: Chyt·,.ý
začin á od konce, hloups] končí na začátku .

Řešení problému je OVŠ CIll tvů rč í myš lení, p ro něž neexi stují
žádné návody.

Významný francouzský matematik Jacques Hadauuird
(1865-1963) charakterizoval takové my šlení fázemi (Hadarnard ,
1973):

1. PREPAR.ACjE,

2. INKlJBA(~E,

3. ILlJ11INACE,

4. VERIFII<:ACE.

V přípravné fázi (1) jde o s tudium souvislostí a pozn ávání vztahů.
loto poznání rnusí uzrát v duševním světě řešitelů (fáze 2), aby,
často po delší době a usilovné duševní práci, přišel "spásný" ná
pad (fáze 3), který vede k řešení problému. Takové řešen í m ů ž e

přirozeně mít intuitivní charakter a je třeba je prověřit důkladnou

logickou analýzou (fáze 4 ) .
P ři řešení úloh ve škole "shrnujeme" přípravu , zrání a zrozen í

nápadu do tzv. rozboru. Připrava řešení úlohy snad bývá někdy vy
tvořena předcházející výukou, na zrání problérnu nebývá obvykle
ve škole čas a nelze se proto divit, že rozbor je někdy nahrazen

- návodem. Je-li řešení problémů uménírn, jak se někdy říká , nelze
je patrně vměstnat clo čtyř fází.
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3. Řešení úlohy 2

FRANTIŠEK 'KU ŘINA

Pouze dva řešitelé , vzdálenív prostoru a čase , se ' po neusp ěš

ných pokusech řešit úlohu př imo, rozhodli pro nepřírný postup .
Byl to polský matematik l?,y"za:rd Paqacz a. m ůj nedávno zesnul)'
kolega Jaromir [{TYS. Popišme jej ich jednoduchý , leč d ůmyslný

postup.

Obr . 4

Kdyby trojúhelník ABC' splňující podmínky úlohy nebyl pra
voúhlý, protínala by polopř imka BC; kru žnici s průměrern f .1.B
v bodě (~1 ~ : různérn ocl 'b od u C) '(obr . 4). Protože je AC}l ·..1 BC,
a IAOI == IOC11 , jsou všechny úhly označené na obrázku E shodné .
Body A , C\ , C CL O 'leží tedy na kru žnici s pr ůměrem ..4C) (z bod ů C\
a C) je vidět úsečka ..4C) pod tým ž úhlem e, f lC71 .-L ·BC) ). To by

ovšem znamenalo , žeO(} -.L .AC) éi tedy ]..4C) I.. == IBC}I', což je ve
.sporu s předpokladem ÚlO!lY. Trojúhelník ABC musí být pravo-

úhlý. .
Tř i autoři řešili úlohu početně: ' Emil Calda Ve zmin én érn č l ánku

z 1'. 20 13 a Eua Patákouá. 'J ej ich řešení jsou térnč ř toto žn á. .

Zcela jinak počítala maďarská autorka A1ária Bakó. ·tj~cd'n1(~

jej í postup.
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Obr. 5

'V označení podle obr. 5 platí:

ctg c '__' 0 - -" ' 0 '1')
• ~ "'_ 0 2 . , ( )

c
tg E +- cp ::::= y --t-- 2' t g <.p ::::: :tJ .

Aplikujeme-li na. tyto výsledky vzorec

tg o~ + to· .B
tg (o + (3) == Cl . ,

. 1 - tg n . tg í3 o

dostáváme pro y rovnici

c
2

u« () ,1 '__0 2 + 0y~

c
1' + - == ----
.'.f 2

Pro jejíž kořen y platí:

( .2
2 .;

'1') :::::: - ....... 1
t 4 .

To' ov šem znamená podle vóty obrácené k větě Pythagorově pro
trojúhelník ()PC): I( ) () I == ~ a trojúhelník i1B C} je pravoúhlý.

Řada řešení úlohy vznikla na základě vhodného doplnění ob
rázku. Uvedu zde tři příklady.

.f1aTt Gotldjin z Frcudcnthalova ústavu v Utrechtu prodloužil
stranu Bet trojúhelníku ~4BC: do bodu D tak , aby l.fiDI == IBDI
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(obr. 6), Z konstrukce a z předpokladu úlohy plyne , že úhly ozna
čené E jsou shodné a kružnice ?n opsaná pr avoú h lému tro j úheln íku
J1() D má pr ůměr J!P a )e tedy .!~ C} _L BC:,

.......

. ' -

A B :

Milan. Hejns] z 'Univerzity K arlovy v 'P raze sestro j il nejdříve

obraz D bodu C: ve středové soum čruos ti se středem I) a obraz F
téhož bod Ll ve středové souměrnosti se středem O (obr, 7), 10
ov šem znamená shodnost úhlů označených e a kružnice opsaná

. ' trojúhelníku ,F C'l B prochází i bodem D , Jej í střed lcži na osách
liseček oc a ,F 'C~ i tedy v bod ě (J.To znamená, .žeIC)(:1! == !(J,BI
a trojúhelník ABC}je pravoúhl ý, ' .

:J ciroslav Sinčck z Palackého univerzity v 010'1110 UCl sestrojil
střed M strany C}E troj úheln ík u ~4 13 () a v šimlsi, že úhly označené

l1e1 obr. 8.EJsou sh()(ln6 {()NI je s tředn í příčka, troj úheln íku AllC,
M je střed přepony pravoúhlého trojúh clnil;u BCI)), Kru žnice s,
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která prochází body C}, M', P , prochází i bodern O. Pro tož Je
úhe11C}.PO pravý, je pravý i úhel 1(J!v[C} a AC} _L BC.

A\

F j
D

Obr. 7

B

s :

Obr. 8

B

Další tři řešení vycházejí z nápadu sestrojit nejdříve kružnici
k opsanou trojúhelníku ABC.

Karel Horák z Matematického ústavu AV České republiky se
strojil osu tri strany ..4.B a osu o úhlu 1ACB (obr. 9). Tyto osy
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se protínají: jak snadno nahlédneme, v bodě kružnice k opsané
trojúhelníku .A.BC) . Označme tento bod M: Protože jsou přímky

k/

Obr. 9

B

c

' { ) br. 10·

B '
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C)P a M () rovnoběžné , jsou úhly 1- PClvI, 1- C).!v[C:' shodu ~ a v dtl
sled ku sh od n ost í úhl ů e j sou tyto úhly shodné i s úh lem 1- C)C~' A1.
Troj úhelník Cť)A1 je tedy rovnoramenný. P rotože střed kružnice
opsané trojúhelníku ..4BC: leží na př ímce 'In , je j ím v d ůsledku

rovnosti IOit11 ::::-.: IOC}1střed O strany .A.B čl trojúhelník _4B C: j e
pravoúhlý.

c

A·~/----h:.---':-:L.L~
B.

Obr. II

Jci jsem si uvědomil, že ze shodností úhl ů E vyplýv á shodnost
kružnicových oblouků .AE a Bl~ (obr. 10) (J, tedy rovnoběžnos t

přimck ~4B a EF. Trojúhelník C:E7.1? je t edy pravoúhlý a s třed ()
kružnice k jemu opsané , k terá je i kružnicí opsanou t rojúhelníku
..413C\ je středem úsečky ..4B a tedy ~4C .-L BC'.

1")01sk5' a u t or Siefan 1 "UTTHL1l sestrojil prů se čík M přimky ()e"

s kru žnicí k opsanou trojúhelníku .A.B C (obr. ll). Vzhledem ke
shodnosti úhlů (j př íslu šných kružnicovému oblouku AC jsou t roj
úhelníky CPB a C:_41\11 podobné a tedy pravoúhlé. Proto že k je
kružnicí opsanou i trojúhelníku A.C:fM: je s třed O strany .1-1 B i stře

den} kružnice k a trojúhelník ABC" rn á u vrcholu C' p ravý úhel.
, Řešeni , které spo čívá na konstrukci pravoúhlého t roj úhelníku

J1C'l\ ;J (v ozna čeni podle obr. ll) našla i Eva P a rákov á ; j ej í řešeni

je však slo~jtější.

S těží lze patrně najít řešení jednodušší , než jc řešení Turnaovo .
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V poněkud jiných sou v islostech se problema tikou řeš en í úloh
zabý vá m v kn ize (Kufina, 2011).

4 . Závěry
N a jednoduché gcorn et r ické úloze jsem se snažil ukáza t r ůzn é

mo žn os ti řešen í probl ému. Tě žko lze odhadnout , co bylo příčinou

volby m etod y nebo n ápadII začí t řešit úlohu ti m neh o onírn dopl
něnim obrázku. C esty k řešení snad libovolného probl ému, k za
vedení poj rnu , k důkazu vě ty, ... rnohou b ýt rozličné. V šíma t si
ta kovýchto mo žnos ti vevyu čov án í j e mo žn é a užitečné n a každé

úrovni a na ka žd ém typu škol. Fráze "úloha se řeší " , " P OjC lll se de-
finuj e" , "věta se dokazuje" ... by se nern ěly v dob ró m matemat ic
k érn vzdělávání vyskytovat. Žácln5' z t éch t o postupů n eni dán , a le
je vysl crlkom hledání, k terébychom m ěli v maxirn álni mo žn é míře

provozovat ve škole . M úžerne se ťak sn až it přiblížit se k charak
teristice matematiky, jak ji formuloval americky matematik Paul
Lockhard: Existuje-li něco jako řjednoiici cste iicki] prin cip v tiuiic
matice, pak [e to kr ása 'U jcdnoducliosti (Lockhard , 2009 , s. 24 ).
Vyučování matematice by ' rnělo být podle m ého názoru prolnuto
sp íše a nglický m n ež la tinským Q.El).

Pokuste se najít vlastní řešení naší úlohy :2. R edakce č asop i s u

TJ či t.e l moieniatilq) rád a vaše ori gin ální postupy o ti skn e.
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ABSTRACT

The goal of the article is to show the origin and developrnent of
proofs. Different approaches to a geornetrical problem with trian
gle are dcmonstrated . The beginning of solution of the problem is
not only in logic, but also in intuition and imagination,


