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MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

229

Ve dnech 23. ·····26. 3. 2014 se v Os travě usku tečnilo c lost ~ tní
kolo 63. ročníku m a tema tick é olympi ády ka tegorie A. Zveř j ň u

jcme zadání a řešení úloh , seznam v í t ěz ů a úspěšných řeš ite l ů .

Sou časn č zveřej ňujeme úlohy prvního kol a příš tího ročníku Ma te
matické olympiády, kategorií A, B, C pro školn í rok 2014- 20 15.

Úlohy celostátního kola 63. ro čn íku
rnat.ernat ické olympiády

Ostrava 23.-2Ci. března 2014

1. Nechť ti je celé kladné č í s lo . Označme všechny jeho kladné
dělitele dl, d2 , ... , dk t ak , aby pl atilo dl < d2 < ... < dli; (je tedy
dl == 1 a dk == 11.). Zjis těte všechny takové hodno ty ti, pro něž p latí
d5 -- d3 =--=: 50 a 11d5 -+- Sd7 =---= 3n. (Alai úš H as-mine)

Řešení. Rozlišíme , zd a hl edané n je liché č i sudé.
(i) Nechť n je liché, pak i všechna di jsou lich á. Z rovnos ti 11ds +
+ 8d7 == 3n plyne d7 I 11ds a také ds I 8d 7 neboli d5 I d7 · Z ds I
I cl7 I l1ds s ohledem na d7 > ds m áme d7 == llds a po do saz ení do
rovnosti 11d5 -+- 8d7 ~-= 3n dostaneme 99d5 =--=: 3n neboli 33 d5 == t i .

Vidíme, že čtyři č í s la 1, 3, II a 33 jsou dělit elé čísla ti, a to do konce
jediní dělitelé menší než 50 , neboť pro pátý dělitel d5 už podle
zadání platí dG == d3 + 50 > 50. Máme tedy dl == 1, r12 == 3,
d3 == 11, r14 == 33, dG == d3 + 50 == 61 , a proto n == :33r1s == 33 . 61 ==
== 2 013. Toto číslo skutečně vyhovuje, neboť j eho nejmenší dělitelé
jsou v předchozí větě vypsáni správně, navíc platí dG == 61 . 3
a d7 == 61 . 11, takže je skutečn é splněno d7 == 11d5 , tedy i vše
požadované.
(ii) Nechť ti je sudé. Z rovnosti 11cls + 8d 7 == 3n pak plyne 2 I cl5 ,

takže rovněž 2 I ds - 50 == d:3 . Protože d l == 1 a d2 == 2, nemůže být
d:3 == 3, takže je bud' d:3 :--= 4, nebo d3 == 2t, kde t > 2. Poslední však
mo žné ncní (číslo t < d:3 by chybělo ve výpisu nejmenších d ělitel ů

čísla r~), a proto je nutně d3 == 4. Pak je ovšem ds == d3 + 50 == 54,
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a tedy 3 I TL, přestože 3 není mezi nejmenšími děliteli čísla t i. Žádné
vyhovující sudé ti proto neexistuje.

Otipouěď. Úloha má jediné řešení n == 2013.

Jiné řešení. Pro dělitele d5 < d7 máme d5 == n/:T a d7 == n/-y ,
kde x > y jsou opět kladní clělitelé čísla u. Dosazenírn do 11d5 +
+ 8d7 == 371 dostaneme po vydělení 17, rovnici 11/1; + 8/y == 3,
kterou v oboru všech celých kladných čísel standardně vyřešíme,

kupříkladu úpravou na součinový t var :

8x == y(3J. .~ - 11) <==> 8(3 ~r - 11) + 88 == 3y(3 ~D - 11) <~>

<===> (:31: - 11) (3y - 8) == 88.

Z první upravené rovnice m áme 3::c .- 11 > O, takže z poslední
rovněž 31/ - 8 > O; s přihlédnutírn k :r > y -+ 1 tudíž platí 3:7; -
- 11 > 3y - 8 > O. Pro uspořádanou dvojici č ini t e l ů z rozkladu
čísla. 88 proto dostáv áme následující rnožnosti

(3::r: - 11 j 31/ __o 8) E {(88, 1), (44, 2), (22, 4), (11, 8) } .

Podle zbytkůmodulo 3 však vyhovují pouze dvojice (88,1) a (22,4) ,
kterým odpovídají páry (x, y) rovné (33,3), resp. (11,4). Pro první
z nich máme d5 == n/33 (a d7 == n/3), takže 1, 3, 11 a 33 jsou dě

litelé čísla 71, odkud stejně jako v prvním řešení dojdeme k hleda
nému n == 2013. Pro (:7;, y) == (11 ,4) neboli dG ::::-.: '11./11 a d7 =::= n/4
má číslo 17, dělitele 1, 2, 4, ll, 22, 44, což je ve sporu s nerovnosti

ds > 50.

2. V rovině, v níž je dána. úsečka AB, uvažujrne trojúhelníky )(YZ
takové, že X je vnitřním bodem úsečky AB, trojúhelníky X .BY
a X ZA jsou podobné (6X BY r-:» 6XZA) a body A, .B , Y, Z
leží v tomto pořadí na kružnici. Najděte množinu středů všech
úseček Y Z. [Michal Holinek, Jaroslau Svr ček)

Řešení. Podle zadání leží body Ir a Z ve stejné polorovině s hra
niční přímkou _4B. Sestrojme obraz 1/"1 bodu Y v souměrnosti

podle přímky AB. Vzhledem k předpokládané podobnosti jsou
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úhly ..Y" .AZ a B}/X shodné (obr. 1), takže je také I<): B AZI ==
== I<): B }/IZ l· Z této rovnosti ovšem podle věty o obvodových úhle h
plyne, že na kružnici k opsané t rojú he ln íku r1B Z leží nejen bod yr
ale i bod Y'. Přímka r1B jakožto osa tětivy y }r l tak proch ází
středem O kružnice k , takže t ětiva AH je její pr ů m ě r. Kružnice
k == ABZ tedy na volbě bodu Z nezál eží. S t řed ]1,1 j ej í tětivy

}/ Z proto nutně leží ve vnitřní oblasti kružnice k. Z pravých ú h l ů

O lvf Z a OM Y (obr . 2) vidíme, že (rnen ší) úhly .A.lvf O a B!v1O
jsou ostré, takže bod !v11~utně leží v průniku vněj ších oblastí T ha
letových kružnic nad pr ůměry ..40 a BO. Ukažm e, že obě nutné
podmínky na polohu bodu M už společně vymezuj í h leda nou lnno
žinu .

Obr . 1

Nechť M je libovolný bod ve vnitřní oblasti kružnice k , pro
nějž jsou oba úhly Afl/fO a EMO ostré (tj. bod lvfleží vně oball
kruhů s průměry ~4C) a BC)). Pak zřejmě kolmice k přímce C)lv1
v' :bodě M protne kružnici k v polorovině ..4BAi, takže na .jed n é
z Thaletových polokružnic nad průměrem .A.B 'vytne tětivu, jejíž
krajní bod)' m ů žeme označit } r 'á Z tak , aby ..4 , B, 'Y , Z bylo
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pořadím bodů na kružnici k. Je-li }TI obra.z bodu Y na. druhé po
lokružnici v souměrnosti podle průměru AB, pak pro průsečík .X
úseček ..4B a y l Z platí, že trojúhelníky X BY a X ZA jsou po
dobné podle věty UU. Důkaz je hotov.

Obr. 2

Závěr'. Hledanou množinou je vnitřekkruhu s průměrem .AB a stře

clem O bez obou kruhů s průměry AG a BO (obr. :3).

Obr. 3

~i . Mějme šachovnici 8 x 8 a ke každé .Jnané", která odděluje dvě

její políčka, napišme přirozené číslo, je~ udává počet způsobů,

kterak lze celou šachovnici rozřeza-t na obdélníčky 2 x 1 tak, aby
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dotyčná hrana byla součásti řezu . Určete poslední č i s l i .i s u čtu

všech tak to napsaných č íse l. [Miclial Rolín "J k)

Řešení. Dotyčných hran je 7 . 8 == 56 sv islých a st juý po v .t v 
dorovných , celkem jich je 56 . 2 == 112. Při lib ovol n irn r izřez áni

šachovn ice vznikne 32 obd élní čk ů 2 x l, proto se každč tal« '
rozřezání dotkne právě 112 - 32 ='7': 80 hran , a. při spěj e Lak do
celkového součtu číslem 80 . Výsledný součet j e t ud íž lě l itclný čís

lenl 80, takže jeho dekadický zápis končí nulou.

4 . Do 'kina přišlo 234 div ák ů. Určete, pro k terá ti ~ 4 ~e mohlo
stát , že diváky šlo rozesadit do ti řad tak, aby každý divák v i-té
řadě se znal právě s j diváky v j- té řadě pro libovolná. i: j E

E {I , 2, ... , n} , i =f [. (Vztah známosti je syrnetr ický.)
[ Tonuiš Jurik]

Řešení. Pro každé li; E {1. , 2, ... ,n } ozna čme Pk po če t d ivák ů

v k-té řadě. Podmínka úlohy pro daná i CL j zn amen á, že po čet

známostí mezi d iváky z i-té a j-té řady je roven jpi. Prohozen ím
rolí č í sel i a .7 zjistíme, že stejný počet se m á rovna t čís lu i1J.j .
Musí tedy platit jpi == ipj neboli Pi : Pj == i : i. Doch ázíme tak
k závěru, že počty Pk div ák ů vjednotlivých řadách nutně splň uj i

podmínku
Pl: ]J2 : . . . : Pn == 1 : 2. : . . . : n ,

Ukažme. že je to i podrnínka posta čujíci , že ted y při po č tech

])k == kel pro vhodné celé cl se rozesazení diváci rnohli zn á t tak,
aby podmínka ze zadání úlohy byla splněna. Pro cl == 1. tomu tak
jistě bude, když se budou navzájem znát všichni diváci v kinč ;

pro obecné rl stačí, aby diváci byli rozděleni do cl skup in n avzá
jem se znajících diváků a aby divá~~ i z každé takové skup iny byli
rozesazeni do jedn ot livých řad stejně jako \T případě cl :::= 1.

Naším úkolem je tedy zjistit, pro která t i > tl existuje celé
kladné číslo rl vyhovující rovnici

cl + 2d + ...+ nd == 2:34 neboli dn(n + 1.) == 468.

Hledáme tak všechny dělitele čísla, 468 == 22 . 32 . 13 , již jsou
tvaru n(iL + 1) . P roto že 22 . 23 .> 468, musí platit ti < 22, tedy
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ti E {4, 6,9,12 ,1:3, 18}. Vidím e, že vyhovuje jedině n == 12 (s pří

slušným d == 3).

Odpověď. Popsaná situace mohla nastat jedině při rozcsazcni di
váků do 12 řad .

5 . Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC'. Označme k kružnici s prů

měrern AB. 'K ružnice, která se dotýká osy úhlu BAC1 v bodě A
a. prochází bodem C, protíná kružnici k v bodě P, P =I- .i4 . K ruž
n ice, která se dotýká. osy úhlu ABC: v bodě .B a prochází bodem C: ,
protíná kružnici k v bodě Q, Q =I- B . Dokažte , že průse čík přímek

AQ a .B P leží na ose úhlu ACB. [Pcicr N ouotrui)

Uvažované kružnice APC7 a .BQC: označme po řadě 1/\, ln
a vš imněme si třeba druhé z nich (obr . 4, úhly trojúhelníku ;.1BC:
značíme obvyklým zp ůsobem).

JI'-- - _IC.-_~ ....Io.-_~

A
Obr. 4

Vysvětleme , že skutečně p latí, co na obrázku vidíme. Přede

vším bod Q zřejm ě leží v polorovině BC"Ji, neboť pro body ~X".
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tamního oblouku BC,'t kru žn ice l n se úhel A X fl zvětšuj o 1 (0.'

trého) úhlu ')' po (tup)r) úhel 180 0
- ~, takže uabyv á uvn i t ř ob

louku hodnoty 90 0
• Proto že úsekový úhel pří .luš ný tomuto ob

louku B() kružnice ln je roven ~, j e 11BQC~I I == I cO° - ~ . ()d -

tud 11 .ACJB I + 11 BCJC't1 == 270 0
- ~ > 180 0

, Pro to bod C2 leží

v polorovině AC) B , a tudíž i uvni tř t roj úheln íku A BC~ k mvcxni

úhel .4(JC~ IDá tedy velikos t 90° -t-. ~ . Označim e-li I st ř 'cl kružnice

vepsané trojúhelníku ABC: , bude m ít úhel A l e) stejnou vcl ik ist.,

I
/r 4 [C-1 1 '1Q O° (} '"Y 9O° jJ T v / V l l Qř· · .. == ..0 - "2 - 2" == + '2. . o ovs ·' n 1 znalnen 'l ze )O (

leží na. stejn ém oblouku .AC kružnice k B == .4C'tj j ak o bod 1, takž ~

přírnka .i4Q je cho rd a lou kružnic k a k B.
Druhá uvažovaná přimku ZřP je an a log icky chordalou kružni c

k a k A .== B'Cl. Pr ůsečík obou př imck r lC2 a BIJ m á tedy stej nou

rnocnost ke kru žnicím kA čl kB, pro to leží na jejich ch ord a le, k terou
je přímka C!I , tedy osa, úhlu ;lC1B .'D ůkaz je ho tov.

Po ztuimka. Ješt ě jedním zp ů sobem vysvc tlimc , proč bod Cd 1 ·~ Ží

v polorovině BCA, Průse č ík Q kružnic k a l» z ř ejm ě mus í .le

žet v polorovině ..4_8C v úhlu omezen ém te čnami obou kružnic
v bodě ' _B . P ři tom vrchol C ostroúh lého troj úhelníku ~4 .BC i I třec1 S 13

kružnice l n zřejm é leží vně kruhu omezen ého k ružnic í k. V troj
úhelníku B s:5n C:l leží sice část kru žnice k, ale s vý j imkou bod ů 1]
čl C t am určitě nel c ž.i žádný jiný,hod kružnice 1TJ . Z toho je pa trné,
že bod (J mus í ležet v polorovinčBC~.A.

6 . Pro libovolná nez áporn á reálná č ís la ([. a b c1okaž t~ nerovnost

CL " tJ " a-t- b '
---;::=.===== + > --;::======
V/)2 -+ 1 Já2 -t- 1 v ab + 1:

a. zjist ě te , kdy nas t ane rovnos t.
[Tonui š J 'lJ,T'Ík ) Jo,'!"O'17L'ÍT Bún§a,j

Řešení. Snadným dosa zen ím zjistíme, že dokazov a n á n T?Vnost
přej de v rovnost , platí-li aspoň j edna z rovnost í a :::::: 0 , b ::::: O
nebo a. ::=:: b. Z dalšího postupu vyplyne , že jsou t o jediné případy

. ~ . .• . . .

rovnosti.
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S ohledem na symetrii budeme předpokládat, že platí a >
> b > 0, a postupnými ekvivalentními úpravami dokážeme ostrou
nerovnost zc zadání , kterou rovnou zapí šeme zbavenou zlomků:

Nyní roznásobírne pravou stranu zastoupenýrn součtem a + b a po
přeskupení výraz ů vytkneme společné činitele:

aVa2 + 1 (Jab + 1 - Vb 2 + 1) > lJ 'Vb2 + 1(va 2 + 1 - vab + 1)

Na levé i pravé straně vystupují rozdíly odrnocnin, rozšířírne je
součty těchže odrnocnin na zlornky:

a..ja2+1. b(a -b) . >b..j&2 +1. a(a. -b)
vab + 1 + Vb2 + 1 va2 + 1 + vab + 1 .

Obě strany teď můžeme vydělit kladným č í s lem ab(a - b); po ná
sledném odstranění zlomků dostaneme nerovnost

Va 2 + 1 (Va2 + 1 + vab + 1) > ..jb2 + 1(Vb2 i -I + Jab+ 1),

jejíž platnost již plyne porovnáním odmocnin na stejných mís
tech obou stran (díky předpokla.du a > b totiž platí Ja2 +. 1. >
> Vb2 + 1).

.Iiné řešenÍ. Tentokrát z našeho postupu vyloučírne pouze pří

pady a. == O a b == 0, v nichž je ovšem dokazovaná nerovnost
triviální. Budeme tedy předpokládat, že čísla CL a b jsou kladná
a. zapíšeme pro ně Cauchyovu nerovnost

(
a b) 2- + - (au + bv) > (a + tJ)
II V

s kladnými koeficienty II == Vb2 + 1 a v == Ja 2 + 1:
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Druhý č initel z levé strany (1) odhadn ln shora podl e jin é ;a.u
chyovy nerovnost i takto:

aVb 2 "'1- 1 -+'1)Va2 -+ 1 ::-.= vavab2 ~~ a -+ JbVa2b +,b <

< Va+ bVCL0 2 + a + a.2b + b ==

==: Vo.. -+- tJ V(o.. -t- tJ) (atJ -t- 1) == (a -'j- b) J atJ .+' 1.

P ro p rvn í č in ite l z levé strany (1) tak dost áv áme

a b (a +b)2 Cl, + b

Vb2 + 1 + va2 + 1 > o.. Jb2 -t- 1 + bva2 + 1 > vab + 1 '

což jsme měli dokázat. Protože v první vypsané Cauchyově nero v
nosti nast ane rovnost, právě' když platí 'li === v neboli Jh 2 +.1 ==

,'. ;== va2 -+- 1 čili a =---= b, jc p os lední rovnost t řetím a posledním př ípa

" ,? cm ( krom ě zmín čných případú a == O a b =--= O) , kdy v dokazovan é
. nerovnosti nastane rovnost . '

Jiné řešení. Vyloučíme 'z úvah zřejm é případy a' == 0, b == 0,
CL == b a dokazovanou ostrou nerovnost ekvivalentně upravíme na
tvar

a 1 b 1 1

a + tJ . J b2 .+1 + CL + b . va2 +. 1 > v ab + 1

. .Lev á strana je zřejmě levou stranou Jensenovy nerovnosti

,p f Co) + qf( j3) > f(po:+ q(3) (2)

,, ;s kl adnýrn i koeficienty p , a/(a + b) a 'l . . );/ (a + b) (jež jak
" vím e, musej í splňovat podmínku .p + q == 1) pro fu'nkci f (-.1:) ==

= ~ v bodech ex = b2 + 1 a (3 = a2 + 1. Protože funkce f je
V X

v ob oru kl adných čísel ryze konvexní" a body o~, /3 jsou r ůzné díky
předpoklad u a i= b, .Jensenova. nerovnost (2) platí. Zbývá se tedy
přesvědčit , že i její pravá strana se rovná pravé stra.ně upra.vené

1
9 Graf funkce y = x - '2 je dobře zn ám ze středoškolských učebnic.
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nerovnosti z úvodu řešení. To je snadné:

(
a 2 Ú 2 )f(pa + q(3) = f -z (b + 1) + --I-(a + 1)

a+o a +)

_ f ( a + ab2 + b+ (L2b) _ f'( b ' )_ 1- - a -r-1 - .
a -t- b J ob -+- 1

Výsledková listina celostátního kola 63 . ročníku MO

kategorie A

V-ttězové:

1. Pavel 1\lrek
2. Filip Bialas
:3. Radovan Švarc
4. 'rolnáš N ovotný
5. Marian Poljak
6. Vojtěch Dvořák

7. Viktor N ěrneček

Dolši úspěšni iešitele:

5/8 C; Olomouc-Hej čín

5/8 Ci Opatov, Praha 4
7/8 C~ Česká Třebová

8/8 G Česká Lípa
6/8 G Jakuba Škody, Přcrov

7/8 G J. Cutha-Jark., Praha 1
7/8 G Jihlava, J. Masaryka 1

41
34
33
31
30
26
25

8.
9.

10.
ll.
12.
13 .
14.

Martin Raszyk
Martin Hora
Matěj Konečný

Jiří Guth Jarkovský

Václav Rozhoř!

Karolína Kuchyňová

Jakub Svoboda

4/4 G Karviná
7/8 G Plzeň, Mikulá šské nám.

7/8 G C. Bud ějovice, Jírovcova
8/8 G C. Budějovice, .Iírovcova
7/8 G J. V. .Iirsika, c Budějovice

~1 / 4 C; Matyáše Lercha, Brno
8/8 G Havířov. Komenského

22
22
22
21
11
16
16
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. ZADÁN.t PRO ŠKOLN í R OK 2014-2015

Kategorie A

239

A-I-I. Je :dáno přirozené číslo n . Čtverec o straně délky 'IL j e
rozd ělen na '17.2 jednotkových č t vere čk ů . Za vzd ál enost O V 0 11 Č v '
ro čků považujeme vzdálenost j ejich střed ů. U r čete p o ~ e t dvojic

č tvere čků , jej ichž vzdálenost. je 5. [Joroslou Zhó'lJ,!)

A-I-2. Je dán troj úhelník Afřč,' , v n ěm ž je BC) nejkr atší stranou .

.Ieji střed označme M: Na stranách ..4B a ~4 (~ určíme postupně

body .-:Y a Y tak, aby platilo IBXI == IBC}I =:::: I(}}TI. Pr ů se č í k

přímek ( }X a BY označme Z. Ukažte, že p ř írnka ZAl prochází
středem kružnice připsané straně BC) daného tro jú helníku .

(lv[ich al Hol inek}

A-I-3. Najdč tc všechna cel á čí sla. k > 2, pro která ex ist uje k
prvková mno žina M celých kladných č í se l taková , že součin všech
čísel z M je dělitelný SOUČ.tCIl1 libovolných dvou (rúzných ) číse l

z M. (Jarotn ir Sirn,~a)

A-I-4. Předpokládejme, že pro reá lná čísla :-c , y , z platí

. 2 2 ?)15 (~ť + Y + z ) == 12 ( ~ry + yz + zx ) == 10(.c + y + z-

a. že alespoň j ed n o z nich je r ůzn é .od nuly.

.a) D okažt e rovnost ;c -t-- '!J .+z =::: 4:.

b) Najděte nej menší interval (a, b), v němž leží všechna tři č ís l a

z libovo lné trojice (:r , '.ll , z ) vyhovujíci předpokladům úlohy.

(Joromir Sim ša)

.A-I-S. V daném troj úhelníku AB() označme D bod dotyku kruž
n ice vepsané se stranou BC:. Kružnicevepsan á trojúhelníku i l B D
serlotyk á stran ..4B a B D v bodech j( a L. Kružnicevepsan á
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trojúhelníku ADC1 se dotýká stran .OC} a ~4 C) v bodech A1 a N.
Dokažte, že body 1(, .L , 411v1, N leží na jedné kružnici.

(J osej' Tkadlec)

A-I-6. Nechf a, b jsou daná, navzájem nesoudčlnápřirozená čísla.

Posloupnost (:r;n.) '~= l přirozených čísel je sestavena. tak , že pro
každé n > 1 platí 1;n == a,;rn-l + b. Dokažte, že v libovolné takové
posloupnosti každý člen x., s indexem ti > 1 dělí nekonečně rnnoho
jejích dalších členů, Platí toto tvrzení i pro n. == I?

(Jaromir Sim šc}

KATEGORIE B

B-I-l. V oboru reálných číselřešte soustavu rovnic

I~r -···51,+ ly _._- 91 :-~::: 6,

1;r;2 - 91 + ly 2 - 51 == 52.

(Pavel Cfalábek)

B-I-2. Drak má ti hlav, po jedné na každém z n krk ů uspořád á

ných do kruhu. Rytíř dokáže jedním úderem tít po k sousedních
krcích a hlavy na nich setnout. Jestliže drakovi po úderu zbyde
aspoň jedna. hlava, může si nechat některou z chybějících hlav
dor ůst. Dokažte, že když pro daná čísla T~ a k m ů že rytíř draka
zbavit všech hlav bez ohledu na to, jak mu dorůstají, svede to
udělat nejvýše třemi údery. (lán Alazák)

B-I-3. V trojúhelníku ;.lBC) označme U střed strany AB a 1/ střed

strany AC. V polorovině opačné k polorovině .B C};.l uvažujme li
bovolný rovnoběžník BCJDE. Označme X průse čík přímek UD
Cl V E. Dokažte, že přímka AX dělí rovnoběžník BC)DE na dvě

části téhož obsahu. [Michal Holinek}
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B-I-4 . Nechť 771 je při rozené číslo, kt ré m á 7 kladn ých d Vlit Jl1 ,
a n j e přirozené č íslo: které m á 9 kladných dělit . l ů . I "olik cl 'j i e lů

m ů ž e m ít součin 'In . n? (Eva Pat ákou á}

B-I-S. Nechť S j e střed přepony .4B pravoúhlého t rojúh iln ikn
l i B C, kt erý není rovnoramenn ý. Označme D patu výšky z vr
cholu C: a. II průsečík osy vnitřního úhlu při vrcholu C s p ř e

ponou ..4B. Určete velikost i vni třn í ch úhl ů tohoto troj úh lníku ,
platí-li ISRI == 2IDRI· {Jcuoslau S'VTC; k)

B-I-6 . Dokažt e, že pro lib ovolná kladn á reálná čís la Cl. , b, c pla tí

1 1. 1. 1. 1 1.- ---- + + < - + - + - .
0,2 - a b + [;2 [;2 - bc + (:2 c2 - ca + 0,2 .- rl 2 [;2 c2

'Určete, kdy nas tane rovnost.

KATEGORIE C

(Jaroslau Svrčck]

C-I-l . Určete všechny dvojice ( ~r , y) re áln ých číse l, která vyhovují
soustavě rovnic

J (x + 4)2 ==4 - y,

J(y -- 4)2 ==x -I- 8.

(Jaroslav 8VT(:ek)

C-I-2 . P etr m á zvláštní hodinky se t řemi ručičkarni první z nich
oběhne kruhový ciferník za rninutu , druhá za 3 minu ty a třetí

za 15 minut. Na začátku jsou všechny ru čičky ve stejné poloze.
Určete, za jak dlouho budou ručičky rozdělovat cifern ík na tř i

shodné části . Najděte všechna řešeni. [Tom áš Jurik)

C-I-3. Simona a Lenka hrají hru. P ro dané celé číslo k takové,
že O < k; < 64 , vybere Sirnona k políček šachovnice 8 x 8 a každé



242 l\lATEMATICKÁ OLYl\1PIÁDA

z nich označí křížkem. Lenka pak šachovnici n ějakým způsobem

vyplní dvaatřicetidominovými kostkami. J e-li počet kostek pokrý
vajících dva křížky lichý, vyhrává Lenka, jinak vyhrává Simona.
V závislosti na k určete, která z dívek 111á vyhrávající strategii.

(Alichal Rolínek)

C-I-4. OznačmeE střed základny AB Iichoběžníku ABC;D , v němž

platí IABI : ICDI :=: 3 : 1. Úhlopříčka AC! protíná úsečky ED, BD
po řadě v bodech J?, G. Určete postupný poměr

IAFI : IFC;I : ICe)l·

(J ar-oslav Zhouf)

C-I-5. Rozdíl dvou přirozenýchčísel je 2010 a jejich největší spo
lečný dělitel je 2 014krát menší než jejich nejrnenší společný náso
bek. Určete všechny takové dvojice čísel.

(Jaromir Sirn.5a)

C-I-6. Najclěte nejmenší přirozené číslo n takové, že v zápise ira
cionálního čísla vn následují bezprostředněza desetinnou čárkou

dvě devítky. (Josef Tkadlec)


