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NEJKRArr š l SPOJNICE VRCI-IOLŮ ČTVERCE

DAG I-IRUBÝ MARTINA !(AŠPAROVÁ

Úvod

Předložená úloha je ukázkou propojení několika matema ti ck ých
disciplín - geometrie, algebry a matemati ck é analýzy. Zasvěcení

by dokázali formulovat danou úlohu ve smyslu teorie grafů . Úloha
má komplexní charakter, je ukázkou řešení probl ému více způsoby.

Vedlejším produktem úlohy je zajímavá goniometrická ner ovnost:

tt 2 - sin <p r:
V<p E (O, - ) :-- > v 3

4 cos cp

Úloha

Uvnitř čtverce ABCD o straně délky 1 najděte body E, F tak,
aby byl součet

l == IAEI + ID EI + IE FI + IB FI + ICFI
co nej menší.

D,---------,

A

C

B

První způsob řešení

Při řešení budeme předpokládat, že hledané body E, F leží na
přímce procházející středem čtverce rovnoběžné se stranou AB.
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Body umístíme symetricky podle středu čtverce . V .takovém pří

padě pro body E , F platí

IAEI == IDEI == IBFI == ICFI ·
Výraz pro součet lze pak zapsat ve tvaru

l == 41AEI+ IEFI

a) Za předpokladu IEFI == 1 bude bod E střed strany AD a bod
F bude střed strany BC, a proto IAEI == !. Pro délku l platí:

l == 41AEI+ IEFI == 4 . ! + 1 == 3

D C---------,

E t--------I F

A-------JB

b) Za předpokladu IE FI == O, tj. E == F, bude bod E průsečík

úhlopříček, a proto IAEI == 1. Pro l platí:

l == 41AEI + IEFI == 4 . 1 == 2V2

D

E ==F

c

A "-------.-. B
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Otázkou je, zda existuje takové umístění bodů E ]01 , Ž

i == 41AE I + IE FI < 2J2.

Předpokládejme , že takové umístění existuje. Položím -Ii IAEI ==
== x , pak pro i platí:

i == 4x + IE FI

r---------~C

F'

--------- B

Z pravoúhlého trojúhelníku CFF' dostáváme

IPp'1 = JX2 - i = ~j4x2 - 1

a protože IEE' I == IFF' I, platí pro IEFI :

IEFI == 1 - 21EE'I == 1 - j4x2 - 1

Pro i pak je

i == 4x - j 4x 2 - 1 + 1,

Přičemž 1 < x < ~.2 - - 2

Součet i je funkcí proměnné x a nás zajímá, zda má lokální mini-
mum. Pro první derivaci platí:

dl 4x
- == 4 - --;:::.==:::;:====

dx J 4x 2 - 1
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Stacionární bod získáme řešením rovnice

4 - 4x == o.
J4x 2 - 1

Po úpravách zjistíme, že v definičním oboru

x E (-00, - ~ ) U (~, + 00)

má tato rovnice stejný obor pravdivosti jako rovnice

Pro nezáporná x z definičního oboru, tj. pro x E (!' + (0 ), je
umocnění rovnice na druhou ekvivalentní úprava. Proto je

3x2 == 1,
a tedy

J3
x == -

3

je řešením rovnice (*), neboť jsme už přihlédli k podmínce x > ~,

pro niž byly všechny provedené úpravy ekvivalentní. Snadno ově

ř íme, že funkce l nabývá v tomto bodě svého minima. Po dosazení
do funkce l == 4x - J4x2 - 1 + 1 dostáváme

Zřejmě 1 + J3 < 2V2. Pro velikost úsečky EF platí

Druhý způsob řešení

Nyní se pokusíme určit minimální hodnotu funkce

l == 4x - /4x2 - 1. + 1.
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bez použití derivace. Vzhledem k IAEI == x, bud me uv ažovat

x E (~, 1). Zřejmě platí l(~) == 3,1(1) == 2V2. Hledáme tedy

takové a > O, aby \Ix E (~, ~) platilo .

4x - J4x2 - 1 + 1 > a ,

tj. chceme najít hodnotu a, pro kterou je řešením předchozí nerov
nice každé reálné číslo uvedeného intervalu. Řešme proto nerovnici

4x + 1 - a > J4x2 - 1

s neznámou x a parametrem a. Nerovnice (1) je pro

4x + 1 - a > O

ekvivalentní s nerovnicí

12x2
- 8x(a - 1) + (a - 1)2 + 1 > O,

resp.

(
a -1)2 3 -(a -1)2

x - + >03 36 - ,

(1)

(2)

(3)

(4)

doplníme-li levou stranu na čtverec. Z posledního tvaru nerovnice
je zřejmé, že jejím řešením je libovolné reálné číslo x (tedy i libo-

volné x E (~, 1)), pokud

3 - (a - 1)2
- - - - - >0.

·36 -

Výraz v čitateli je nezáporný pro

(a - 1)2 < 3,

tj. pro O < a < 1 + /3, zohledníme-li podmínku a >.O na para
metr a vyjadřující délku nejkratší spojnice vrcholů čtverce. Zbývá

zjistit, zda pro nalezené a E (0,1+ /3) je v intervalu x E (~, 1)
splněna podmínka (2). Zřejmé platí

a l.<x<h"
2 - - 2 '
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a tedy

- 1- V3 < - a < O

z čehož dostáváme

a 3 < 4x + 1 < 2-/2 + 1,

2 - J3 < 4x + 1 - a < 2-/2 + 1.

Protože O< 2-V3 < 4x+1-a, jsou nerovnice (1) a (3) v intervalu

x E (~, {}) ekvivalentní a platí:

\Ix E (~, {}): 4x - V4x 2 - 1 + 1 > 1 + J3

Číslo 1 + V3 proto představuje délku nejkratší spojnice vrcholů

čtverce. Pro umístění bodů E a F uvnitř čtverce ABCD bude
ještě potřeba určit x tak, aby bylo řešením rovnice

4x - V4x2 - 1 + 1 == 1 + J3.

Tato rovnice se vyřeší podobně jako nerovnice (1). Mů žeme proto
rovnou dosadit 1 + J3 za a v (4):

(x -4f>o
Funkce l == 4x - J4x2 - 1 + 1 tedy nahývá minirnální hodnoty
1 + V3 pro x == V;, jak jsme ostatně zjistili již v prvním postupu.

Poznamenejme, že máme-li dostupný program Mathematica
aspoň verze 5.0, můžeme úlohu najít a > Otak, aby \Ix E (~, 1') :
: 4x - J4x2 - 1 + 1 > a přenechat počítači. Postačí zadat:

Reduce[ForAll[x, x>1/2 && x<=Sqrt[2]/2,
4*x-Sqrt[4*x-2-1]+1>=a], x, Reals]

Počítač obratem vrátí:

a<l+V3
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Třetí způsob řešení

Označme sp == IBeFI, O < VJ < ~ . Z pravoúhlého t ro júhelníku
1

F F' e plyne cos cp == IC2FI ' a tedy leFl == 2 c~s ip ' Dále je tg sp ==
IFF'I .== 1 ,odtud plyne IFF'l == ~tg cp, IEFI == 1 - tg VJ . Po do sazení

2

do výrazu l == 41AEI+ IEFI dostáváme

2
l(cp) == - + 1 - tgVJ.

cos VJ

Dále budeme postupovat jako v prvním případě , ur číme extrém
funkce pomocí první derivace

dl 2 sin VJ - 1

dip cos? VJ

Nulovým bodem derivace je bod sp == ~. Sami se můžete přesvěd

čit, že se jedná o minimum. Pro celkovou vzdálenost platí

2 . tt 2 1

(7r) - sin - - -
l - == 6 +1 == 2 ==1 +/3

6 cos ~ 1

Čtvrtý způsob řešení

Nabízí se samozřejmě otázka, zda by nebylo mo žné úlohu vyřešit

bez pomoci derivace. Ukážeme, že to je možné. Hodnota funkce

2
l(VJ) == -- + 1 - tgVJ

cos sp

bude minimální, bude-li minimální hodnota výrazu _ 2_ _ - tg <p o
cos ip

Pokusíme se najít takové a E IR, pro které platí

Vcp E (O, Z!:) : _ 2_ - tg sp > a
4 cos cp
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Úpravou dané nerovnosti postupně dostáváme

2 - sin cp
- --->a

cos <p -

sin sp + a cos cp < 2

~ sin sp + ~ cos ip < 1

S využitím vztahu sin( sp + tl/J ) == sin ip cos 'lj; + sin'l/J cos ip a po
rovnáním s koeficienty na levé straně nerovnice (*) dostáváme
cos'l/J == ~, sin'ljJ == ~. V případě, že nastane rovnost, tj. ~ sin <p+

+ ~ cos cp == 1, je nutně 'liJ == i, .p == %' a == V3.

'\Icp E (o, %) : _2_ - tg<p > J3
cos sp

Výraz _2_ - tg cp == 2-sin <P nabývá v daném intervalu nejmenší
cos ip cos <P

hodnotu V3.

Špetka historie problému

Kořeny diskutovaného problému lze vystopovat uP. Fermata,
který zformuloval úlohu pro tři body; ke třem daným bodům na
jít čtvrtý tak, aby součet vzdáleností od čtvrtého bodu ke třem

zadaným byl minimální.
Pro libovolný konečný počet bodů předvedliproblém V. Jarník

a M. Kčssler v příspěvku O minimálních grafech, obsahujících n
daných bodů v roce 1934. Dokázali existenci minimálního grafu
a podrobněji se zabývali případem, kdy n zadaných bodů tvoří

vrcholy pravidelného n-úheluíka.
Dnes se o uvedené úloze hovoří jako o problému eukleidovského

Steinerova stromu, i když J. Steiner řešil odlišnou úlohu: najít
nejbližší bod k dané množině bodů.
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ABSTRACT

The article concerns the following problem: Given square ABGD
with the side of 1. Find points E, F so that the sum l == IAEI+
+ IDEI + IEPI + IBPI + IGFI is the smallest possible. Four so
lutions are given which are examples of the connection between
several mathematical disciplines (geometry, algebra and calculus).
The article concludes with a note on the history of the presented
probl ém (leading to P. Fermat and others).


