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O JEDNE VLASTNOSTI POLYNOMU

EmiL CALDA

V ¢lanku ukazZeme, jakym zptsobem lze fesSit nékteré ulohy
na zjednodusovani algebraickych vyrazi a na dokazovani identit,
v nichZ vystupuji mnohocleny. Tento zptisob je zalozen na jedno-
duché, ale na stredni $kole malo znamé vlastnosti polynomii.

Uvazujme nejprve polynom prvniho stupné v proménné z,
tj. polynom p(x) = ax+b, a predpokladejme, ze pro dvé navzajem
riznd Cisla x1, xa plati p(x1) = p(z2) = 0. Snadno se dokaze, ze
tento polynom je identicky roven nule, tj. ze plati a = b = 0:

Z rovnosti ax; +b = 0, are +b = 0 dostaneme a- (z1 — z2) = 0,
a protoze je x1 # x2, plati a = 0; z toho pak vyplyva, ze také b = 0.

Stejnym zptsobem dokézeme, ze podobna véta plati i pro
polynom stupné druhého: Jestlize pro polynom druhého stupné
p(z) = az® + br + ¢ plati p(z1) = p(xz) = p(zs) = 0, kde ¢isla
Z1, T2, T3 jsou po dvou rizna, potom je tento polynom identicky
roven nule, tj. a =b=c=0.

Z rovnosti
aa:%+b:cl+c:o,
az2 + bry +c =0,
az? +brs+c=0
dostaneme

a-(zf —23) +b- (z1 —22) =0,
=0

a-(z3 —23) +b- (z1 — x3)

vzhledem k predpokladu x; # z3, 1 # x3 je dale

a-(x1+x2)+b=0, a-(x;+x3)+b=0,
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takze je
a- (.Tg = CII3) =}

a tedy a = 0, nebot je o # x3.
Podobné dostaneme, ze je také b = ¢ = 0.

Uvedené vysledky pro mnohocleny prvniho a druhého stupné
je mozné zobecnit; lze dokazat, Ze pro polynom stupné aspon prv-
niho plati:

Jestlize polynom n-tého stupné v proménné x nabyvd nulové hod-
noty pro n+ 1 vzdjemné raznych cisel xy,xa,...,Tn, Tny1, potom
jsou vSechny jeho koeficienty rovny nule.

Uziti této véty pro polynom druhého stupné si ukazeme v na-
sledujicich dvou prikladech.

Priklad 1. Dokazte, ze pro kazdé realné c¢islo x a pro vSechna
realné a, b, c takova, ze a # b, a # ¢, b # c, plati:
(x—a) - (x—10) N (z—0b) (z—c) 5 (@—c) (z—a)
(c—a)-(c—b) (@b -(a-o  (-c-Gb-a

Pozadovany diikaz miizeme provést tak, ze dané zlomky pre-
vedeme na spolecného jmenovatele, secteme a presvédcéime se, ze
tento soucet je roven jedné. Uvedena véta vSak umoznuje postup
mnohem elegantnéjsi.

Od obou stran této rovnosti odecteme cislo jedna a uvédo-
mime si, Ze na levé strané vznikne polynom druhého stupné v pro-
meénné x; dokazeme o ném, ze je identicky roven nule. Jak vime,
staci ukazat, ze je roven nule pro tfi riizné hodnoty proménné z.
Vsimnéme si, Ze jedna z téchto hodnot je x = a: oba zlomky s dvoj-
(a—=b)-(a—c)
(a—b)-(a—0)
je roven jedné, takze na levé strané rovnosti vznikne rozdil 1 — 1,
ktery je roven nule. Stejny vysledek dostaneme, polozime-li z = b
a dale x = ¢. Protoze dosazovana ¢isla a, b, ¢ jsou po dvou rizna,
je tim dana identita dokazana.

S potésenim muzeme konstatovat, Ze jsme pritom nemuseli
,V potu tvare“ scitat zlomky a nasobit dvojcleny na levé strané
dané rovnosti.

¢lenem z — a jsou rovny nule a zbyvajici zlomek
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Priklad 2. Dokazte, Ze pro libovolna realna cisla a, b, ¢ takova,
zea+b#0,b+c#0, c+a#0, plati:

a—b b—c c—a (a—b)-(b—c) (c—a)

a+b+b+c cta (a+b)-(b+c) (c+a) =0

Abychom mohli pouzit uvedenou vétu, prevedeme levou stranu
dané rovnosti na spole¢ného jmenovatele; Citatel takto vzniklého
zlomku je soucet

(@ =b)-(b+c)-(c+a)+(b—c)-(a +b)-(c+a)+
+(c—a)-(a+b)-(b+c)+(a —b)-(b—c)(c—a),

ktery budeme povazovat za polynom druhého stupné v promeénné a.
Dokazeme, Ze je roven nule pro t¥i riizné hodnoty promeénné a:
a =b, a = ¢, a = 0; protoze dosazovana cisla b, ¢, 0 musi byt po
dvou riizna, je nutno predpokladat b # ¢, b # 0, ¢ # 0. Dosazenim
Cisel b, ¢, 0 za proménnou a dostaneme:

pro a = b: (b—c)-2b-(c+b)+(c—0b)-2b-(b+¢c)=0
pro a = c: (c—=b)-(b+c)-2c+(b—c)-(c+b)-2¢=0
pro a = 0: b-(b+c)-c+(b—c)-b-c+b-c-(b+c)—
—b-(b—c)-c=0.
Tim je dokézano, Ze dany polynom je pro a +b # 0, b + ¢ # 0,
ct+a#0,b#c b+#0, c+# 0rovennule, coz znamena, ze za téchto

predpoklad® dana rovnost plati. Zbyva jesté ukazat, ze plati i pro
b=c¢,b=0ac=0, coz ovéfime snadno:

a —¢C cC—a

pro b = c: + == i,
a+¢c c+a

prob—0: G4 Cycma a9 lema)_,
a c c+a a-c-(c+a)
_ _ —b)-b-(—

pro ¢ = O: ¢ b+9+ a+(a ) ( CL):O.

a+b b a (@ +b)-b-a

Tim je dana rovnost dokazana.
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Pociti-li ¢tenar touhu ovérit si tento postup na dalsim prikladu,
muze tak ucinit pii dikazu identity

a? — be b2 — ac c® —ab

(a+b)'(a+6)+ (b+c).(b+a)+(c+a)_(c+b) = (],

ktera plati pro vSechna realna cisla a, b, ¢ takova, ze kazdy ze
sou¢tli a + b, a + ¢, b + ¢ je riizny od nuly.
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ABSTRACT

The article presents a way to solve some types of problems on
simplifying algebraic expressions and proving identities in which
polynomials are used. This way is based on a simple property of
polynomials which is, however, not known at secondary schools.



