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JESTE K CISLU 2:
BABYLON A RETEZOVE ZLOMKY

VLASTIMIL DLAB, JINDRICH BECVAR

Vypodet ¢isla /2 pomoci rekurzivni posloupnosti {a, | 0 < ¢}
definované volbou ag a vztahem

/| 2
agll] = = <at = —‘> pro t > 0 (1)
2 at

byl pravdépodobné znam uz Babylonantim (viz [1]). Pro volbu
ap = 1 dostavame tuto posloupnost racionalnich aproximaci ira-
cionalniho ¢isla /2:
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Tyto aproximace se objevi téz jako nékteré konvergenty néasledu-
Jictho nekonec¢ného retézového zlomku
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jehoz (limitni) hodnotou je pravé iracionalni éislo V2. Konver-
genty

co=1, ¢ =1+-,
0 1 9
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maji postupné hodnoty
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Je znamo (a je snadné se presvédcit), ze pro Citatele ri, £ > 0,
a jmenovatele sg, k > 0, konvergent ¢, plati nasledujici rekurzivni
predpis:

Thid = 2reil + Ths Sk4+2 = 2Sk41 + Sk, k= 0. (2)

Posloupnost {r; | 0 < k} je tedy urcena vztahem (2) a pocatecni
volbou g =1, r; = 3; jedna se o Pell-Lucasovu posloupnost

1 k+1 2AH
= QYA AV

Posloupnost {sy | 0 < k} je urCena vztahem (2) a pocatecni volbou
so = 1, 81 = 2; jedna se tedy o Pellovu posloupnost

o \/5 (l + \/i)k+l . (1 - \/i)k+1

\ ; k > 0.
1 2

Odvozeni téchto vzorcd je pomérné snadné (viz napi. [2]). Po-
sloupnost konvergentt {cy | 0 < k} iracionalniho &isla /2 je tedy
dana vzorcem

B (1+V2)FH 4 (1 — V2)kH]
ek = V2 (14 V2)k+L — (1 — V2)kt1’

Nyni zformulujeme nasledujici zajimavy vztah mezi ¢leny této po-
sloupnosti.

k > 0.

Pomocna véta. Pro kazdé k > 0 je

1

2
5 (Ck g C—k—> = C2k+1-
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Diikaz. Pisme A=1++v2 a B =1- 2. Potom

k+1 k41 2 k+1 k+1 2
1 2 1 2<%\TT%I§T1‘1‘) + 2 - (/}A-fl gwl)
ot 2) =1
3 2

\/2' Ak+1 }_Bk+l
ARFI _REFT

1 2-(A2(k”+'1) L g2(k4D) )
= \/5 . (A]\:-}—l + Bk+l) (Akzrlb__ B[‘I_l) ==
A2(k+1) 4 g2(k+1)

k. A2(k+1) _ B2(k+1) = C2k+41-

Odtud uz bezprostiedné plyne nasledujici hlavni tvrzeni.

Véta. Babylonska posloupnost {a, | O-< t} definovand rekur-
zivneé volbou ag = 1 a vztahem (1) je podposloupnosti konvergenti

{ck | 0 <k} disla V/2:

1+v2)? + 2)%
Gt—62’~1—\/ ( \/ \/)

v Va) t > 0.

(14 v2) i4ﬂ>2"

Babylonské aproximace ¢isla v2 je tedy podstatné rychlejsi
nez aproximace pomoci retézovych zlomki. Pro apluost uvedme
prvnich 16 konvergentt ¢isla v/2:

) )

7 17 41 99 239 577 1393 3363
o

g
27 5 127 297 70" 169 408 985 2378’

1
1

8119 19601 47321 114243 275807 665857
57417 13860° 33461’ 80782 195025° 470832’

Podposloupnost babylonskych aproximaci je tato:

138 1T 577 665857
1’ 2’ 12° 408’ 470832’
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