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JI~Š'_r.l~~K. ČíSI.JlJ ) 2':

BA.BYl~ON A. :ŘE'l' ]~ZOVf~ ZLO:MKY

VLASTII\1IL DLAB, .JINDllICH B EČ~vAI1.

Výpočet čísla /2 pomocí rekurzivní posloupnosti {at. I O<L}
definované volbou ao a vztahem

at +l == ~ (a t -+ ~) pro 1; > O
2 at

(1 )

byl pravděpodobně znám už Babylo ňan ům (viz [1'] ). Pro volbu
ao == 1 dostáváme tuto posloupnost racionálních aproximací ira­
.cionáln ího čísla /2:

1,
3
2 '
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577

408'
f)(i5 857._ - --_....

Ll70 8~3 2 '

Tyto aproximace se objeví též jako některé konvergenty následu­
jícího nekonečného řetězového zlornku

1

{1; 2, 2, 2, . .. } == 1 + 1

1
2 -t- --­

2 + - - - - - -

. . . -t- ---

.. . -f-----.------ -_o'
1

2 -+- .- --.-- ---..
1

2 -t- ..._- _.. ...
2 --j- .. .

jehož (Iimitn í) hodnotou je právě iracioná ln í č ís lo )2 . Konver ­
genty

Co == 1,
1

C2 == 1+ ,
1

2 + ­, 2

1
C3 == l -l----'-1- -',

2 + - ­
1

2 + ._-
2
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mají postupně hodnoty

T'2 7
C2 == - == .-

S2 5
1'k

Ck == - -,
Sk

TO 1 Tl 3
Co == - == - , Cl == - == --

So 1 S l 2 '
T3 17

C3 == S 3 == 12' ...,

Je známo (a je snadné se přesvědčit) , že pro č itatele r i« , k > O
a jmenovatele Sk, k > 0, konvergent Ck platí následující rekurzivní
předpis:

k > 0. (2)

Posloupnost {Tk I O < k} je tedy určena vztahem (2) a počát ..čn í

volbou TO == 1, Tl == 3; jedná se o Pell-Lucasovu posloupnost

(1 -t- /2)k+ 1 + (1 _ / i )k-I-l
Tk' == ------ -------.2 ' k '2 O.

Posloupnost {Sk I O < k} je určena vztahern (2) CL počát eční volbou
So == 1, Sl == 2; jedná se tedy o Pellovu posloupnost

(1 -f- yI2)k+l - (1 - yI2)k+l
Sk == ·12 · . "

4
k >0.

Odvození těchto vzorců je poměrn é snadné (viz na.př. [2]). 1>0­

sloupnost konvergentů {Ck I O < k} iracionálního čísla /2 je tedy
dána vzorcem

k >0.

Nyní zformulujeme následující zajímavý vztah mezi členy této po­
sloupnosti.

Pomocná věta. Pro každé k > O je

~ (Ck + 2..) == C2k+l.
2 Ck
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Důkaz. Pišme f l == 1 + V2 aB == 1 - V2. Potom

1 2 . (A 2 ( k +1) _+ B 2 (k -1- 1) )

J2 . (A k -I- 1 + B k ~= 1 ) ( A k +'.1 - "rl I.: 1-1 ) __ o

A 2 (k + l ) + B 2 (k + l )

= v0.. A2 (k +l ) _ B2( k + l ) = C2J.:+ 1.

Odtud už bezprostředně plyne následující hlavní tvrzení.

Věta. Babylonská posloupnost {at I O'.< t} definovaná rekur­
zivně volbou 0.0 == 1 a vztahem (1) je podposloupností konveTgcnlú
{Ck I O < k} čis la }2:

(1 + }2)2' -/- (1 _ / 2) 2'
a, == C2 ' - 1 == J2. - ------ ._..._-_...__ ._.._..- :=:-. ' - .

. (1 - j-. J2)2 ' - (1 .- J2r~ '
I ? O.

Babylonská aproximace č ís l a J2 je t.ed y podstatně rychlejší
než aproximace pomocí řetězových ZI01l1kú. Pro úp lnos t uveďme

prvních 16 konvergent ů čísla )2':

1 3 7 17 41 99

l' 2' 5' 12' 29' 70'
239

169'

577
408'

1393

985 '
33G3

2378 '

8119

5741 '
19601
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47321
- --
33461 '

114243

80782 '

275807
- - - -- _. -

195 025 '
665 857
'-'.._'- --_ . ~ .

470 832 '

Podposloupnost babyIonských aproximac í je tato:

1
l'

3
2'
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12'
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408'
665857
- - -
470832 '
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