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OBSAH OBECNEHO MNOHOUHELNIKU

VLASTIMIL DLAB

Obvykla definice popisuje v elementarni matematice mno-
hothelnik jako omezenou ¢ast roviny, kterd je ohrani¢ena uza-
vienou lomenou ¢arou. Je jim tedy myslena ¢ast roviny ome-
zena konecnym poctem usecek, které se neprotinaji (jejich pocet
musi byt alespon tfi). Tyto tsecky jsou strany a jejich koncové
body jsou vrcholy mnohotuhelniku. Je-li jejich pocet n, mluvime
o n-ahelniku. Mam samoziejmé na mysli obecny mnohotuhelnik
a podotykam, ze ,obecny“ mnohothelnik zahrnuje v matematice
i ,pravidelny“ ¢i jinak ,specialni“ mnohotuhelnik.

Pokud se tyce obsahu mnohothelniku, v béznych ucebnicich
nalezneme nanejvys vypocet obsahu pravidelnych mnohothel-
nikd, tj. n-thelniki, jejichz vrcholy lze popsat n-tymi odmocni-
nami kladného realného cisla. Pritom se jisté mnohym ucitelim
prihodilo, Ze byli ¢as od ¢asu dotdzani zvidavymi studenty, jak
jednoduse vypocitat obsah obecného mnohouhelniku.

Nasledujici véta uvadi jednoduchy vzorec pro vypocet obsahu
n-thelniku, jehoz vrcholy jsou postupné oznaceny Ay, ..., Aq, ...,
..., A, a zadany soufadnicemi (a4, b;), 1 <t < n; bod A; je tedy
popsan komplexnim ¢islem z; = a; + bqi.

Vé&ta. Necht je mnohothelnik P = A1 Aq . .. Ay, orientovdn proti
sméru hodinovych rucicek a jeho vrcholy Ay, Aa, . .., An necht jsou
popsdny komplexnimi éisly z1, z2, . . . , 2n. Potom obsah A(P) mno-
hothelniku P je ddn vzorcem

1 1 "
AP) =58 (12 + Bazs + o+ Zn1) = 53( Y iz ) (%)
t=1

Zde je z,41 = 21, Z; je Cislo komplexné sdruzené s ¢islem z; (1 <
<t <n) a S(z) znadi imaginarni ¢ast komplexniho cisla 2.
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Dikaz. Nejprve dokazeme vzorec (*) pro trojuhelnik
A = A; A9 A3 orientovany proti sméru hodinovych rucicek a po-
psany komplexnimi ¢isly zi, z2, z3. Dilkaz provedeme ve tfech
krocich. Vyuzijeme toho, Ze translace roviny 7, : z — 2 + w ve
sméru w a rotace roviny 9o, : z — ze'? = z(cos p+isin ) kolem
pocatku 0 o uhel ¢ proti sméru hodinovych rucicek zachovavaji
vzdalenosti mezi dvojicemi bodt, tj. jsou izometriemi roviny.

1. krok. Cislo z = Z1 2 + Z223 + Z32; se nezméni, oto¢ime-li rovinu
kolem pocatku 0 (tj. z je invariantem rotace kolem bodu 0). To je
témér trivialni:

00,0(21)00,0(22) + 00,0(22)00,0(23) + 00,0(23)00,,(21) =
= Zie T ¥P20el¥ + Zoe ¥z3el¥ + Zze %21€!Y = Zizg + Zaz3 +

+ 2321 = 2.

2. krok. Realné cislo Qz se nezmeéni, jestlize libovolné posuneme
rovinu, tj. 3z je invariantem kazdé translace 7,,. Vypoctéme vyraz

Tw(21)Twl22) + Twl22)Tw(23) + Twl23) T (21) =
= (21 + w)(22 + w) + (22 + w)(25 + W) + (3 + W) (21 + w) =

= 2122 +2223+ 2321 +r=2+4+T,
kde r = Ziw + 21W + Zaw + 22W + Zzw + 23W + Jww. Jelikoz je
r =T, je Cislo r redlné a ¢islo Y (z) se tedy translaci nezméni.

3. krok. Vhodnou translaci a rotaci kolem pocatku zobrazme dany
trojuhelnik do polohy, kdy z; =0, 2o = a, 23 = b+ ci, kde a, b, ¢
jsou realna ¢isla, pricemz a > 0, ¢ > 0. Obsah tohoto trojuhelniku

je tedy roven %ac. Dale je

1 1 1
3 S (Z122 + Zo2z3 + Z321) = 3 &y (ab+ aci) =3 ac.

Pro uvazovany trojihelnik tedy vzorec (*) plati.
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Dale budeme postupovat indukei.

VyuZijeme vhodné triangulace mnohothelniku P. Vzdy exis-
tuje takovy bod A;, Ze obsah n-tthelniku P se rovna souétu ob-
sahu trojuhelniku A = A4; 1 A;A;,1 a obsahu (n — 1)-uhelniku P’
= A1Az... Ay_1A441... Ay, které jsou orientovany proti sméru
hodinovych rucicek. Je tedy

A(P) = A(A) + A(P?)

Podle indukéniho predpokladu - vzorec (*) plati jak pro troj-
uhelnik A, tak pro (n — 1)-thelnik P’ - dostavame

1
A(P) = 5 ) [-Z—t~lzt + Etzt-{-l +Et+1zt_1)]+

1 _ _ _
+§ & [(2122 + o+ Zi02t 1 + Zi—12¢41+

+Zer12e42 + 000+ Zn21)] =
1

= 5 S (Z122 + Zazz + -+ + Zp21),

nebot ¢islo Z;112¢-1 + Zi—12¢41 je realné. Tim je dikaz dokonéen.

Poznamka. Cislo z = Z; 29+Z223+7Z321 spjaté s trojihelnikem
A1 A2 A3 zavisi na jeho orientaci. Pfi orientaci téhoZ trojihelnika
ve sméru hodinovych ruc¢icek dostavame vyraz 2z’ = Z123 + Z329 +
+ Z221. Thned vidime, ze 2’ = Z, tj. ¢isla 2’ a z jsou komplexné
sdruzend, tedy Qz' = —Qz. Totéz evidentné plati pro libovolny
mnohotuhelnik. Jeho obsah, nezavisle na orientaci, se tedy rovna
poloviné absolutni hodnoty imaginarni ¢asti komplexniho ¢isla

Z122 + 2223 + -+ Zp2;.

Nakonec uvedme jednoduchou ilustraci pouziti vzorce (*). Necht
P je desetitihelnik popsany na nasledujicim obrazku:
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10+-2i

Potom je

AP) = -;- S [(10 — 2i)(8 + 10i) + (8 — 10i)(7 + 11i)+
+(7 — 11i)(7 + 8i) + (7 — 8i)(6 + 7i) + (6 — 7i)(5 + 9i)+

+(5 — 93) (5 + 61) + (5 — 61) (7 + 31) + (7 — 3i)(2 + 7i)] =
1
= 5 (100 — 16 + 88 — 70+ 56 — 77 + 49 — 48 + 54—

—35+ 30 — 45 + 15 — 42 + 49 — 6) = 51.
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