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OBSAI-I OBECNÉHO MNOI-IOÚHEL fKU

VLASTIMIL DLAB

Obvyklá definice popisuje v elementární matemati mno
hoúheln ík jako omezenou část roviny, kt erá je ohranič na uza
vřenou lomenou čarou. Je jím tedy myšlena čá t roviny or
zená konečným počtem úseček, které se neprotínají (j jich poč t
musí být alespoň tři). Tyto úsečky jsou strany a jejich koncov é
body jsou v rcholy mnohoúhelníku. Je-li jejich počet n, mluvím
o n- ú heln ík u. Mám samozřejmě na mysli ob cný mnohoúh lník
a podotýkám, že "obecný" mnohoúhelník zahrnuje v mat mati c
i "pravidelný" či jinak "speciální" mnohoúhelník.

Pokud se týče obsahu mnohoúhelníku , v běžných uč bnicích
nalezneme nanejvýš výpočet obsahu pravidelných mnohoúh 1
níků, tj. n-úhelníků, jejichž vrcholy lze popsat n-tými odmocni
nami kladného reálného čísla. Přitom se jistě mnohým u čitelů m

přihodilo, že byli čas od času dotázáni zvídavými studenty, jak
jednoduše vypočítat obsah obecného mnohoúhelníku.

Následující věta uvádí jednoduchý vzorec pro výpočet obsahu
n-úhelníku, jehož vrcholy jsou postupně označeny Al , ... , At , .. . ,

. .. ,An a zadány souřadnicemi (at, bt ) , 1 < t < n; bod A t je tedy
popsán komplexním číslem Zt == at + bti.

Věta. Nechť je mnohoúhelník P == A 1A2 ... A n orientován pro ti
směru hodinových ručiček a jeho vrcholy Al, A2 , ... , An nechť jsou
popsány komplexními čísly Zl, Z2 , ... , Zn' Potom obsah A(P) mno
hoúhelníku P je dán vzorcem

1 1 n
A(P) = - 8' (ZlZ2 + Z2Z3 + ... + ZnZl) = "28'( LZtZt+l ). (*)

2 t =l

Zde je Zn+l == Zl, Zt je číslo komplexně sdružené s číslem Zt (1 <
< t < n) a SS(z) značí imaginární část komplexního čísla z.
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Důkaz. Nejprve dokážeme vzorec (*) pro trojúhelník
~ == A lA2A3 orientovaný proti srněru hodinových ručiček a po
psaný komplexními čísly Zl, Z2, Z3 . Důkaz provedeme ve třech

krocích. Využijeme toho, že translace roviny Tw : z ~ z + W ve
směru w a rotace roviny f2 O,'P : z ~ zei'P == z(cos <p+ i sin <p) kolem
počátku O o úhel ip proti směru hodinových ručiček zachovávají
vzdálenosti mezi dvojicemi bodů, tj . jsou izometriemi roviny.

1. krok. Číslo z == Zl Z2 + Z2Z3 + Z3Zl se nezmění, otočíme-li rovinu
kolem počátku O (tj. z je invariantem rotace kolem bodu O) . To je
téměř triviální :

== Zl e-i<p Z2ei'P + Z2e-i'P Z3ei'P + Z3e-i'P Zl ei<p == Zlz2 + Z2 Z3 +
+ z3Zl == Z.

2. krok . Reálné číslo ~z se nezmění, jestliže l ibovo lně posuneme
rovinu, tj . ~z je invariantem každé translace Tw . Vypočtěme výraz

Tw(Zl)TW(Z2) + Tw ( Z2 )Tw ( Z3 ) + Tw(Z3)Tw(Zl) ==

== ( Z l + W) (Z2 + W) + ( Z2 + W)(Z3 + W) + (Z3 + W)(Zl + W) ==

== ZlZ2 + Z2Z3 + Z3Z l + r == z + r,
kde r == ZlW + ZlW + Z2W + Z2W + Z3W + Z3W + 3ww. Jelikož je
r == r, je číslo r reálné a číslo ~ (z ) se te dy t rans lací nezmění.

3. krok. Vhodnou translací a ro t ací kolem počátku zobrazme daný
trojúheln ík do polohy, kdy Zl == O, Z2 == a , Z3 == b + ci, kde a, b, c
jsou reálná čísla, přičemž a > O, c > O. Obsah tohoto t rojúhe lníku
je tedy roven ~ac. Dále je

Pro uvažovaný trojúhelník tedy vzorec (*) platí.
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Dále budeme postupovat indukcí.
Využijeme vhodné triangulace mnohoúh lníku P . Vždy xi

t uje takový bod A t , že obsah n-úhe lníku P s rovná oučtu b
sahu trojúhelníku ~ == A t-lAt A t+l a ob ahu (71, - l )-úh lníku P'
== A 1A 2 ... At-1At+1 ... A n, které jsou ori ntovány pr ti n ěru

hodinových ručiček. J e tedy

A (P) == A(~ ) + A(P ' )

Podle indukčního předpokladu - vzorec (*) platí jak pro troj
úhelník ~, tak pro (71, - Ll-úhelník P' - dostáváme

1
A(P) == "2 ~ [Zt- lZt +ZtZt+ l +Zt+l Zt- l)] +

1
+"2 ~ [(Z lZ2 + ... + Zt - 2Zt-l + Zt -l Zt+l +

+ Zt+ l Zt+2 + ... + ZnZl )] ==
1

== "2 ~ (Zl Z2 + Z2Z3 + .. .+ ZnZl ) ,

neboť číslo Zt +lZt-l + Zt- l Zt+ l je reálné. Tím je důkaz dokonč n.

Poznámka. Číslo z == Zl Z2 +Z2Z3 + Z3Z1 spjaté s trojúhelníkem
A 1A2A3 závisí na jeho orientaci. Při orientaci téhož trojúhelníka
ve směru hodinových ručiček dostáváme výraz z' == Z lZ3 + Z3Z2 +

+ Z2Z1. Ihned vidíme, že z' == Z, tj. čísla z' a z jsou komplexně

sdružená, tedy ~Z' == -~z . Totéž evidentně platí pro libovolný
mnohoúhelník. Jeho obsah, nezávisle na orientaci, se tedy rovná
polovině absolutní hodnoty imaginární části komplexního čísla

Nakonec uveďme jednoduchou ilustraci použití vzorce (*). Nechť
P je desetiúhelník popsaný na následujícím obrázku:
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Potom je

A(P) = ~ ~ [(lO - 2i)(8 + 10i) + (8 - lOi)(7 + l1i) +

+ (7 - 11i)(7 + 8i) + (7 - 8i)(6 + 7i) + (6 - 7i)(5 + 9i)+

+ (5 - 9i)(5 + 6i) + (5 - 6i)(7 + 3i) + (7 - 3i)(2 + 7i)] ==
1

== - (100 - 16 + 88 - 70 + 56 - 77 + 49 - 48 -t- 54
2

- 35 + 30 - 45 + 15 - 42 + 49 - 6) == 51.

Prof. RNDr. Vlastimil Dlab, DrSc., FRSC
School oj Mathematics and Statistics
Carleton University
Ottawa, Ontario, K1S 5B6
Canada
e-mail: vdlab@math.carleton.ca


