Ucitel matematiky

Petr Emanovsky
Jak viktoridnsky polyhistor objevil korela¢ni analyzu

Ucitel matematiky, Vol. 30 (2022), No. 2, 65-76

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/150453

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematiku a fyzikd, 2022

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/150453
http://dml.cz

65

JAK VIKTORIANSKY POLYHISTOR
OBJEVIL KORELACNI ANALYZU

PETR EMANOVSKY!

Uvod

16. tnor 2022 predstavuje 200. vyroc¢i narozeni nadseného prirodo-
védce Francise Galtona (1822-1911). Zivot a dilo této renesanéni
osobnosti jsou opravdu obdivuhodné. Galton je pravem povazo-
van za prukopnika novych védeckych metod, zejména v biologii,
psychologii a statistice. Jeho Siroky védecky zajem vSak zahrnoval
i feSeni problémil antropologie, meteorologie a kriminalistiky. Gal-
tonovo jméno je znamé predevsim v souvislosti s jeho vyznamnym
vynéalezem — Galtonovou deskou (fazolovy stroj, quincunx). Toto
zafizeni Galton sestrojil k ilustraci platnosti centralni limitni véty
a zejména faktu, ze pfi dostateéné rozsdhlém vzorku se binomické
rozdéleni blizi normélnimu (Stigler, 1989; Kalina & Soukup, 2019).
Galton vsak prispél k rozvoji statistiky celou fadou dalsich origi-
nalnich myslenek. K jeho vyznamnym objeviim v ramci statistiky
patii bezesporu zavedeni pojmi regrese a korelace. Je ponékud
s podivem, Ze k objevu tak fundamentalnich a Siroce uzivanych
pojmii doslo az na konci 19. stoleti (Stigler, 1989). Pravdou také je,
ze dodnes pouzivany Galtonav klasicky parovy korelacni koeficient
je pojmenovan po Karlu Pearsonovi, ktery v roce 1920 Galtonovy
myslenky upftesnil.

1Clanek vznikl za podpory projektu Univerzity Palackého Olomouc ,,Al-
gebraické a geometrické struktury“ IGA PrF 2021 030.
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Analyza zavislosti dvou nahodnych velicin

Castym problémem statistické analyzy dat je zkoumdani vzijem-
nych vztaht dvou nebo i vice ndhodnych velicin. Pti studiu zavis-
losti dvou proménnych vyuziva statistika metod regresni a kore-
lacni analyzy. Regresni analyza se snazi urcit vztah mezi dvéma
proménnymi (linedrni, kvadraticky apod.) a popsat jej graficky
nebo funkénim predpisem. Hlavni motivaci je pfi tom usuzovat
z hodnot jedné velifiny (nezéavisle proménné) na hodnoty druhé
veli¢iny (zdvisle proménné). Korela¢ni analyza se zaméiuje na vza-
jemnou silu vztahu dvou veli¢in, aniz by zkoumala jeho kauzalitu.
Vztahy mezi proménnymi jsou zkoumdany graficky a vyjadfovany
pomoci tzv. korelacnich koeficienti. Pro riizné situace statistic-
kého uvazovani mame riazné korela¢ni koeficienty. K nejznaméjsim
patii Pearsontv korela¢ni koeficient, Spearmaniv korela¢ni koe-
ficient poradi a Kendalltiv koeficient poradové korelace (Hendl,
2004). V praxi v8ak dochdzi k ¢astému prolindni metod regresni
a korela¢ni analyzy.

Pearsonuv korelacéni koeficient

V piipadé jednorozmérného statistického souboru charakterizuje
variabilitu n naméfenych vysledkt x1, ..., x, ndhodné veli¢iny X
variance (rozptyl) uréend vzorcem

1 n
s2 = - Z(mz —z)2
i=1

Pro dvourozmérny statisticky soubor ndhodnych veli¢in X, Y de-
finujeme analogicky tzv. kovarianci vztahem

cov(X,Y) = 1 Z(xz —z)(yi — 7).

n <
=1

Uvazujme dvé nahodné veliciny X, Y, které maji obé alespon
priblizné normalni rozdéleni. Mame-li k dispozici ndhodny vybér
n part méfeni (x1,y1), ..., (Tn,yn) téchto veli¢in, mizeme urcit
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vybérové praméry z, § a vybérové rozptyly s%, s3. Nyni lze vy-
pocitat vybérovy (Pearsoniv) korela¢ni koeficient:

Hodnota vybérového korela¢niho koeficientu vyjadiuje silu zé-
vislosti veli¢in X, Y v intervalu od —1 do 1. Hodnoty blizké
nule indikuji velmi slaby vzajemny vztah veli¢in, naopak hod-
noty koeficientu blizké —1 nebo 1 odpovidaji silnému linedrnimu
vztahu. Zaporna korelace ukazuje, ze vysokym hodnotam jedné
proménné odpovidaji nizké hodnoty druhé veli¢iny a naopak. Pti
kladné korelaci vysokym hodnotdm odpovidaji opét vysoké hod-
noty (Komenda, 1994). Poznamenejme, Ze pravé uvedeny zpu-
sob zavedeni korela¢niho koeficientu se zfejmé nejcastéji vysky-
tuje v zékladnich udebnicich statistiky (Komenda, 1994; Hend]l,
2004; Chraska, 2007; Hindls et al., 2007). K tomuto pojmu vsak
lze dospét mnoha jinymi zpisoby (Rodgers & Nicewander, 1988).
Po zavedeni pojmu korelace zpravidla v ucebnicich nasleduje vy-
svétleni zakladnich pojmu regresni analyzy, vétsinou s durazem na
linearni regresi. Pouzitim metody nejmensich ¢tverct lze dokazat,
ze ze znamych hodnot veli¢iny X lze nejlépe predikovat neznamé
hodnoty veli¢iny Y pomoci linedrni regresni funkce s predpisem
y = a+ byxx, kde byx = Txy% je regresni koeficient (smér-
nice) regresni pfimky a a = y — by xx je funkéni hodnota regresni
pfimky pro xz = 0. Standardizaci veli¢in X, Y muzeme dosdhnout
toho, Ze sx = sy = 1. Potom by x = rxy a korelacni koeficient
je pfimo roven smérnici regresni primky. Dale je zfejmé, Zze pro
rxy = 0 je také by x = 0, tedy nulové korelaci odpovida regresni
pfimka rovnobézné s osou z (Komenda, 1994).

Piiklad. Pomoci Pearsonova koeficientu korelace zjistime tésnost
vztahu mezi vysledky testu z matematiky a z fyziky deseti stu-
denti (viz tabulka 1).

Pro vypocet korela¢niho koeficientu je vyhodné pouzit nasle-
dujici vzorec (Chréaska, 2007):
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rxy = Yo TiYi — P TiY Y .
J (5wt = (S a) (n502 - ()

S ohledem na tvar tohoto vzorce pripravime tabulku s dilé¢imi
vypoclty:
Tab. 1: Vysledky testu z matematiky a fyziky (Chréska, 2007)

74k i | Matematika z; | Fyzika v; | x;y; x? Y2
1 7 12 84 49 144
2 10 14 140 100 196
3 1 8 8 1 64
4 9 15 135 81 225
5 6 12 72 36 144
6 4 9 36 16 81
7 8 13 104 64 169
8 3 13 39 9 169
9 8 16 128 64 256
10 5 13 65 25 169
S 61 SS125 > 811]S. 4455 1617

o 10-811 — 61-125
YT /10 445 — 612) (10 - 1617 — 1252)

~0,77.

Vypoctena hodnota Pearsonova korela¢niho koeficientu indi-
kuje vysokou zavislost zkoumanych veli¢in.

Zivot Francise Galtona

Francis Galton se narodil 16. tinora 1822 v Birminghamu jako
nejmladsi z deviti déti. Vétsinu svého Zivota prozil v obdobi vlady
kralovny Viktorie (1837-1901) a byl vychovavan jako typicky vik-
torian. Do péti let byl vzdélavan doma svou invalidni sestrou
a projevoval se jako genialni dité. Pozdéji vystridal riazné skoly.
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Na prani rodiny zacal studium mediciny, které vsak nedokonéil.
Zaujala ho matematika, kterou zacal v roce 1840 intenzivné stu-
dovat v Cambridge. Studium vsak opét nezvladl a v roce 1844
se vratil k mediciné. Po smrti otce vSak studia zanechal a stal se
nadsenym cestovatelem. Mimo jiné podnikl tii vyznamné cesty —
do vychodni Evropy (1840), na Blizky vychod (1845-1846) a do
jihozdpadni Afriky (1850-1852). Tyto cesty vyznamné ovlivnily
jeho pohled na svét a vzbudily u néj velky zajem o piirodni védy
(Bulmer, 2003). Jiz v roce 1854 se stal za svou praci v Africe uzné-
vanym védcem a ¢lenem Royal Geographical Society. V roce 1853
se Galton oZenil s Luisou Butler (1822-1897), jejich manzelstvi
vsak bylo bezdétné. V roce 1909 byl Galton za svij pfinos védé
pasovan na rytife a o dva roky pozdéji, v 88 letech, zemftel.

Francis Galton vSestranny piirodovédec

Francis Galton byl vskutku nadSenym polyhistorem, ktery se za-
jimal o vSe, co souvisi s pfirodou a ¢lovékem. Svou védeckou ka-
riéru prozil jako prezident geografické sekce British Association
(1862-1872), pozdéji piisobil jako prezident sekce antropologické
(1877-1885). Vysledky svého badani pravidelné publikoval for-
mou kratkych ¢lankt, kterych se dochovalo vice nez 300 (Bulmer,
2003). Jednou z vyznamnych oblasti Galtonova védeckého zdjmu
byla meteorologie. V roce 1862 zpracoval meteorologickou mapu
Evropy a zabyval se problematikou predpovédi pocasi. V roce 1863
publikoval stézejni praci Meteorographica, ktera se stala vyznam-
nym dilem rozvijejici se moderni meteorologie. Grafické a statis-
tické metody, které pii zpracovani této knihy pouzil, pfedstavuji
ziejmé duleZitou pripravu na Galtoniv pozdéjsi vyzkum dédic-
nosti (Bulmer, 2003). V ramci genetiky byl Galton silné ovlivnén
praci svého bratrance Charlese Darwina. Nezajimal se vsak prilis
o genetiku zvifat a rostlin, ale predevsim o genetiku ¢loveéka. Své
myslenky shrnul v dilech Hereditary Talent and Character (1865)
a Hereditary Genius (1869). Galton vytvotil vlastni originalni teo-
rii dédi¢nosti, kterad vsak byla formulovana tak, Ze ji nebylo mozné
jednoduse experimentélné verifikovat (Gillham, 2001). Po urci-
tém pocatecnim tapani dospél po roce 1875 ke statistické teorii
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dédic¢nosti, kterd jiz umoziovala seriézni védecky vyzkum. Vy-
tvoril tzv. teorii dédi¢nych mechanizmi, kterd ovsem byla pozdéji
pfekondna objevy Gregora Johanna Mendela (1822-1884). Gal-
ton je rovnéz povazovan za jednoho z prvnich experimentalnich
psychologii. Zabyval se mimo jiné fesenim nékterych netradicnich
problémi, studoval zejména individualni rozdily lidskych schop-
nosti. Zkoumal napiiklad korelaci mezi velikosti hlavy a inteli-
genci, dédi¢nost geniality nebo typy nadani. Galton byl pfimo
posedly méfenim a kvantifikaci. Vyvinul fadu testti a méFicich
metod, kterymi obohatil experimentalni védu. Mél spoustu ori-
gindlnich napadd, casto je vSak nedotahl do konce a prenechal
je jingm. Ponékud méné znamé, ale o to zajimavéjsi, jsou nék-
teré Galtonovy objevy v oblasti kriminalistiky. Uvedme alespon
metodu prekryvani fotografii a metodu identifikace osob pomoci
otiskd prsti. Ponékud kontroverzni je Galtonem vytvorenad védni
disciplina zvana eugenika, ktera je zaloZena na myslence zdokona-
lovéani lidské rasy pomoci fizené evoluce. Tato teorie brzy ziskala
fadu pfiznivct i odptirct po celém svété, pozdéji vsak byla zne-
uzita némeckymi nacisty. Dnes jsou nékteré Galtonovy nazory na
usporadani spole¢nosti hodnoceny jako zcela nepfijatelné (Kalina,
2011; Kalina & Soukup, 2019).

Francis Galton objevitel regrese a korelace

Galton dospél k pojmum regrese a korelace pri studiu dédi¢nosti.
Prvni myslenky o regresi se objevuji v jeho dile Hereditary Genius
z roku 1869. Inspirovan praci svého bratrance Charlese Darwina
zkoumal a porovnéval velikost a hmotnost dvou generaci hrachu.
Tento vyzkum postupné vedl k odhaleni pojmu regrese. Galton
zjistil, Ze prvni generace extrémné velkych hrachi produkuje dru-
hou generaci hrachi, které jiz nejsou tak extrémné velké a vykazuji
tedy ,navrat k praméru“ (Hendl, 2004; Stanton, 2001). Pozdé&ji
tuto regresi k priiméru zaznamenal i pfi mezigenera¢nim srovna-
vani fyzickych parametri tisici jedinct. Tento koncept upfesiio-
val néasledujicich 16 let a v roce 1885 poprvé statisticky popsal
pojem regrese k prameéru. Tento pojem demonstroval na empiric-
kém prikladu regrese vysky déti k pramérné vysce jejich rodica.
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V roce 1888 Galton definoval souvisejici pojem korelace. Regresni
a korela¢ni analyza byly nésledné rozvijeny dalsimi statistiky. Nej-
vétsi mérou k tomuto rozvoji ptispéli zejména Francis Ysidro Ed-
geworth (1845-1926), Karl Pearson (1857-1936) a George Udny
Yule (1871-1951) (Fienberg, 1992). Galton navrhl korela¢ni koe-
ficient jako miru linearni regrese a definoval jej jako smérnici re-
gresni piimky pro standardizované proménné (Militky & Meloun,
2000; Fancher, 1989). Nutno poznamenat, ze Galton pracoval pre-
vazné na urovni deskriptivni statistiky, své teorie rozvijel prede-
vsim na zakladé grafi a tabulek s minimem vypoctt. Jako miru
centralni tendence pouzival medidan misto aritmetického primeéru
a jako miru variability mezikvartilové rozpéti misto smérodatné
odchylky (Pearson, 1920). To pfedstavovalo uréitou vyhodu zjed-
nodusenych vypoctl, na druhé strané to vsak pro vypocty zname-
nalo jisté omezeni. Nebylo takto napfiklad mozné pracovat s poj-
mem kovariance. Galtonova matematicka erudice vsak zfejmé ne-
byla na takové trovni, aby si tuto nevyhodu uvédomil. Bohuzel,
tento nedostatek ziejmé zpisobil urcité zpozdéni rozsiteni regresni
analyzy do védeckého vyzkumu (Stanton, 2001). Galtonovy kon-
cepty regresni a korela¢ni analyzy dale rozvinuli dalsi statistici,
zejména Karl Pearson. Poznamenejme, ze pro odhad regresnich
funkci byla vyvinuta metoda nejmensich ¢étverci, kterou poprvé
publikoval v roce 1805 A. M. Legendre (1752-1833), ale pravdé-
podobné ji pouzil jiz v roce 1795 C. F. Gauss (1777-1855) (Ko-
touckova, 2019).

Pozdéji Galton zaméril sviyj vyzkum na Sirsi uplatnéni regresni
metody, coz postupné vedlo mimo jiné k zavedeni pojmu kore-
lace. Hlavni myslenky tykajici se této problematiky publikoval
v roce 1888 v ¢lanku Co-relations and their Measurement. V roce
1890 pak napsal o tomto objevu popularni stat s ndzvem Kinship
and correlation. Ve své praci byl Galton silné motivovan zejména
dvéma okolnostmi. Prvni se tykala snahy vyftesit dlouholety an-
tropologicky problém urceni vysky neznamého jedince na zakladé
znalosti délky nékteré jeho kosti. Druhy motivacni faktor souvi-
sel s nové se rozvijejici metodou Bertillona umoznujici identifikaci
osob na zékladé jejich antropometrickych dat (Bulmer, 2003).
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V ¢lanku (Galton, 1888) je uveden piiklad uréeni korelaci dat
uvedenych v tabulce 2. Galton analyzoval data zachycujici vy-
$ku postavy (proménnd y) a délku levého piedlokti (proménnd x)
u 348 dospélych muzt (tab. 2). Piislusné dvojice sob& odpovida-
jicich hodnot zakreslil do dvojrozmérného grafu a zjistil linearni
regresni zavislost obou proménnych (obr. 1). Z grafu odhadl smér-
nici regresni piimky by x = 2,5. Tedy kazdému palci pfirdstku
délky predlokti odpovida 2,5 palce prirdstku vysky postavy. Pro
graf inverzni funkce zjistil hodnotu smérnice bxy = 0,26, tj. kaz-
dému palci prirtastku télesné vysky odpovida 0,26 palce priristku
délky predlokti. Na zékladé tohoto pozorovani Galton uéinil zavér,
Ze mezi obéma proménnymi existuje pozitivni vztah (korelace).
Zbyvalo dofesit problém, jak zméfit silu tohoto vztahu. Galton
si uvédomoval, Ze klicovou roli pro vyjadreni sily tohoto vztahu
hraje smérnice regresni piimky. Velikost této smérnice vSak za-
visi na variabilité obou proménnych. S rostouci variabilitou pro-
meénné Y se smérnice zvétsuje a s klesajici variabilitou proménné Y
se smérnice zmensuje. Reseni tohoto problému zalozil Galton na
standardizaci obou proménnych, tedy na jejich vyjadieni v no-
vych jednotkéch zavislych na jejich rozptylech (Stanton, 2001).
Védél, ze smérodatna odchylka vysky je sy = 1,75 palcii a sméro-
datnéd odchylka délky predlokti je sx = 0,56 palcti. Nové stan-
dardizované proménné X, Y ziskal vydélenim pivodnich promén-
njch jejich smérodatnymi odchylkami. Tedy X = é aY = %
Jednotkou standardizované proménné X tedy jiz neni palec, ale
0,56 palce a podobné jednotkou proménné Y je 1,75 palce. Stan-
dardizaci ziskdme stejné rozptyly obou veli¢in, tj. sy = sy = 1.
V disledku toho mame i stejné regresni koeficienty standardizo-
vanych proménnych, tedy by = byx - ‘;—’Yf =25- (1)57’2 = 0,80
abgy = bxy - % = 0,26 - (1);2 =~ 0,80. Spole¢na hodnota stan-
dardizovanych koeficientd umoziiuje vyjadiit korelaci r (tab. 3).
Smeérodatnd odchylka reziduované chyby standardizované regresni
piimky je syjz = V1 —r2. Tedy pro standardizované hodnoty
vychazi smérodatnd odchylka 0,60. Pro nestandardizované je to
0,60s, = 1,05 (Galton, 1888; Bulmer, 2003).




JAK VIKTORIANSKY POLYHISTOR OBJEVIL KORELACNI... 73

Tab. 2: Télesna vyska a délka levého predlokti 348 muzi

(Galton, 1888)

|
Length of left cubit in inches, 348 adult males.
Stature in 2 ol : Total
3 16-5 | 170 | 175 | 180 | 18°5 | 190 ,
inches. Under| and | and | and | and | and | and 13“15 cases
16 5. | under | under | under | under | under | under above
17-0.| 17°5. | 18-0. ‘ 185. | 190, ‘ 19 6. F
‘ ——
71 and above .| .. . G 1| 8 4 15 7 30
70...0iiiiins . - v 1 | 5 13 11 4 30
69..0uuiinn oo |1 1| 2|2 (1] 6 /(.. |50
68...unnnns .. 1 3 7 | 14 7 1 4 2 | 48
. (S sa 1 7 15 | 28 8| 2 e 61
66....0000000 ve 1 7 18 15 6 ' ~ 48
66, .uen.... ol . 4 | 10| 12 | 8 2 ; -
6dennnnn.. .. 5 | 11 2 3. . o 21
Below 64..... 9 12 10 8 | 1 e e . 34
Totals . ...... 9 | 25 | a0 | 61 102 | 85 | 88 | 9 | 348

Obr. 1: Galtoniv graf regresnich piimek (Galton, 1888)
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Tab. 3: Vysledky korelacni analyzy télesnych parametrt 348
muzi (Galton, 1888)

In units of Q. In units of ordinary

measure.
Subject. Relative.
V(1= | Asl

s - L to S
Stature .. ......| Cubit } : : 026 | 045
Cubiti. o vn.vrn| SEAIG o veeees 08 =080 '{ 25 14
Stature ........| Head length..... } F - { 0-38 1-63
Head length. ... | Stature......... 0:35 | 093 || 3.5 017
Statare ,....... Middle finger.... 5 : { 008 0°10
Middle finger. .. | Btature ... .. .. .. por | o {| g3 1-26
Middle finger...| Cubit «veeeenee] q- - 313 | 034
Gobtt. ... ... ..| Middle finger.. .. poss | oer {| 337 | 009

Zaveér

Francis Galton byl bezesporu vyjimecnou védeckou osobnosti, kte-
ra obohatila lidské poznani v mnoha smérech. K rozvoji statistic-
kych metod prispél nejen objevem regresni a korelac¢ni analyzy,
ale zavedl nékteré dalsi dilezité statistické pojmy, které se pouzi-
vaji dodnes. Jmenujme napiiklad Galtonovu kiivku kumulativni
Cetnosti (ogive curve), kvartilovou odchylku, medidn nebo percen-
tilovy systém (Fitzpatrick, 1960). Velkou mérou se rovnéz zaslou-
zil o rozvoj grafickych metod ve statistice. Statistické metody se
snazil aplikovat v nejriznéjsich oblastech védy, zejména v biologii
a psychologii.
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Abstract

The regression and correlation analysis is among the most com-
monly used methods of statistical data processing. The discovery
of this method is associated with the name of the genius thinker
of the 19th century Francis Galton. The article focuses on the life
and work of this important scientist and especially on his ideas
when creating the basic concepts of the regression and correlation
analysis.
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