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ARITMETIKA III - ZMENY CISLIC
VEDOUCI K PRVOCISLUM ANEB
VARIACE NA BERTRANDUV POSTULAT

ToMAS KEPKA, ANTONIN JANCARIK, JAKUB MICHAL

Uvod

Délitelnost patii mezi zakladni témata, se kterymi se zaci sezna-
muji jiz od zakladni skoly. Pfitom nékteré otazky spojené s délitel-
nosti a prvocisly predstavuji jedny z nejtézsich problému matema-
tiky a mnohé z nich ztistavaji stale oteviené. Dikaz, ze prvocisel
je nekone¢né mnoho, je jednoduchy, a tak je mozné s nim zaky se-
znamit. Na druhou stranu otazku poc¢tu prvociselnych dvojcat lze
stejné snadno zformulovat, zustava vsak stale oteviena. V tomto
¢lanku je nas$im cilem predstavit ¢tendftm poznatky, které jsou
spojeny s otazkou, jak casta jsou v posloupnosti prvocisla, presnéji
jak blizko ke zvolenému ¢islu jiz mtzeme nalézt néjaké prvocislo.

Zakladni znaceni a iivodni pozorovani

V celém c¢lanku pracujeme s nezdpornymi celymi cisly, jejichz
mnozinu oznac¢ime symbolem Nj. Kladna ¢isla pak symbolem N.
Je tedy Ny = NU{0}. Cisla budou zapséna v desitkové ¢iselné sou-
stavé. To pripominame proto, ze predkladané tlohy jsou zavislé
na zvoleném zakladu ¢iselné soustavy.

Pripomenme tedy, co rozumime zapisem a rozvojem cisla
v soustavé o zdkladu deset. Bud n € Ny. Pak existuji jednoznaé-
né uréend k, aop,...,ar € Ny takova, ze 0 < ag,...,ar <9 (Cili
tato ¢isla odpovidaji ¢islicim v desitkové soustavy), ar > 1 pro
k>1l,an= Zf:o a; - 10%, tento soucet nazyvame rozvojem &isla
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v desitkové soustavé. PisSeme n = aj...ag a tento zapis nazy-
vame zapisem ¢isla v desitkové soustavé. Oznacime A\(n) = k+1
(o ¢isle n Fikdme, Ze je A(n)-ciferné; jednocifernd jsou vsechna ¢isla
0,1,...,9, dvojcifernd jsou ¢isla 10, 11,...,99, atd.).

O ¢disle m = by ...byg, A(m) = k + 1 fekneme, Ze je blizoucké
k ¢islu n, jestlize a; # b; nejvysSe pro jeden index 7,0 < ¢ < k.
Tedy budto m = n, nebo ¢islo m vznikne z ¢isla n zménou préve
jedné ¢&islice (jelikoz je A(m) = A(n), tak pro k > 1 lze prvni ¢islici
zleva, tj. ar, zménit pouze na jinou nenulovou ¢islici).

Blizoucka ¢isla maji (v desitkovém zapise) stejny pocet éislic.
Tak napfiklad k jednocifernému ¢islu je blizoucké opét jen jednoci-
ferné ¢islo. K ¢islu 100 jsou blizoucka ¢isla 100, 101, ..., 109, 110,
120, ..., 190, 200, 300, ..., 900, tedy celkem 27 (= 3%) rfiznych
¢isel. Je-li ¢islo n l-ciferné, I > 1, pak pocet ¢isel m blizouckych
C¢islunjelOprol=1a9l prol > 2.

A ted jiz k nasi hlavni tloze. Ozna¢me A mnozinu v8ech (nezé-
pornych) ¢isel, kterd jsou blizouckd k alespont jednomu prvoéislu.
Thned z definice vyplyvé, Ze v mnoziné A se ocitnou vsechna pr-
vodisla a také vSechna ¢isla 0,1...,9. Jednociferna ¢isla jsou prece
blizouc¢kd k prvocislu 2 (nebo 3,5,7). Pokra¢ujme v Gvaze za-
pocaté v predchozim odstavci a sepiSme si vSechna dvojciferna
prvocisla. Jsou to: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 (je vhodné umét tento seznam
nazpamét). Bud n = 10a + b,1 < a < 9,0 < b < 9 dvojciferné
¢islo. Z ptedchozich vycétt dvojcifernych prvocisel je patrné, Ze
s vyjimkou n = 97, lze z n vytvofit prvocislo zménou dislice b
(a to i v pfipadé, Ze jiz n samo bylo prvoéislo). Ovsem, 97 je jiz
prvocislo. Nicméné 67 je prvocislo téz a je blizoucké k 97.

Zjistili jsme, ze v mnoziné A se ocitaji vSechna (nejvyse) dvoj-
ciferné ¢isla. Postupme k trojcifernym c¢islim n = 100 + 10a +
+b0,0<a,b<9.

Mame 100 < n < 199 a v tomto intervalu nachazime tato
prvodéisla: 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151,
157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199. Tudiz, pro n #
# 113,127,149, 181, lze zménou ¢islice b ziskat prvoécislo. Vyjme-
novand ¢isla jsou vesmés prvocisla. (Nicméné, i v jejich p¥ipadé
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je mozné zménou Cislice a dostat nové prvocislo; 113 — 103,
127 — 137, 149 — 139, 181 — 101.) Je n € A.

Bud n = 200 + 10a + b,0 < a,b < 9. V intervalu 200, ...,299
jsou tato prvocisla: 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263,
269, 271, 277, 281, 283, 293. Takze je-li a > 1 a n # 211,241,293
(coz jsou prvodisla), pak vhodnou zménou ¢islice b dostaneme pr-
voéislo. (Pro prvoéisla 241, 293 lze zménit ¢islici a; 241 — 251,
293 — 223.) Zbyla nam ¢&isla 200, ..., 209. Rozlozme si tato
¢isla na souéin prvoéisel. Dostaneme 200 = 23 - 52, 201 = 3 - 67,
202 = 2-101, 203 = 7-29, 204 = 22-3-17, 205 = 5-41, 206 = 2-103,
207 = 32.23,208 = 213,209 = 11-19 (210 = 2-3-5-7 a ¢isla 199,
211 jsou prvodisla). To znamend, Ze je-li 200 < n < 209, pak zad-
nou zmeénou ¢islice b nelze ziskat prvocislo. U ¢&isel 201, 203, 207,
209 1ze vSak zménit ¢islici a: 201 — 211, 203 — 223, 207 — 227,
209 — 229 (a nebo d¢islici 2, 201 — 101, 203 — 103, 207 — 107,
209 — 109). A nakonec zbyvaji n = 200,202,204, 205, 206, 208.
U sudych n, at uz zménou éislice a, ¢ (prvni) éislice 2 vzdy do-
staneme sudé ¢islo. A u n = 205 vzdy vyjde nasobek prvocisla 5.
Tedy 200, 202, 204, 205, 206,208 ¢ A.

Pouceni: 0, 1, 2, ..., 199, 201, 203, 207, 209, 210, ..., 299 € A;
200, 202, 204, 205, 206, 208 ¢ A. Jako cvideni si mizete zkusit spo-
éitat, ze 209, ..., 319, 321, 323, 327, 329 € A a 320, 322, 324, 325,
326, 328 ¢ A. Postup je obdobny pfedchozimu.

Mnozina A je nekone¢né, nebot obsahuje vSechna prvodisla.
Mnozina A vsak také obsahuje nekoneéné mnoho nezapornych ce-
Iych cisel, kterd nejsou prvocisla.

Necht je p prvocislo, p > 11. Desitkovy zapis prvocisla p budiz
p=aj...ap, kdel >1,1<a; <9,0<ag<9. Jelikoz p je ¢islo
liché, tak ag # 0, 2, 4, 6, 8. Jelikoz 5 nedéli p, tak ag # 5. Tudiz
ap=1,3,7,9. Jelin=p—1,pak n =aqa;...a1by, bg = ap — 1,
bp = 0,2,6,8; n neni prvocislo a n € a. Je-li ay # 9, pak také
n+ 1€ A, pfiéemz p + 1 neni prvocislo.

Bud B = Ny \ A (tj. B = {n|n € No,n ¢ A}. Jiz jsme si
vs§imli, ze 200, 202, 204, 205, 206, 208 € B, ¢ili mnozina B je ne-
prazdné. Cislo 200 je nejmensi ¢islo z mnoziny B. O néco pozdéji
se dozvime, Zze mnoZina B je také nekonec¢na!
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Bertranduv postulat

V ¢ldnku (Bertrand, 1845) uvefejnéném vice nez pred 175 lety
francouzsky matematik J. Bertrand napsal: ,, Abych tuto vétu do-
kazal, pripustim jako fakt, ze pro kazdé ¢islo n vétsi nez 6 existuje
vZdy alespoii jedno prvocislo mezi n — 2 a 5. Tato véta plati pro
vSechna ¢isla mensi nez 6 miliont a vSe nasvéd¢uje tomu, ze plati
obecné.“

Betrandiv postuldt (piesnéji fe¢eno domnénka) je ekvivalentni
nasledujicimu tvrzeni: Pro kazdé n > 4 existuje alespon jedno
prvocislo p takové, ze n < p < 2n — 2. Toto tvrzeni (a da-
151) dokazal roku 1852 rusky matematik P.L.Cebysev (Tchebi-
chef, 1852). Kratky dukaz vyuzivajici vlastnosti I'-funkce publi-
koval indicky matematik S. Ramanujan (1919) a dtikaz vyuZivajici
pouze elementarni postupy predlozil roku 1932 madarsky matema-
tik P.Erdos (Erdos, 1932). Cisté aritmeticky velmi elementarni
dikaz je ndm znam, avsSak neni zde uveden z dtvodu délky.

7 Bertrandova postuldtu okamzité plyne tvrzeni, ze pro kazdé
n > 2 existuje alesponl jedno prvocislo p takové, ze n < p < 2n.
I toto slabsi tvrzeni se nékdy zve Bertrandiv postuldt.

V roce 1952 japonsky matematik J. Nagura publikoval dikaz
tvrzeni (viz Nagura, 1952), podle kterého pro kazdé n > 25 exis-
tuje alesponl jedno prvodislo p takové, ze n < p < %. Napii-
klad pro n = 25 ziskdvame jediné prvocislo p, a sice p = 29,
25 < 29 < 30. Totéz pro n = 26. Pro n = 27 jiz ziskdvame dvé
prvocisla, a to p = 29 a p = 31. VSimnéme si, ze Nagurovo tvr-
zeni plati také pro n = 10,12, 15,16, 17, 18, 20, 21, 22 a neplati pro
ostatni n, 0 < n < 24. Ve slabsi podobé n < p < %", ovsem
tvrzeni plati pro n = 2,3,5,6,7,11,13,19, 23 (a stale neplati pro
n=0,1,4,8,9,14,24).

7 Nagurova tvrzeni snadno plyne, Ze pro kazdé n > 2 existuje
alespoii jedno prvoéislo p takové, ze 2n <p <3n (2-1=2<3 =
= 3-1). Toto dalsi tvrzeni je téz dokdzdno v (Bachraouni, 2006)
s pouzitim mirné jednodussich prostredki.

Z Nagurova vysledku plyne jesté dalsi tvrzeni, které rika, ze
pro kazdé n > 2 existuje alespon jedno prvocislo p takové, ze
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3n < p < 4n. I pro toto tvrzeni (snad) existuji jednodussi dikazy,
viz (Hanson, 1973), (Loo, 2011).

Je % < bn, takze jesté mame tvrzeni, ze pro kazdé n > 3
existuje alespoii jedno prvocislo p takové, ze 4n < p < 5n (4-1 =
=4<5=5-1,4-2=8 <10 =5-2, 9 neni prvocislo). Viz téz
(Schur, 1929).

Nakonec je % = 6n. Takze pro kazdé n > 2 existuje alespon
jedno prvodislo p takové, ze bn <p<6n (5-1=5<6=6-1).

Je ovSem 7 < 35—6, takze nelze dale pokracovati predchozim
zpusobem.

V (Breusch, 1932) se dokazuje, Ze pro kazdé n > 48 existuje
alesponi jedno prvocislo p takové, ze n < p < %”. Odtud snadno
plyne, ze pro kazdé n > 2, n # 3,4, existuje alespon jedno pr-
vocislo p takové, ze 8n < p < 9n.

Je % < 7, takze pro kazdé n > 2, n # 4, existuje alespon
jedno prvocislo p takové, ze 6n < p < 7n.

Je % < 8, takze pro kazdé n > 3 existuje alesponl jedno pr-
vocislo p takové, ze Tn < p < 8n.

Je 10 < %.

V (Gatteschi, 1947) se dokazuje, Ze pro kazdé n > 24 existuje
alespon jedno prvocislo p tak, ze n < p < HT”. To nam nestaci,
avSak v (Rohrbach & Weis, 1964b, s. 433) se dokazuje, ze pro kazdé
n > 118 existuje alespor jedno prvocislo p takové, ze n < p < 114—3".
Odtud uz snadno plynou nasledujici tvrzeni:

Pro kazdé n > 3, n # 9 existuje alespon jedno prvodislo p
takové, ze 13n < p < 14n.

Pro kazdé n > 3, n # 4 existuje alespon jedno prvodislo p
takové, ze 12n < p < 13n.

Pro kazdé n > 2, n # 3 existuje alesponi jedno prvocislo p
takové, ze 11ln < p < 12n.

Pro kazdé n > 3 existuje alespon jedno prvocislo p takové, ze
10n < p < 11n.

Pro kazdé n > 2 existuje alespon jedno prvocislo p takové, ze
In <p < 10n.

Dle (Schoenfeld, 1976), pro kazdé n > 2010760 existuje ale-

spon jedno prvocislo p takové, ze n < p < 11665557” (povsimnéme
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si, ze 16597 = 7-2371, 16598 = 2 - 43 - 193, 2010760 = 23 .5 -
+17-2957). Bud nyni n > 122, 1 < k < 16597 a 299760 < p,
Potom je kn > 2010760 a tedy méme prvocislo p takové, ze
kn < p < 0398 — fp 4 Fno < kn+n = (k+ 1)n. Takze
kn < p < (k+1)n pro vyse uvedend n a k. Napiiklad je-li k = 60,
pak se dozvidame, ze 14n < p < 15n pro vSechna n > 143612.
Snadno ovérime, Ze p existuje i pro 2 < n < 100. Pomoci vyspélé
vypocetni techniky lze zjistit, Ze p existuje pro vSechna n > 2.

Volme k = 16597. Tedy 16597n < p < 16 598n pro vSechna
n > 122. Muzeme postupovat jako vyse. Je 16597 - 2 = 33194,
16598 - 2 = 33196 a (mezi)¢islo 16 595 rovnéz neni prvodislo. Je
16597-3 = 49791, 16598 -3 = 49794 a (mezi)cisla 49792 a 49793
(=17-2929). Je 16597 - 4 = 66 388, 16598 - 4 = 66 392, 66 389 =
= 197 - 337. A dale pouzijeme technické prostiedky pro 5 < n <
< 121. A zavér je ten, Ze pro kazdé n > 9,n # 10, 11, 12, 15,
29, existuje alespon jedno prvocislo p takové, ze 16597Tn < p <
< 16598n (a neexistuje pro n = 1,2,3,...8,10,11, 12,15, 29).

Pro kazdé k € Ny ozna¢me 7 mnozinu téch ¢isel n € Ny, ze
kn < p < (k+ 1)n pro alespoii jedno prvocislo p. Thned pozoru-
jeme, ze y9 = {n|n > 2}, 0,1 ¢ v a 2 € 5, pravé kdyz (liché)
¢islo 2k +1 je prvocislo (k= 1,2,3,5,6,8,9,11,14,15,18,20,...).
Z Bertrandova postuldtu ndm plyne rovnost v1 = {n|n > 2}.

7 poznatkd sepsanych v predchozich odstavcich dostavame
rovnosti:

=72 =73="75 =" =14 = {n|n > 2},
Yo =4 =7 = Y10 = {n|n > 3},
Y6 = {n|n = 2,n # 4},
vs = {n|n > 2,n # 3,4},
v11 = {n|n > 2,n # 3},
v12 = {n|n > 3,n # 4},
Y13 = {n|n > 3,n # 9},
Y16 597 = {n\n >9,n#£10,11,12,15, 29}.

V této souvislosti poznamenejme, Ze na rozdil od dnes jiz kla-
sického Bertrandova postulatu se nam dukazy dalSich citovanych
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vysledkd nezdafilo plné prostudovat, a tudiz nemutzeme poskyt-
nout navrhy na jejich modifikace.

A. M. Legendre vyslovil domnénku, ze pro kazdé n > 1 existuje
alesponi jedno prvoéislo p takové, ze n? < p < (n+ 1)2. Zda se, ze
tato domnénka nebyla dosud ani dokézana ani vyvracena (i kdyz
rizné vice éi méné pochybné dikazy se tu a tam objevuji). Legen-
drova domnénka byla potvrzena pro n < 2-10% (Oliveira e Silva et
al., 2014) a navic plyne z nasledujici (formalné silnéjsi) domnénky:
n € 7, pro kazdé n > 2. Tato novd domnénka predstavuje jednu
polovinu tzv. Oppermannovy domneéenky, kterou roku 1877 vyslo-
vil ddnsky matematik L. Oppermann. A sice: n € y,_1 Ny, pro
kazdé n > 2. Nabizi se jesté siln€jsi domnénka: n € v, pron > 2,
1 <k <n. A jisté lze pokracovat dale.

Z Dirichletovy prvociselné véty (se kterou se sezndmime za
chvili¢ku) plyne, Ze pro kazdé n > 2 existuje nekoneéné mnoho
k € N takovych, ze kn + 1 je prvocislo. Jelikoz je kn < kn + 1 <
< (k+ 1)n, tak je n € vx.

Bud k > 2. Pro kazdé prvoéislo p takové, ze p > k? — 1(> 3)
existujin € Npal € Ny tak, ze 0 <l < k ap=kn+1. Vyjdeli
1 =0, pak p = kn, n = 1, nebot p je prvoéislo, k=p > k> -1 >
>2k—1,1>k,spor. Tudizje 1 <I<k—-lakn+k—12>kn+
+l=p>Kk’—-1,n>k—-1>1.Jelin=1pakk =2 p=3. Jeli
n=Ilpakn=10=k—1,p=kn+l= (k+1)(k—1) =k?>—1,k =2,
p = 3. Takze je-li (k,p) # (2,3), potom kn < p = kn+I1 < (k+1)n
an € . Jelikoz je n > B i j

Bud m > 2. Pro kazdé k, 2 < k < m, mame %—i—k, m! +
+k > 24k > k > 2. Thned pozorujeme, Ze ¢islo m! + k neni
prvoéislem. A tudiZ ozna¢me p(m) a p'(m) nejvétsi a nejmensi
prvoéislo takové, ze p(m) < m!+2am!+m < p'(m). Je p’(m) —
—p(m) > m a za4dné z ¢isel p(m)—+1,...,p' (m)—1 neni prvoéislo.
Pro ovéreni si spoc¢itame malou tabulku 1.

Znovu zduraziiujeme, Ze prvocisla p(m) a p’(m) jsou bezpro-
stfedn& po sobé jdouci, a také to, ze p'(m) — p(m) > m

A ted bud n > 2. Pro kazdé | > 2 mame p(ln) < ( n)l+2 <
< (In)!'+1In < p'(In), p'(In) —p(in) >in > 2n > 4. Bud t > 0
nejvétsi &islo takové, ze tn < p(In). Je tedy p(in) < (t+ 1)n <
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Tab. 1: Po sobé jdouci prvoéisla p(m) a p’(m) a velikosti mezer

mezi nimi
m 2|3 4 ) 6 7 8
p'(m) 5| 11 | 29 | 127 | 727 | 5051 | 40427
p(m) 3| 7 |23 113|719 | 5039 | 40253
p'(m) — p(m) 2|1 4|6 | 14 8 12 174
p(m)—pim)—m [ 0| 1 | 2 9 2 5 166
m 9 10 11 12
p'(m) 362969 |3628811|39916817 479001 629
p(m) 3628513628789 39916 801|479 001 599
J(m) —plm) | 118 22 16 30
p'(m) —p(m) —m| 109 12 5 18

< (t+2)n < p(In) + 2n < p'(In). Také zadné z &isel (¢t + 1)n +
+1,...,(t+2)n — 1 neni prvocislo. Cili n ¢ ;1.

Z Bertrandova postuldtu vyplyva, ze p'(m) < 2p(m). Tedy
mame nerovnost p(m) > %' + % . V nasem ptipadé m = In dosta-

vame nerovnosti ¢t +1 > @ > UQLU)' +1>1.

Zjistili jsme, ze n ¢ ~y;, pro nekoneéné mnoho &isel k € Ny.

Sefadme si prvoéisla tak, jak jdou za sebou: 71 (= 2) < 7o(=
=3) < v3(=5) < ... apolozme 7(i) =i+ v; — Vi1 pro kazdé
i > 1. Sestrojme tabulku (tab. 2).

Tab. 2: Hodnoty 7(7) pro i € (1;38)

7 2134|5678 |9|10]|11]12
7)) 00| 1|0|3]|]2|5]4|3|[8|5]|38
7 131141516 | 17|18 |19 (20|21 |22 |23 |24
7(¢) [11|10] 9 |10|15 (12| 15|18 | 15|18 |17 | 16
i |25(126|27(28(29|30(31|32|33|34|35]36
7(i) |21 |24 23|26 |25|16|27 26|31 243330

Stéle neni znadmo, zda 7(i) = i — 2 pro nekoneéné mnoho i. Je
v8ak zndmo, Ze 7(i) > ¢ — 246 pro nekone¢né mnoho ¢isel 7.
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Dirichletova prvociselna véta

Znamenitou vétu o vyskytu prvocisel v aritmetické posloupnosti
uvefejnil P. G. Z. Dirichlet (1837). Véta fikd, ze pro vSechna ne-
soud€lna cela ¢isla a > 1, b > 0 existuje nekonecné mnoho klad-
nych celych ¢isel a takovych, Ze ca + b je prvocislo.

Pro vSechna i, 0 < i < 9, polozme K(i) = {k|k € Ng, 10k +
+ i € P} (zde symbolem P oznaujeme mnozinu viech prvoéisel).

Snadno si uvédomime, ze K(0) = K(4) = K(6) = K(8) =0
a K(2) = K(5) = {0}. Oproti tomu, podle Dirichletovy prvoci-
seln€ véty jsou mnoziny K (1), K(3), K(7) a K(9) nekone¢né. Z ka-
7dé z téchto mnozin si sepiSme prvnich 33 cisel.

K(1):1,3,4,6,7,10, 13, 15, 18, 19, 21, 24, 25, 27, 28, 31, 33,
40, 42, 43, 46, 49, 54, 57, 60, 63, 64, 66, 69, 70, 75, 76,
81;

K(3):0,1,2,4,5,7, 8,10, 11, 16, 17, 19, 22, 23, 26, 28, 29,
31, 35, 37, 38, 43, 44, 46, 50, 52, 56, 59, 61, 64, 65, 67,
68;

K(7):0,1,3,4,6,9, 10, 12, 13, 15, 16, 19, 22, 25, 27, 30, 31,
33, 34, 36, 39, 45, 46, 48, 54, 55, 57, 58, 60, 61, 63, 64;

K(9):1,2,5,7, 8,10, 13, 14, 17, 19, 22, 23, 26, 34, 35, 37, 38,
40, 41, 43, 44, 47, 49, 50, 56, 59, 61, 65, 70, 71, 73, 76.

Vsimnéme si, Ze prunik K (1) N K(3) N K(7) N K(9) zacina takto:
1, 10, 19, 82, 148, 187, 208, 325, 500.
Polozme K = K(1)UK(3)UK (7)UK(9). Pfedné ihned vidime
9

z predchozich zjisténi, ze K = |J K;. Déle vidime, Ze mnozina K

zaciné takto: 0, 1,2, 3, ..., 19,z 201, ..., 31,33, 34, ..., 50, 52, 54,
..., 61, 63.

Mnozina K je ovSem nekonefnd a my polozime L = Ny \ K
(={i|l € Ng,l ¢ K}. Mnozina L za¢ina takto: 20, 32, 51, 53, 62,
84, 89, 107, 113, 114, 126, 133, 134, 135, 141, 146, 150. Jiz v na-
sledujicim odstavci si dokazeme, Ze mnozina L je také nekonecna.

Je 21(11j — 1) € L pro kazdé j > 1.

Toto tvrzeni je velmi snadné. Je totiz 10-21(11j — 1) + 1 =
= 23105 —209 = 11(2105 —19), 10-21(115—j) +3 = 23105 —207 =
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= 3(7705 — 69), 10-21(115 — 1)+ 7 = 23105 — 203 = 7(3305 — 67),
10-21(115 — 1) +9 = 23105 — 201 = 3(7705 — 67). Zadné z t&chto
¢isel neni prvocislo.

Tedy vskutku, mnozina L je nekonecna. Poznamenejme, ze
nevime, zda mnozina L obsahuje nekoneéné mnoho prvocisel.

Necht £ > 1, k = ay...ap, m > 0,0 < a; <9, a,, # 0
(zapis v desitkové soustavé). Je 10k = ay, ... ag0 (opét desitkovy
zapis). Zajisté A(k) = m+ 1 a A(10k) =m +2> 2. Jelli k € K,
pak alespon jedno z ¢isel 10k + 7, j = 1,3,7,9 je prvocislo a je
tedy jasné, ze 10k € A\ P. Uvahu obratme a predpokladejme, ze
10k € A. Existuje tedy p € P takové prvocislo, Ze p je blizoucké
k ¢islu 10k. Mame A(p) = M10k) = m + 2, p = b, + 1...bp,
0<b; <9, b1 # 0 (desitkovy zéapis). Zajisté p > 10m+! > 10,
p je liché prvocislo, by = 1, 3,7,9. Jelikoz p je blizoucké k 10k, tak
bm+1 = A, ..., b1 = ag, p = 10k + by. Odtud plyne k € K.

Dokazali jsme tvrzeni, ze pokud je k € Ny, pak k € K tehdy
a jen tehdy, jestlize 10k € A. (Pfipad k = 0 je zfejmy.)

Z pfedchoziho plyne tento disledek: 210(11j — 1) € B pro kaz-
dé 7 > 1. Mnozina B je tedy nekonec¢na. Tato mnozina obsahuje
prvky: 200, 202, 204, 205, 206, 208, 320, 322, 324, 325, 326,328 . ..

Poznamenejme, Ze ndm neni zndmo, zda n € A plati pro kazdé
liché n takové, Ze 5 t n. Neni t&zké proveéfit, ze je tomu tak pro
mala n.

Mnozina B = Ny \ A je nekonecéna. Zda se vak byti otevienym
problémem, zdali z kazdého n € B lze ,vytvorit* prvocislo dvéma
zménami jeho ¢islic. Pokud by odpovéd na domnénku z (Hanson,
1973) byla kladn4, tak by kazdé ¢islo n € B bylo budto sudé, nebo
liché avsak délitelné prvodislem 5. Stacilo by tedy zménit posledni
¢islici vpravo (= 0,2,4,5,6,8), napi. na €islici 1 a toto nové ¢islo
by patfilo do mnoziny A. K ziskani prvocisla by pak stacila jedina
zmeéna. Celkové dvé zmény.

Cinska véta o zbytcich

Pro kazdé ¢ > 0 si definujme nezdporné celé ¢islo a(q). Nuze, a(q)
je nejmensi nezaporné celé ¢islo s témito vlastnostmi:

L. q|a(g),
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2. Soucet a(q) + i neni prvoéislo pro zadné i, 0 <i < g — 1.

Thned je zfejmé, ze a(0) = a(1) = a(2) = 0. SepiSeme-li si
tabulku v8ech malych prvocisel, pak pozornou prohlidkou tohoto
soupisu ziskdme malou pFiruéni tabulku éisel a(q) (a jejich prvoéi-
selnych rozkladii) pro 0 < ¢ < 23.

Tab. 3: Cisla a(q) a jejich prvoéiselné rozklady pro g € (0;23)

q 0 1 2 3
a(q) 0 0 0 24

™ - - - 23.3

q 4 5 6 7
alq)| 24 90 90 119
p 23.32.32.5| 2.32.5 7-17
q 8 9 10 11
a(g)| 200 117 200 319
Y 23 .52 32.132%.5%2| 11-29
q 12 13 14 15
a(q)| 324 1131 1134 1260
mp | 22.3% 3-13-29 2.3%.7 |22.32.5.7
q 16 17 18 19
a(q)| 1136 1343 1638 1330
mp | 2471 17-79 2.32.7-132-5-7-19
q 20 21 22 23
a(q)| 1340 9555 15686 1334
ap |22-5-67| 3-5-72-13 |2-11-23-31| 2-23-29

Cisla a(0), . .., a(23) jsme nalezli, aviak ziistava tu otazka, zda
existuji éisla a(q) pro vSechna g. A odpovéd zni ano. K dikazu
pouZijeme staroddvnou Cinskou vétu o zbytcich.

Roku 1247 sepsal ¢insky matematik Cin Cin-Sao spis nazvany
Susu Cincang. V ném pak, mimo jiné, dokézal i jednu velmi uzi-
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te¢nou vétu — Cinskou vétu o zbytcich. V tomto spisu je tato véta
poprvé vyslovena v obecné podobé a dokazana. Samotny algorit-
mus byl zndm diive. Poprvé je problém vedouci k této vété zminén
jiz ve spisu ¢inského matematika Sun-C’ ze 3. stoleti. Bez dikazu
ji nalézame pouzitou i ve spisech Brahmagupty ¢i Fibonacciho.

Pro g > 0 ozna¢me W, mnozinu téch nezidpornych cisel w, Ze
glw a zaddné z éisel w+14, 0 < i <
< ¢ — 1 neni prvoéislo. Snadno se nahlédne, ze Wy = {0}, W, =
=No\PaW; ={w|2|w,w+1 ¢ P}. Mnozina W, za¢ind takto:
0, 8, 14, 20, 24, 26, 32, 38, 44, 48, 50. Mnozina W, je nekonecna,
nebot 10k + 4 € W5 pro kazdé k > 1.

Z definice ¢isla a(q) je zfejmé, Ze a(q) je pravé nejmensi ¢islo
z mnoziny W,. Staci tedy dokdzat, Ze tato mnozina je neprazdna.

NuZe, necht ¢ > 2 a s > 2¢ — 1(> 3). Ozna¢me py,...,ps
prvnich s prvocisel (p1 = 2, po = 3, p3 = 5...). Polozme u; =
= Hfzuyéj pi pro kazdé j, 1 < j < s. Cisla p;j a u; jsou ne-
soudélnd, a tudiz existuji celd C&isla g;, h; (tfeba i zdpornd) ta-
kova, ze 1 = q;p; + hju;. Zvolme t > 1 tak, aby v = tp;...ps +
+ Zle th;u; > ps+ s+ 1. Neni pfili§ obtizné se presvédcit o tom,
7e pilv—i pro kazdé i = 1,2,...,s. Cisla v — i jsou vesmés kladna
a zadné z nich neni prvocislo.

Predpoklddejme na malou chvili, Ze ¢ f v — [ pro vSechna g <
< 1 < s. Cisla v — | skytaji po déleni &slem g zbytky v;, 1 <
< v < q— 1. Zbytku v; je nejvyse ¢ — 1 ruznych a cisel v — [ je
préavé s — q + 1 rtznych. Protoze s — ¢ + 1 > ¢, musi existovat
indexy [y, 2 takové, ze 1 < [; < ly < g, pficemz v;, = v,. Odtud
gl w=10)—wvy, q| (v=1) —wvy, q | la =1, spor s tim, ze
1<l -1 < q.

Dozvédéli jsme se, Ze existuje k takové, ze ¢ < k < saq|v—k.
Polozme w = v — k. Je w > ps + 1 a zadné z ¢isel w(= v — k),
w+1l(=w—k+1),...,w+qg—1(=v—Fk—1+q) neni prvocislo.
Je totiz ¢ < k < s. Dokézali jsme, Ze w € W,.

Jelikoz ¢ | a(q), z rozkladt a(q) v predchozi tabulce vidime,
7e a(q) > 24 pro kazdé ¢ > 3. OvSem «(q) > 2q pro kazdé q > 3.
Kdyby totiz bylo a(q) < 2¢, pak by bylo a(q) = ¢ a zadné z ¢isel
q,q+1,...,2¢g—1 by nebylo prvocislo. Toto je vSak ve sporu s nam
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jiz davérné zndmym Bertrandovym postuldtem. Odhad a(q) > 2¢
je zajisté velmi hruby. Nakonec uvedeme tabulku 4.

Tab. 4: Podily a(q) a ¢ pro ¢ € (0;23)

q o1 ]2]3]4]5 67
al@/g] - oo 8|6 18] 1517
q slofiwf11]12] 13] 1415

alq)/q | 25 [ 132029 27| 87 | 81 | 84

¢ |16]17]18]19]20] 21 | 22 [ 23
alq)/q | 7179 91|70 | 67 | 455 | 713 | 58

Zavér

Na zacatku c¢lanku jsme si polozili otazku, jak blizko ke zvole-
nému ¢islu jiz lze nalézt prvocislo. Pomoci dil¢ich vysledk, které
v ¢lanku s pomoci zakladnich aritmetickych vypoctid navzajem
kombinujeme, jsme nakonec dosli k zavéru, ze za predpokladu
platnosti domnénky z (Hanson, 1973) lze zménou nejvyse dvou
¢islic libovolné ¢islo upravit na prvocislo. To predstavuje nejen
zajimavy teoreticky vysledek, ale také podklad pro fadu zabav-
nych aktivit do hodin matematiky, zaméfenych na vyhledavani
blizkych prvocisel ke zvolenému ¢islu.
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Abstract

Prime numbers and the questions associated with them are some
of the most difficult problems in mathematics, and many of them
remain open. In this article, we address the question of how close
to a chosen number we can already find a prime. On the basis of
well-known statements, it can be conjectured that a prime number
can be obtained from any natural number by changing at most
two digits. The reasoning by which we develop the known results
is of a purely arithmetical nature. The hypothesis stated, which is
dependent on the hypothesis from (Hanson, 1973), is not only an
interesting theoretical observation, but can also serve to enliven
mathematics lessons by activities in which the pupils themselves
search for close prime numbers to the chosen number.
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