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VYJADRENI VZTAHU CELEK-CAST
ZLOMKEM SE ZAMERENIM
NA SPOJITY A DISKRETNI MODEL
V RESENICH ZAKU 2. STUPNE

GABRIELA NOVOTNA!

1. Uvod

Obtiznost zlomk z nich ¢ini vyzkumné popularni téma. Zlomky
jsou opakované zarazovany mezi nejobtiznéjsi oblasti matematiky
na zdkladni 8kole (napf. Hejny et al., 2004; Hejny & Kufina, 2009;
Vondrovéa et al., 2015). Rendl et al. (2013) je dokonce oznacuji za
jedno z kritickych mist matematiky. Za prvé, pochopeni zlomku
je nezbytné pro zvladnuti mnohych partii matematiky, ma tedy
smysl se zabyvat porozuménim zakt a prohlubovanim jejich po-
znani v této oblasti. Za druhé, porozuméni zlomkiim je mnohovrs-
tevnaté. Zaci nejdiive intuitivné vnimaji jejich izolované modely
a teprve postupné se jejich poznani dostava na abstraktni tro-
ven. Porozuméni zlomkim a operacim s nimi lze tedy zkoumat na
rtzné trovni a napii¢ celym 2. stupném zakladni skoly.

Zvladnuti vztahu mezi celkem a ¢asti je vnimano jako zakladni
pro dobré porozuméni zlomktm (Charalambous & Pitta-Pantazi,
2007) stejné jako prace s rlznymi modely, ¢imz se zamezi jed-
nostranné predstavé (Rendl et al., 2013). Grafickd reprezentace
zlomku a prace s riznymi modely byva ve sSkole ¢asto zanedbéa-
vana (Rendl & Pachova, 2013), otdzkou tedy zlstava, jak zaci
s rliznymi typy modelt pracuji.

1Vyzkum byl podpofen Grantovou agenturou Univerzity Karlovy (projekt
¢. 424119).
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Provedli jsme vyzkum na ¢tyfech zakladnich fakultnich sko-
lach v Praze, kde jsme zadkim jedné tfidy kazdého roc¢niku za-
dali mj. diagnosticky test v oblasti zlomku. Jeho ¢ast zaméfena
na vztah celek—Cast bude predstavena zde. Zajimalo nés, jak Zaci
zvladaji grafickou reprezentaci tohoto vztahu a jaké nejcastéjsi
chyby se v jejich Teseni objevuji.

2. Teoretické pozadi

Zlomky byvaji nékterymi zaky vniméany jen jako uspofadand dvo-
jice ¢isel bez hlubsiho pochopenti jejich vztahu (Hejny, 2004b; Ti-
ché & Machackova, 2006; Vondrova & Zalska, 2013), coz miva pro
zakovo porozumeéni zlomktim trvalé nasledky. I proto byla zlom-
ktim uz vénovéana velkd vyzkumna pozornost, u nas napt. M. Ti-
chou (Ticha & Machackovd, 2006 adal.), v zahraniéi napf. M. Be-
hrem et al. (1983), T. Kierenem (1976) a mnohymi dal§imi. Zaci
se v téchto pfipadech nesnazi zlomky pochopit a déavaji pred-
nost uceni se zpaméti (Hejny, 2004b). Jednim z dtivodtt muze byt
soucasny zpusob zavedeni zlomkd, kdy podle fady uciteld neni
pres preplnéné kurikulum na vybudovani dikladnych predstav
o zlomcich ¢as (Hejny & Kufina, 2009). Hejny upozoriiuje také
na vyznam tzv. kmenovych zlomku (tj. takovych zlomki, jejichz
Citatel je roven jedné), které maji podle né&j v poznévacim pro-
cesu zaka nezastupitelnou roli. D¥ive nez si zak stihne vybudovat
hloubkové porozuméni pojmu kmenovy zlomek (napf. genericky
model), pfichézeji nicméné ,do védomi zika separované modely
zlomkt s Citatelem riiznym od 1 a v predstavach zaka dochéazi
v disledku uvedené yrozmazanosti‘ dvou pojmi k tapani, které
kon¢i metakognitivnim rozhodnutim ,budu se drzet pravidel, ta
jsou jista‘“ (Hejny, 2004b, s. 350). Vondrova a Zalska (2013) také
upozornuji, ze intuitivni porozumeéni zlomku jesté neznamend, ze
zék zvladne pracovat s jeho formalni matematickou formou. Pted-
stavu o zlomku i jeho formu je podle nich nutné opakované pro-
pojovat. Rendl (2015, s. 250) dodéva, ze ,samotné pocetni Feseni
ulohy prostrednictvim algoritmickych vypoc¢tt nemusi znamenat,
ze zak ma jasnou predstavu o zlomkové strukturaci.
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2.1. Zlomky v RVP ZV

7y

V Ceské republice se zlomky v celé §ifi probiraji vétsinou v 7. roé-
niku (v souladu s dobou, kdy jesté byly platné jednotné osnovy),
nicméné s jednotlivymi (izolovanymi) modely se zdk seznami uz
difve. Uvod do tématu zlomki a zdkladni prace s nimi (napf. prave
vztah celek—Gast) se probird jiz na prvnim stupni, v roce 2013
byla zakladni prace se zlomky zafazena do Ramcového vzdélava-
cfho programu pro zakladni vzdélavani (RVP ZV) uz do 2. obdobi
1. stupné (4. a 5. ro¢nik). S pojmy jako polovina, tfetina, t¥i ¢tvr-
tiny apod. se zak bézné setkd i mimo Skolni prostiedi.

Podle aktualniho RVP ZV? by zék na konci 1. stupné mél z ob-
lasti zlomkd (a oblasti jim blizkym) zvladnout napi. nésledujici

vystupy:
e modeluje a uréi ¢ast celku, pouziva zapis ve formé zlomku,

e porovna, s¢itd a odc¢ita zlomky se stejnym jmenovatelem
v oboru kladnych ¢isel.

Podle aktudlniho RVP ZV by zak na konci 2. stupné mél z ob-
lasti zlomkd (a oblasti jim blizkym) zvlddnout napi. nésledujici

vystupy:

e uziva rizné zpisoby kvantitativniho vyjadreni vztahu celek—
C4st (pfirozenym éislem, pomérem, zlomkem, desetinnym
¢islem, procentem),

e pracuje se zlomky a smiSenymi ¢isly, pouziva vyjadieni vzta-
hu celek—¢ast (zlomek, desetinné ¢islo, procento).

2.2. Vztah celek—éast

Dikladné porozuméni pojmu zlomek zahrnuje porozumeéni zlomku
v jeho riznych rolich. V literatufe se hovoii o tzv. subkonstruk-
tech, resp. slovy M. Rendla (2015) subkonceptech. S touto my-
slenkou poprvé prisel T. Kieren (1976), ktery navrhl, Ze koncept

2Aktualni verze RVP ZV je z kvétna 2017, s Géinnosti od 1.9.2017, viz
http://wuw.msmt.cz/file/43792/.
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zlomk je ve skuteCnosti slozen ze ¢tyf riiznych subkoncepti: po-
mér (ratio), operdtor (operator), podil (quotient) a mira (mea-
sure). Vztah celek—¢ast podle néj prostupuje vSemi Ctyfmi vyse
zminénymi konstrukty, proto jej nevnimal jako paty subkoncept.
Behr et al. (1983) jeho myslenky déle rozvinuli a doporudili vni-
mat vztah celek—Cast jako paty samostatny subkoncept, nadfazeny
zbyvajicim ¢tyfem. Také sestavili model, kde jednotlivé subkon-
cepty propojili se zédkladnimi operacemi se zlomky a s feSenim
problémi (problem solving) (viz obr. 1).

vztah celek-€ast |

TN

‘pomér | operator } \ | podil H mira |
7 L V T X i
_'\'-., - i ' N
» AL W ¥ » Y
|ekviva|ence‘ ‘ nasobeni ‘ Iproblem solving‘ \ scitani |

Obr. 1: Teoreticky model propojujici subkoncepty zlomkt
s operacemi se zlomky a feSenim problému (Behr et al., 1983)

Autofi se vesmés shoduji, Ze tyto subkoncepty jsou propojené
jak matematicky, tak psychologicky a jejich porozuméni je pred-
pokladem pro to, aby zaci uméli fesSit problémy v oblasti zlomki
(napt. Kieren, 1976; Behr et al., 1983; Charalambous & Pitta-Pan-
tazi, 2007). Vztah celek—Gast spoleéné s délenim na stejné velké
Casti je povazovan za zaklad vzniku kvalitniho porozumeéni zby-
vajicim Gtyfem subkonceptim zlomka (Charalambous & Pitta-
-Pantazi, 2007). Diagnostika porozuméni zaku v oblasti zlomkt
by tedy méla byt zaméfena na vSechny subkoncepty, jako to bylo
i v naSem vyzkumu (Novotna, 2020). Zde se vSak zaméfime jen na
subkoncept vztah celek—¢ast (déle nazyvan jako subkoncept C-C).

V subkonceptu C-C zlomek vyjadiuje porovnani mezi po¢tem
¢asti délené jednotky (Citatel) a celkovym poctem ¢asti, na které
je tato jednotka rozdélena (jmenovatel). Zaci museji predevsim
zvladnout nasledujici (Charalambous & Pitta-Pantazi, 2007): Cés-
ti, na které je celek rozdéleny, musi mit stejnou velikost. Césti do-
hromady musi dat celek. Na ¢im vice ¢asti je celek rozdéleny, tim
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mensi jednotlivé ¢asti jsou. Vztah mezi ¢asti a celkem je zacho-
vany, nehledé na velikost, tvar, umisténi a orientaci jednotlivych
casti.

V ceském kurikulu je vztah celek—Cast zminovan z uvedenych
péti subkoncept nejcastéji. Byva to také prvni interpretace zlom-
ki, se kterou se zaci setkaji. Vztah celek—c¢ast je tedy zpravidla pro
déti nejpfirozenéjsi interpretaci zlomka (Behr et al., 1983, s. 93).

Uvedeme tii tlohy, které se lisi tim, co je dano a co hledame:

1 1 1 2

e V celku vyznacte, kolik je jeho 3, 7, 3, 5, ...

11 2
403> 35
e Na obrézku jsou 2 z celku, nakreslete co nejpFesnéji

3
ného celku.

e Na obrazku je %, z celku, nakreslete celek.

5

g stej-

2.3. Spojité a diskrétni modely

Pro dikladné porozuméni zlomktm a pfipadnou reedukaci je za-
douci pracovat s rtiznymi izolovanymi modely, které maji poten-
cial stat se generickymi modely. Rizni autofi déli modely rtzné,
v této préci je uzivano nasledujici rozdéleni (podle Novotné, 2015,
s. 38-39, s oporou o rizné zdroje literatury):

a) diskrétni modely:

pocet usporddany — diskrétni jednotky usporddané podle
urc¢itého schématu (napf. krabice bonbénit),

pocet neusporddany — diskrétni jednotky volné ,rozsypané“
vedle sebe (napf. sacek kulicek),

b) spojité modely:

dsecka (tyc, $pejle) — uréitou modifikaci tohoto modelu je
¢iselnd osa, na rozdil od tisecky obsahuje jednotku,

kruh (koldé, pizza, dort) — model délime spojnicemi stfedu
a bodi na obvodu kruhu, urc¢itou modifikaci je cifernik, ktery
obsahuje po obvodu 60 dilkéi (minut), je tedy vhodny pro
zlomky se jmenovatelem 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30
a 60,
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obdélnik — model délime spojnicemi bodd na obvodu,

cokolada — na rozdil od obdélniku méa predrozdélené dilky,
podle kterych se da délit svisle a/nebo vodorovné.

Hloubkové poznani v oblasti zlomki podporujeme a ovéfujeme
napiiklad praci s rdznymi modely zlomku, konstruktivistickym
odvozovanim algoritmi pro operace se zlomky, pouzitim nestan-
dardnich (8kolsky netypickych) tloh apod. Pravé v téchto oblas-
tech pak #4ci s algoritmickym poznanim?® ¢asto selhavaji. Takové
ulohy jsou zafazeny i v nasem diagnostickém testu (viz kapitola 3).

Obtiznost prace s raznymi modely se pro zdky muze lisit.
Napf. Hiebert a Tonnessen (1975) zjistili, ze déti ve véku 5-8 let
dokazi mnohem lépe rozdélit na stejné casti diskrétni modely nez
modely spojité. Poukazali tim také na fakt, ze pfi déleni riznych
modelt pouzivaji zaci pravdépodobné odlisné strategie. Obdobné
tendence byly prokdziny i v nasem kvalitativnim vyzkumu (No-
votnd, 2020), napf. zakyné (6. ro¢nik) umi rozdélit na tfetiny kruh,
ale ne obdélnik.

K podobnym vysledktim dospéli i Boyce a Mossova (2017),
ktef{ zkoumali FeSeni tloh se zlomky v zavislosti na modelu (dis-
krétni, obdélnik a kruh) mezi uciteli prvniho stupné. Zjistili, Ze
vysledky tloh s kruhovym modelem nejlépe odpovidaly empirické
trajektorii vyvoje porozumeéni zlomka u zékd. Vysledky tloh s dis-
krétnimi modely vSak dopadaly vyrazné lépe nez tlohy s kruho-
vym modelem. Jedinou vyjimkou byla situace, kdy kruhovy model
predstavoval celek o velikosti jeden kruh (oproti celku o jiné veli-
kosti, napf. dva kruhy).

3. Metodologie vyzkumu

Vyzkum probéhl zac¢atkem Skolniho roku 2019/2020 na étyfech
fakultnich skolach v Praze. Testovani probéhlo vZdy v jedné t¥idé

3Poznani, kde se zak snazi pouzit nauceny postup FeSeni, zobecnit zptisob
feseni ¢i definici pojmu ¢i aplikovat algoritmus, i kdyZ pojmim a postupum
zcela nerozumi. Nesnazi se pochopit, jak postupy a vzorce vznikly, feSeni si
mechanicky zapamatuje a dal ho nepromysli. Opakem je pro nas hloubkové
porozumeéni (viz Novotnd, 2020).
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kazdého ro¢niku druhého stupné, testovani byli vSichni pritomni
zéci. Zaktm byl zadan diagnosticky test (viz nize) a dotaznik (nenf
soudasti tohoto ¢lanku), zadani bylo provedeno autorkou. Slozeni
respondenti je k dispozici v tabulce 1.

Tab. 1: Respondenti studie

gkola A | skola B | skola C | gkola D | celkem
6. ro¢nik 21 13 17 19 70
7. ro¢nik 21 21 24 15 81
8. ro¢nik 16 15 22 31 84
9. ro¢nik 20 21 24 26 91
celkem 78 70 87 91 326

3.1. Diagnosticky test

Na zakladé studia odborné literatury a rozhovori s n€kolika uciteli
matematiky 1.1 2. stupné byl sestaven diagnosticky test, ktery je
zaméfeny na pét subkonceptl zlomki (viz oddil 2.2). Jeho cilem
bylo diagnostikovat tiroven a hloubku poznani zakt v této oblasti.
Vychéazeli jsme predevsim z indikatoru formalniho poznani a typt
nestandardnich dloh (napf. Hejny, 2004a; Hejny & Kufina, 2009).
Ulohy jsou fazeny gradované, jinymi slovy, tilohy na zac¢atku jsou
snazsi a mohou zakovi pomoci fesit tlohy nasledujici.

Byly vytvofeny ctyri verze testu, které se lisi jen poradim sub-
konceptii. Cést vénovana subkonceptu C-C byla vidy na druhém
misté. Dale uz se v ¢lanku zaméfime jen na tuto ¢ast diagnos-
tického testu. Zadna z tloh nevyzaduje postupy Feseni, které se
probiraji az na druhém stupni zakladni skoly. Pfedpokladali jsme
tedy, ze i zaci 6. a 7. roénikd by méli tlohy zvladnout vyftesit,
Tato ¢ast testu obsahuje devét tloh rozdélenych do t¥i bloku (viz
obr. 2, 3 a 4).

V dlohéch a—d je obrazkem zadany celek a zak mé vyznadit
nejprve % tohoto celku, nasledné % celku (alohy a+c kruhovy mo-
del, tlohy b+d diskrétni [kulickovy] uspofddany model). Ve vSech
Styfech tlohach tedy zjistujeme éast z celku.
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GASTC Ulohy na zaéatku stranky jsou jednodu&si
a mizou vam pomoci s FeSenim tloh na konci stranky.
Zkuste jich vyfesit co nejvice.

a) V celku vyznadte, kolik je jeho é .

O

[ONoNe] . - Lo 1
b) V celku 000 vyznacte (zakrouzkuijte), kolik je Jeho;.

c) Vcelku O vyznadte, kolikjsoujeho%.

000
000

Obr. 2: Zadani diagnostického testu, ulohy a—d

d) Vcelku vyznacte (zakrouzkujte), kolik jsou jeho% .

V ulohach e—h je obrazkem zadana ¢ast celku a zak ma nakres-
lit celek. Nejprve je dana %, poté % (Glohy e+g¢g kruhovy model,
ulohy f+h diskrétni [kulickovy] uspofddany model). Ve vSech ¢ty-
fech tlohach tedy z ¢asti zjistujeme celek.

e) Tohle (l je i z celku, nakreslete celek.

00O
f) Tohle 00

.1
jecz celku, nakreslete celek.

g) Tohle Cl jsou Ez celku, nakreslete celek.

h) Tohle 8 8 o jsou Szcelku, nakreslete celek.

Obr. 3: Zadani diagnostického testu, tlohy e-h

Uloha i je kombinaci obou piedeslych bloki. Zaktm je zadan
obdélnik a instrukce (viz obr. 4).
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i) Na obrazku jsou % z celku, nakreslete co nejpfesnéji E stejného celku.

Obr. 4: Zadani diagnostického testu, uloha 4

3.2. Analyza dat

Vypracované didaktické testy zakd byly anonymizovany, jejich
feSeni loh bodové ohodnocena a zakédovana podle vyskytujicich
se chyb a spravnych kroku feseni. Hodnoceni vSech tloh bylo pro-
vedeno jednim hodnotitelem podle manualu. Bodové hodnoceni
tloh bylo zdrojem kvantitativnich vyzkumnych dat. Bylo zvoleno
Ctyfstupnové kédovani, na zakladé bodového zisku pak byla vy-
pocitana prumérna uspésnost kazdé tlohy:

3 body - tloha vyfeSena spravné, véetné odpovidajici grafické
reprezentace,

2 body — spravny postup, ktery by vedl ke spravnému vy-
sledku, kdyby 7zék neudélal numerickou/kreslici chybu, prav-
dépodobné zptisobenou nepozornosti nebo nepresnosti,

1 bod — naznak Céstecné spravného feseni, ale Spatny/nedo-
feSeny vysledek,

0 bodt@i — nefeseno nebo Spatny vysledek bez dalsiho postupu
feseni.

Za spravné TeSeni je povazovano takové feseni, za které zis-
kal zék alespon 2 body. Pfed samotnou kvalitativni analyzou dat
byla provedena deskriptivni statistickd analyza zakovskych chyb
(Getnosti, parové t-testy, F-testy). Je vSak nutné podotknout, ze
analyza se zaklada pouze na pisemnych feSenich zaku, jde tedy
o nasi interpretaci poskytnutého feseni. Samotna feseni tloh byla
analyzovana i kvalitativné z hlediska postuptu feSeni a chyb zaku.
Pred hodnocenim zakovskych feseni byly pro kazdou tlohu vyti-
povany ocekévané chyby a postupy feseni. Hodnoceni tloh pak
probéhla podle sestaveného manuélu, kdy byly zaznamenavany
vyskyty konkrétnich chyb a kroki spravného reseni u kazdé tlohy
respondenta.
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3.3. Vyzkumné otazky

Stanovili jsme si nasledujici vyzkumné otazky:
Jak Tesi zaci 2. stupné zakladni skoly zadané tlohy? Jaké jsou
jejich postupy feseni a jaké jsou jejich chyby?
Je tispésnost zakid vyssi v dlohach s oporou o spojity model
nebo o diskrétni model?
Zavisi jejich preference modelu na typu tlohy?

4. Empiricka zjisténi
Primérny zisk zéka z celé ¢asti testu byl 14,84 bodu (o = 7,44)
z 27 moznjch, jen 5 zaki ziskalo plny podet boditl. Zaci nejcastéji
zkougeli Tesit tlohy a (98,5%) a ¢ (97,6 %). Ulohy a—d zkouseli
zaci Tesit zhruba pétkrat castéji nez tlohy e—h. Nejméné casto
pak Fesili ulohu ¢ (64,4 %). S vyjimkou prvnich t¥ tloh se snizoval
pocet zaku, ktefi se nasledujici ilohu pokusili Fesit.

Primérné bodové vysledky jednotlivych tloh jsou k dispozici
v tabulce 2. Nejlépe zéci tesili ilohy b, d, a, nejhtite tilohu 7. Bo-
dové ohodnoceni ve tfech blocich tloh se snizovalo.

Tab. 2: Primérné bodové vysledky tuloh, smérodatna odchylka
a pocet vynechani

a b c d e f g h )
prameér | 2,05 | 2,44 | 1,86 | 2,29 1,53 1,62 | 1,16 | 1,15 | 0,74
o 0,76 | 1,16 | 1,86 | 1,27 | 1,44 | 1,42 1,43 [ 1,39 | 1,10
pramér 8,64 5,46 0,74
o 318 4,79 1,10
;éyﬁlgdlalo 5 16| 8 | 20|46 | 57| 76 | 90 | 116

Nejcastéji zaci skrtali v ulohach f, h, e. Nejvétsi kreslici ne-
presnosti se vyskytly v tlohach a a ¢, a to zhruba u 56 % zdk.
Vypocty se v Teseni zakt téméf neobjevily, 16 zakt jej uvedlo
v TeSeni dlohy i.

Nyni se podivame na razné typy tuloh a modeld a na rozdily
mezi jednotlivymi ro¢niky a skolami.
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4.1. Z celku zjistit cast

Ulohy a—d (obr. 5) dopadly v celkovém hodnoceni nejlépe. Ulohy
s diskrétnim modelem ziskaly lepsi bodové ohodnoceni nez tlohy
s kruhovym modelem, tlohy s kmenovymi zlomky dopadly lépe
nez tlohy se zlomky s ditatelem dva. Pies 81 % zakt rozdélilo
(alespont ptiblizng) kruh modelem ,mercedes®, tedy tak, ze zdk
z horni ¢asti kruhu spustil svisly polomér ke stfedu a ze stfedu
pak dva dalsi poloméry smérujici doli doleva a doprava tak, ze
polomeéry kruh déli na tfetiny tvarem pfipominajicim logo Merce-
desu (viz obr. 5 ¢ast a). 6-7 % zaka kruh rozdélilo, ale nevyznagcilo
(napt. vySrafovdnim) pfislusnou ¢ast. Jen minimum zaki se sna-
zilo délit kruh na pruhy, zhruba u Sesti procent se objevila snaha
0 jiné rozdéleni (pfedevsim na polovinu a dvé ¢tvrtiny, dle na dvé
poloviny nebo na ¢tyfi ¢tvrtiny). Pokud zak spravné rozdélil kruh
na tretiny v tloze a, v naprosté vétsiné pak rozdélil spravné kruh
i v tloze ¢ (parovy t-test, p = 0,03), stejnd situace ale neplati pro
vyznaceni ¢asti. Priblizné polovina zakt, ktefi rozdélili kruh, ale
nevyznacili ¢ast v tloze a, ji pak vyznadili v tloze c.

a) V celku @ vyznadte, kolik je jeho %

b) V celku @: 8 vyznaéte (zakrouZkujte), kolik je jeho,—: .

¢) V celku vyznatte, kolik jsou jeho =.

d) V celku 8 8 vyznacte (zakrouzkujte), kolik jsou jeho%.

Obr. 5: Ulohy a-d s moznym (spravnym) fesenim

Pies 97 % zakt diskrétni modely nijak nerozdélovalo, Zéci v ob-
razku rovnou vyznacili vysledek. Zhruba tiikrat castéji se v iloze b
objevilo spravné vyznadeni kulicek pod sebou (vs. vedle sebe)
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a zhruba pétkrat Castéji v tloze d ve ¢tverci (vs. ve tvaru pis-
mene L), viz obrazek 6.

00 [0o]o |oole F@
OO 000 |oolo"™ |00

Obr. 6: Ruzna (spravna) oznaceni ¢asti z celku v tlohach b a d

Vsechny &tyfi tlohy a—d vyfesilo spravné 64 % zakt. Jak jiz
bylo zminéno vyse, tato ¢tvefice tloh dopadla v testu nejlépe.
Na zakladé parového t-testu bylo zjisténo, Ze Zaci Casto vytesili
sprévné bud obé z uloh a a ¢, nebo ani jednu (p = 0,02), stejné
tak ulohy b a d (p = 0,003). Zévislost mezi bodovym ohodnoce-
nim dloh a+b a c+d nebyla t-testem zjisténa. VSichni zaci, ktefi
vynechali tlohu s kruhovym modelem (pro tlohu a N = 5, pro ¢
N = 8), vynechali i tlohu s diskrétnim modelem (pro b N = 16;
prod N = 29).

Mezi nejéastéjsimi zakovskymi chybami se objevilo pfedevsim
(v sestupném potadi):

e nepfesné rozdéleni kruhu na tfetiny,

e metodicky Spatné rozdéleni kruhu na tfetiny (typicky polo-
vina a dvé Gtvrtiny), respektive Spatnd predstava o déleni
zlomku,

o rozdéleni kruhu, ale nevyznaceni ¢asti,

e vyznaceni (s rozdélenim nebo bez) jiné ¢asti nez tietiny.

4.2. 7 &asti zjistit celek

Ulohy e a f s kmenovymi zlomky (obr. 7) mély zhruba o pil
bodu lepsi primérné bodové ohodnoceni nez tlohy g a h se zlomky
s Citatelem dva. ZvySovalo se postupné i procento zak, kteri ilohu
vynechali (z 14 % u tlohy e na 28 % u tlohy h). ZAci celek zhruba
o tfetinu Castéji kreslili jako celé kruhy a ¢ast (dva a ptil kruhu
v tloze e a kruh a ¢tvrt v g) nez jako pulkruhy (pét ptilkruht
v tloze e a dva pulkruhy a étvrtkruh v g).
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e) Tohle CI jeizcelku, nakreslete celek. CD @ I

g 8 ® jeézcelku, nakreslete celek. i g 5]

a
g) Tohle G jsougzcelku. nakreslete celek. G d

h) Tohle © © C jsouZz celku, nakreslete celek. 12 ',5_- ®
(o] s

Obr. 7: Ulohy e-h s moznym (spravnym) FeSenim

Na tlohy s diskrétnim modelem Zaci nejcastéji odpovidali zapi-
sem typu ,,25 kuli¢ek/puntiki® (42 %)%, nebo kreslili uspoifadany
celek (26 %). Jen t¥i zaci nakreslili celek bez uspofadani. Pétiny
(pét kulicek) v tloze f Zaci Cast&ji oddélovali, nez spojovali do
jednoho celku (viz obr. 8).

000 00O 000 000 00O
[oX¢] o0 [e}e} oo o0
Vs
0000000000000
0000000OOO00O

wevs

Obr. 8: Nejéastéjsi typy usporadani celku (kulicek) v tloze f

Nemiizeme Fict, zda existuje vztah mezi spravnym feSenim
uloh e+g, ani f+h, jelikoz parovy t-test nedovolil zamitnout nu-
lovou hypotézu (tedy Ze mezi feSenim tloh neni statisticky vy-
znamny vztah). Nicméné jen devét zaki (3 %), ktefi vyfesili spréav-
né ulohu g, nevyfesilo spravné tlohu e, vSichni tito Zaci navic
ziskali v tiloze ¢ plné t¥i body. Ulohu e tii z téchto deviti zakt vy-
nechali, tii nakreslili jako odpovéd jeden kruh a t¥i nakreslili jiny
celek. Osm jinych zaka, ktefi vyfesili spravné tlohu A, nevyfesilo
spravné ulohu f, opét vsichni se ziskem tfi bodu. Jeden z téchto
zakt dlohu f vynechal, dva zaci nakreslili dvacet kulicek a pét
z nich nakreslilo jiny (rtzny) pocet kulicek.

4Toto FeSeni jsme povazovali za spravné.
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14 % zékt zaménilo zadani tlohy e a vyznadili jednu pétinu
z celku podobné jako v lohach a—d. U dalsich tuloh uz ale k zameéné
dochézelo méné ¢asto, u tlohy h v necelém 1% piipadt.

Vsechny ¢tyti tllohy této ¢asti vytesilo spravné 24 % zakt, zad-
nou z nich necelych 10%. Pokud zdk vyTesil spravné pravé dvé
ulohy, jednalo se bud o tlohy s kmenovymi zlomky (e+f), nebo
o dvojici tloh se stejnym modelem (e+g, nebo f+h).

Mezi nejcéastéjsSimi zakovskymi chybami se objevily pfedevsim
(v sestupném poradi):

e zaména zadani, vyznaceni ¢asti z celku misto nalezeni celku

(pfedevsim v tloze e),

e nakresleni celku jako jednoho kruhu v tlohéch s kruhovym
modelem,

e nerozdéleni zadané ¢asti (kruhu nebo kulicky) v tlohach g
a h.

4.3. 7 &asti zjistit jinou cast

Uloha i (viz obr. 9) byla zafazena v této ¢asti diagnostického testu
jako posledni a pro zaky byla rozhodné nejobtiznéjsi, vynechalo ji
témér 36 % respondenti. 22 % zakt vsak vyftesilo tllohu spravné,
z toho zhruba dvé tfetiny ziskaly t¥i body.

i) Na obrazku jsou § z celku, nakreslete co nejpfesnéji é stejného celku.

\ [
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Obr. 9: Uloha i s moznym (spravnym) fesenim

&V

37 % zékid zvladlo rozdélit obdélnik na dvé poloviny a ziskat
tak jednu tfretinu, zhruba tfetina z nich pak ziskala Sestinu roz-
délenim na dalsi poloviny. Vétsina zakt se spravnym feSenim do-
kreslila k obdélniku Sestinu (13 % ze vSech zakt), nékteri ptivodni
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obdélnik rozdélili a pod n&j nakreslili novy obdélnik (5%), né-
ktefi jen nakreslili novy obdélnik bez naznac¢eni déleni ptivodniho
obdélniku (2 %).

Nejcastéjsi strategie feseni byla ta zaznamenand na obréz-
ku 10. Neékolik dalsich zakt rozdélilo obdélnik nejprve na &tyfi
dily, dva z nich k zadanému obdélniku ptidali a skrtli (nevybar-
vili) jeden ptivodni dil (viz obr. 7).

= ——

/
¥

Obr. 10: Ukazka zakovského feseni ulohy ¢

Vétsina zakt rozdélovala obdélnik svisle, pouze nékolik respon-
denti vodorovné. Jen respondent ¢. 12 zvolil kombinaci, kdy ob-
délnik rozdélil dvéma carami spojujicimi stfedy jeho stran. Na-
sledné prekreslil obdélnik zvétseny o dva vodorovné dilky a vygu-
moval dilek vpravo nahofe (viz obr. 8, gumované ¢ary doplnény
prerusované autorkou).

g [

Obr. 11: Ukézka zakovského feseni tlohy 4, respondent ¢. 12

Zaci, ktefl vytesili tlohu i spravné, méli z testu primérné
0 8,3 bodu vice nez zaci, ktefi ji nevytesili.

4.4. Spojité vs. diskrétni modely

V tomto oddile porovndme praci zakd se spojitymi (kruhovymi)
a diskrétnimi modely v tlohach a—h. Ulohu i pro jeji specifiénost
a obtiznost z této analyzy vynechame.

Jak jiz bylo zminéno vyse, tilohy s diskrétnim modelem byly
hodnoceny lépe nez tlohy s kruhovym modelem pro tlohy a—f.
V druhém bloku tloh (e—h) uZ bylo hodnoceni vyrovnanéjsi (lépe
byly ohodnoceny tdlohy f a g). Ve dvojicich tloh stejného typu
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ale zaci ve vSech pripadech vynechavali castéji llohy s diskrétnim
modelem, viz tabulka 3. PTi porovnani s tabulkou 1 tedy mtizeme
tvrdit, ze tlohy s diskrétnimi modely ZAaci sice ¢astéji vynechavali,
avsak pokud uz se je rozhodli Fesit, pak dopadala jejich feseni
vzdy lépe nez feSeni tloh s kruhovym modelem.

Tab. 3: Pocet zaki, ktefi vynechali tlohy

a+b c+d e+f g+h
vymechalol |y gl 99 | ug | 57 | 76 | 90
zakl
vynechaloly ol s o019 598,90 % 14,1 % 17,5 % | 23,3 % | 27,6 %
procent

Zaci v diskrétnich modelech v naprosté vét$iné nijak neroz-
délovali kulicky na ¢asti celku, ale vysledek rovnou zakreslili. Na-
znaceni déleni celku se nejéastéji objevilo v tloze h (u 4 zaki).
Vétsina zakt odpovéd u tloh f a h zapsala pomoci ¢isla, coz vSak
muze byt zpisobeno vyssim mnozstvim kulicek, které méli kreslit.
Pokud kreslili, pak véts§inou model usporadany ve stejné struktuie
jako zadani.

Spojité modely naopak zaci Castéji spojovali do celych kruht,
nez by opakované zakreslovali jeho ¢ast. Celkem 98 zaku (30 %)
mélo alespon v jedné tloze problém s rozdélenim kruhu na tte-
tiny, ackoliv se o to pokusili (a neuspéli, pouzili jiné rozdéleni
nez ,mercedes*). Dalgich 230 zaka (70,5 %) mélo alesponi v jedné
tloze rozdéleny kruh na tfetiny viditelné nepfesné, jen 37 zaku
(11%) mélo v obou ptipadech rozdéleny kruh na tfetiny meto-

dicky spravné i presné®.

4.5. Roéniky a skoly

Mezi vysledky jednotlivych skol jsou rozdily jak v primérnych bo-
dovych ziscich, tak ve vyrovnanosti zaki v jedné tiidé (viz tab. 4).
Nejlepsich vysledkt dosahovali Zaci na $kole A, kde se zaroven ob-

5Tim rozumime, Ze tii ¢asti kruhu vypadaly zhruba stejné velké; alespori
podobné jako na obrazku 5.
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jevily i nejmensi rozdily mezi zaky v jedné tridé. Naopak nejhorsi
vysledky a nejvétsi rozdily se vyskytly na skole B. Vzhledem k ve-
likosti vzorku vsak z téchto zjisténi nemtizeme vyvozovat zasadni
zaveéry. Neklademe si za cil ani Skoly srovnévat, jelikoz skoly ne-
byly pfed provedenym Setfenim vykonnostné skalovany ani porov-
navany. Vysledky uvadime spiSe pro informaci, v jakém bodovém
rozmezi se jednotlivé tfidy a ro¢niky pohybuji.

Tab. 4: Bodové zisky zaku jednotlivych t¥id, podle skol

tfida | min | max | pramér | ¢ | prumér | o
A6 6 25 16,9 2,8
AT 3 25 16 3,6
’ 18,3 2,9
A8 12 27 21,3 2,8
A9 11 27 19,9 2,2
B6 0 24 8,1 2,7
B7 0 22 7,8 2,3
’ ‘ 10,7 3,2
B8 0 24 11,7 2,9
B9 2 25 14,4 3,5
Cé6 9 26 16,9 2,9
Cr7 21 2
0 9 )5 14,9 3.4
C8 1 25 13 3.4
C9 11 26 21 2,5
D6 5 25 13,8 3,2
D7 24 10,4
0 0, 3,7 151 |33
D8 4 27 16,3 3,3
D9 2 26 17,2 2,8

Vysledky stejné analyzy podle roénikt jsou v tabulce 5. Nej-
lepsich vysledkii dosdhli zéci 9. roénikd (vE. nejmensich rozdili
mezi nimi), nejhorsi ohodnoceni méli zaci 7. roéniki. Tyto vy-
sledky jsou shodné i pro jednotlivé tlohy, pro vSechny typy tloh

a modeln.
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Tab. 5: Primérné bodové zisky zakd, podle roéniku

tlohy [tlohy |lloha| spojité | diskrétni

a—d | e=h i |modely | modely celkem o \min | max

6.1r.| 85 | 54 | 0,6 | 68 70 | 144 [2,9] 0 | 26
7.1.] 74 | 31 ] 04 | 50 54 | 10,8 [3,1] 0 | 25
8.r.] 89 | 59 | 08| 67 8,1 15,6 |3,1] 0 | 27
9.1r.] 96 | 7.3 | 1,2 | 7.8 92 | 18,1 [2,8] 2 | 27

5. Diskuze

Nejprve je nutné podotknout, ze respondenti 6. a 7. roénik® jests
neméli téma zlomky na druhém stupni probrané. Pii feSeni zada-
nych dloh by to vSak nemeélo zakovi s dobrou pfedstavou pojmu
zlomek (z prvniho stupné) vadit. Analyza dat nicméné ukézala,
ze 6. a 7. ro¢niky dopadly o néco hiife nez 8. a 9. ro¢niky. VSichni
zéaci priimérné ziskavali jen malo pfes polovinu moznych bodi, coz
naznacuje, ze feSeni tloh pro né bylo obtizné. Alarmujici je také
zjisténi, Zze i nejjednodussi tlohy v testu (a—d) vytesily spravné
jen necelé dvé tretiny respondenti. Velkad cast zakt tedy prav-
dépodobné neméa vybudovanou dobrou predstavu pojmu zlomek,
coz koneckoncii ukazuje jiz mnoho pfedchozich vyzkumt (napf.
Hejny & Kufina, 2009; Rendl & Vondrova, 2013; Samkova & Ti-
cha, 2017). Pocet zakt, ktefi tlohy fesili, a bodové ohodnoceni
jejich feseni se s postupujicimi tlohami sniZzuje a odpovida tak
nasemu gradovani tloh v jednotlivych c¢astech testu. Vétsina zaka
feSila tlohy pouze graficky, bez vypoc¢ti, coZ je v souladu s pova-
hou zadanych tloh.

V obou ¢astech testu zaci Castéji vynechavali tlohy s diskrét-
nimi modely, avSak jejich FeSeni pak dopadala lépe (s vyjimkou
dvojice tloh g+h, kde tloha g dopadla primérné o setinu bodu
lépe). Obdobné vysledky potvrzuji i Boyce a Mossova (2017).
Mtzeme jen odhadovat, ¢im je to zptisobeno. Jednim z voditek
muze byt zjisténi, ze v Ceskych ucebnicich se s kruhovymi mo-
dely pracuje ¢astéji nez s modely diskrétnimi (Vejmelkové, 2014),

63 vyjimkou sedmé tiidy na skole A, kterd v dobé testovani se zlomky
za¢inala pracovat (zhruba tyden). Jejich Feseni dopadla ze 7. ro¢nikl nejlépe.
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tudiz si na FeSeni tuloh s diskrétnimi modely Castéji troufali Zaci,
ktefi byli presvédéeni o svém spravném postupu. Dalsim vysvét-
lenim muzZe byt fakt, ze zaci zkratka pouzivaji pfi praci s riznymi
modely rtizné strategie feSeni (viz Hiebert & Tonnessen, 1975).
Nase analyzy navic naznacuji, ze mezi dvojicemi uloh, které se
ligily jen uzitim kruhového nebo diskrétniho modelu, Zaci casto
nevidéli souvislost a tlohy Tesili izolované.

Oproti nasemu ocekavani se jen minimum zaku pokusilo délit
kruhovy model na pruhy, o néco vétsi mnozstvi zakt pak rozdé-
lilo kruh na étvrtiny a t¥i dily (polovinu a dvé ¢tvrtiny) oznadili
jako tfetiny. Ulohy s kruhovym modelem e a g pak tito zaci vétsi-
nou preskocili. Témto zakim unika jedna z nejvyznamnéjsich za-
sad prace se zlomky, Ze ¢4sti (jmenovatel), na které celek délime,
musi byt stejné velké. Nejcastéjsi chyby pfi praci s kruhovym mo-
delem tedy vznikaly v nepresném rozdéleni na tfetiny modelem
ymercedes, pfipadné ve (zhruba) spravném rozdéleni a nevyzna-
¢eni pozadované casti. Prvné uvedenad chyba je pravdépodobné
zpusobena jen nedostate¢nym tréninkem, jelikoz podstata déleni
kruhu na tfetiny zakovi problém nedéla. Na druhou stranu, jen asi
11 % zékt mélo v tlohdch a i ¢ rozdéleny kruh na t¥etiny spravné
a presné. Nevyznaceni pozadované ¢asti pak mutze byt zptsobeno
Spatnym prectenim/porozuménim zadéni.

Ve druhé casti testu pak zaci poloviny kruhu castéji spojo-
vali do celych kruht, oproti tomu v diskrétnich modelech od sebe
Casté€ji jednotlivé ¢asti odd€lovali. Rozdil mize byt zptisoben poc-
tem Utvard, které meli zaci kreslit. U spojitych modelt se totiz
jednalo o 2,5 a 1,25 kruhu, u diskrétnich modelt o 25 a 12,5 ku-
licek. Zapisy vysledkit u diskrétnich modeld mozné i proto zaci
casto zkracovali zapisem d¢isla, ¢i kreslili usporadany celek.

V nékolika pfipadech doslo ve druhé ¢asti testu k zaméné za-
dani. Nékteri zaci pokracovali v feseni zadani z prvni ¢asti testu
(pFedevsim v tloze e), coz mohlo byt zptusobeno predevsim jejich
nepozornosti. Nékolikrat se také objevila odpovéd, Ze celek je je-
den kruh. Cést téchto 74kt uvedla shodnou odpovéd u tloh e+g,
¢imz poukazuji na to, ze tlohy bud Fesili nepozorné (coz se vzhle-
dem k jejich zbylym odpovédim nezda pravdépodobné), nebo Ze
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s kruhovym modelem neuvazuji nad celkem vétsim nez jedna.
Druhéa skupina téchto zakid tlohu g vynechala. Tito pravdépo-
dobné Teseni tlohy e jen odhadovali.

Zakovsks feseni tilohy i ndm ukazala pfedevsim pestrost sprav-
nych feseni. Zaci obdélnik nejcastéji délili svisle, aviak objevila se
i feSeni vodorovné ¢i kiizem. Nékteri z nich prekreslili obdélnik
vedle, jini pfidali pozadovanou ¢ast ke stavajicimu obdélniku, ¢i
dokonce ¢ast pridali a ¢ast od ptivodniho obdélniku odebrali.

6. Omezeni, dasledky a zavér

Predlozeny vyzkum ma pfirozené sva omezeni; v prvni fadé je
to velikost a slozeni vzorku. Skoly byly vybrany na zakladé do-
stupného vybéru, proto si v zddném ptipadé neklademe za cil vy-
sledky generalizovat na zaky vSech (prazskych) zdkladnich skol.
Radi bychom vsak poskytli vhled do této ne zcela prozkoumané
problematiky. Stfedni velikost vzorku ndm na jednu stranu po-
skytuje vétsi pestrost zakovskych feSeni, na druhou stranu nam
v8ak neumoznuje pracovat s jednotlivymi zaky individudlné pii
feSeni tlloh. Nase analyza je tedy zalozena na ohodnoceni vysledku
ulohy, ne na redlném postupu jejiho feseni (ktery mizeme jen od-
hadovat). Vhodnym doplnénim analyzy by mohly byt rozhovory
s 74ky o jejich feSenich” ¢i propojeni s analyzou pouzivané uceb-
nice a ucebniho stylu ucitele.

Za prtinos povazujeme poukazani na rozdilnou praci zakl s dis-
krétnimi a spojitymi modely, at uz jde o (ne)feseni tlohy &i spréav-
nost feSeni. Pro ucitele mohou byt zajimavé i naznacené stra-
tegie feseni jednotlivych tloh zaky a nejcastéjsi chyby, které se
mezi zaky vyskytly. Jako zavazné zjisténi vnimame piedevsim to,
jak velké mnozstvi zakt TesSilo tlohy nespravné, pricemz nékte-
rym stale unikaji zakladni principy prace se zlomky. Pro autory
ucebnic pfinasime dalsi pohled na to, s ¢im by se Zaci mohli se-
tkévat Castéji. Doufame, ze nase analyza bude inspiraci pro dalsi
vyzkumy, které jsou v této oblasti jisté tfeba.

7Ty byly provedeny s Sesti zaky, ktefi se c¢astnili dalsi ¢asti studie popsané
v (Novotné, 2020). Vzhledem k jejich malému poétu a k jinému zaméfeni
studie zde vsak vysledky neuvadime.
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Abstract

Fractions are one of the most challenging topics in primary school
mathematics. The relationship between whole and part is consi-
dered to be a key one for their deep understanding. We conducted
a study with 326 lower secondary school pupils in Prague to in-
vestigate how they work with the circle and discrete models in
problems focusing on the part-whole relationship. We found that
pupils are more likely to skip problems with the discrete model,
but if they choose to solve them, they solve them more correctly
than problems with the circle model. Pupils are also likely to often
use different strategies when solving the same problem with a di-
fferent model and to view problems in isolation. Among the most
common pupil errors were, for example, incorrect or inaccurate
division of the circle into thirds, not marking the required part,
or confusion of the task (to determine the part from the whole vs.
from the part to the whole). Different pupil strategies for solving
these problems are also discussed, which may be of interest not
only to mathematics teachers.
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