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EULEROVA REFORMA GONIOMETRIE

RADKA SMYKALOVA

Leonhard Euler se narodil 15. dubna roku 1707 v Basileji (Svy-
carsko). PoloZil zdklady novych matematickych teorii a podstatné
prispél k rozvoji teorii drivéj§ich. My se v nasledujicim budeme
zabyvat pouze jednou védeckou disciplinou — goniometrii.
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Obr. 1. Leonhard Euler

Hlavni rysy Eulerovy reformy

Z obecného pohledu na goniometrii je nejvyraznéjsi Eulero-
vou zasluhou, Ze rizné (do té doby pouze numericky vyéislované
a tabelizované) trigonometrické hodnoty pretvoril ve funkce. Toto
tvrzeni vzhledem ke sloZitému historickému vyvoji pojmu funkce
nyni vysvétlime a upresnime.

V dnes$ni dobé je termin funkce matematickym nazvem pro
zobrazeni z néjaké mnoziny M do mnoziny ¢isel (vétSinou redl-
nych nebo komplexnich), nebo do mnoZiny vektorti (pak se mluvi
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o vektorové funkci). Je to tedy jakykoliv pfedpis, ktery kazdému
prvku z M jednoznalné pfifazuje néjaké Cislo nebo vektor (hod-
notu funkce). Nékdy se vSak slovo funkce pouziva pro libovolné
zobrazeni.

Pro Eulera, od néhoZ pochazi oznaceni y = f(z) z roku 1748,
vSak pojeti funkce znamenalo existenci analytického vyrazu obsa-
hujicitho z, z néhoz se da y vypocitat. Na funkci tedy musela byt
dana urcita formule, do které mohlo byt za proménnou z dosa-
zeno Cislo — redlné ¢i komplexni. Euler pak rozdéloval funkce na
dvé skupiny, a to na funkce algebraické a transcendentni. Nejjed-
nodussi tvary algebraickych funkci s proménnou z podle Eulera
jsou:

a
y=a+z, y=a-z, y=az, y=_, y=3% y= ¥z

vSechny ostatni algebraické funkce dostane jejich skladanim.
Transcendentni funkce jsou podle Eulera takové, které nelze ikony
algebraickymi koneénym tvarem vyjadiit. Patfi sem funkce expo-
nencialni, goniometrické, logaritmické a cyklometrické. Tak pro
diive vyluéné geometricky chapané hodnoty sinu a kosinu Euler
objevil analytické formule ve tvaru (nekonec¢nych) fad

3z 2

smm=x——§!—+§—--- . cosle——Z—!——l—Z!——---
Tyto formule odstranily pochybnosti, jak definovat hodnoty sinx
a cosx pro Cisla z, ktera nevyjadiuji velikost ostrych uhli.

Do doby Eulerovy bylo v trigonometrii mnoho nedofesenych
problémii. Jak jsme pravé naznacili, nebyla jesté vyjasnéna otazka
znamének goniometrickych funkci thli v riznych kvadrantech. To
bylo pri¢inou toho, Ze ¢asto vznikal zmatek v prevodnich vzorcich.
Neexistovala jednotna symbolika, kazdy vzorec se odvozoval geo-
metricky pomoci zvlastniho naértku atd.

Hodnoty goniometrickych funkci Euler disledné spojoval s pra-
vouhlym trojihelnikem o jednotkové preponé. Pravé Eulerovou
zasluhou je myslenka povazovat goniometrické hodnoty za déisla.
Euler tedy chapal hodnoty sinu a kosinu nikoli jako délky tusecek,
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jak tomu bylo ve starovéku a ve stfedovéku, nybrz jako ¢isla, ktera
vyjadfovala pomér pfislusnych goniometrickych délek k poloméru
kruznice. Pfitom polomér kruZnice jakozto piny sinus kladl Euler
rovny Cislu 1.

Euler nema ani v niZe rozebiraném dile Introductio, ani ni-
kde jinde definované trigonometrické funkce explicitné jako po-
dily délek stran pravouhlého trojihelnika, to znamena jako disla.
Avsak podle autora (8] pro ty, ktefi jeho spisy pfesné znaji, neexis-
tuje zadna pochybnost, Ze Euler goniometrické funkce jako takové
chépal, nebot na riznych mistech jeho praci se vyskytuji pfimo
napsané poméry. Je dilezité jesté jednou poukazat na fakt, Ze pro
Eulera to nebyly pouhé podily délek stran v trojihelniku, ale byly
to skutec¢né (analytické) funkce thlu.

Tim, Ze se Euler dival na hodnoty goniometrickych funkci jako
na Cisla bez geometrického rozméru, mu umoznilo je zacit pouzivat
ve vzorcich, aniZ by narusil jejich homogenitu. Krasnym prikladem
je kosinova véta; v rovnosti

a? =b% + c® — 2bccosa

je posledni ¢len — stejné jako tfi predchozi — skalarni veli¢ina roz-
méru rovinného obsahu. Sim Euler o tom piSe: ,Domnivam se,
Ze jsem prvni zavedl do algebry siny a tangenty thlu tak, aby se
s nimi mohlo zachazet jako s ostatnimi ¢isly a nerusené provadét
operace vSeho druhu.“

Oznacovani stran trojuhelnika malymi pismeny latinské abe-
cedy a, b, ¢, protéjsich uhli pak velkymi pismeny téze abecedy
A, B,C umoznilo Eulerovi zna¢né zjednodusit trigonometrické
vzorce, které tak nabyly zndmé symetrie. Témuz Gcelu slouzilo Eu-
lerem zavedené zkracené oznaceni goniometrickych funkci thlu 2
znaky sin.z, cos.z, tang.z, cot.z, sec.z, cosec.z nebo sin.A.z,
cos.A.z atd. Pismeno A u poslednich zapisi je po¢atecnim pisme-
nem latinského slova ,,arcus“ — oblouk. Tu a tam se také v jeho spi-
sech vyskytuje sin .v.z namisto sinvers (,,sinus versus“ — latinsky —
vzepéti oblouku, hodnota dana vzorcem v = versina = 1 —cos ).

Euler stanovil neobyc¢ejné jednoduchy a necekany vztah mezi
goniometrickymi a exponencidlnimi funkcemi (v komplexni ro-
ving), ktery lze vyjadfit vzorcem e'* = cosz + isinz.
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PiestoZze Euler nenapsal Zadné dilo vénované ucelenému vy-
kladu goniometrickych funkci, jeho prace byly jiz v 18. stoleti vé-
deckym podkladem pro sestaveni nékterych ucebnic trigonometrie
a goniometrie, na svou dobu velice pokrokovych. Jednou z prvnich
byla napf. uéebnice akademika M. J. Golovina Rovinnd a prosto-
rovd trigonometrie s algebraickymi dukazy, vydana v Rusku roku
1789. Tato ucebnice obsahovala vSechny nejdilezitéjsi goniomet-
rické vzorce a funkce témér v tom tvaru, v jakém jich pouzivame
v nynéjsi dobé.

V dalsi kapitole podrobnéji popiSeme mista, kde goniometrické
funkce vystupuji v jedné z Eulerovych stéZejnich knih, ktera se
stala zakladni ucebnici infinitezimalniho poc¢tu a podnitila dalsi
rozvoj matematické analyzy ve druhé poloviné 18. stoleti.

Introductio in Analysin infinitorum (1748)

Ve svém dile Uvod do analyzy z roku 1748 Euler vytvofil z tri-
gonometrie skuteCnou védu o goniometrickych funkcich, podal jeji
analyticky vyklad a odvodil fadu goniometrickych vztaht z né€ko-
lika zakladnich vzorcii. Pro né byl v knize poprvé uzit novy zptisob
zapisu, ktery zcela odpovidd dnesSnimu.

V § 127 knihy Introductio Euler zminuje hodnoty sinus a ko-

sinus pro uhly 0, 7, m, 3?", 27, uvadi rovnosti

™ ™

cos z = sin (E —z) , Sin z = cos (5 —z) , sin’ z + cos?

z=1

a definuje

sin z cos z 1
, cot 2 = — = ;
COS 2 sinz tangz

tang z =

Pak v dal$ich paragrafech zminuje souétové vzorce obou zaklad-
nich funkci a odvozuje vzorce pro zvétSeni nezavislé proménné
o celé periody a poloviny period. K nim jesté v § 129 pripojuje
vzorce pro

sin(2y + z), sin(3y + 2), sin(4y + z)
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cos(2y + z), cos(3y + z), cos(4y + z).

To, Ze by k tomu mél nejprve dokazat platnost sou¢tovych vzorct,
nechal Euler ovSem bez povSimnuti. V § 130 nasleduji vzorce pro
sinus a kosinus polovi¢niho uhlu, ke kterym se pripojuji v § 131
rovnosti, pomoci kterych jsou soulty a rozdily sina a sinb, cosa
a cos b pfevedeny na souliny. Paragraf 132 pak pfinasi rovnost pro
nasobeni komplexnich jednotek

(cosztv/—1sinz)(cosyty—1siny) = cos(z+y)Ltv —1sin(z+y),

ktera je jeSté rozSifena na podobnou rovnost pro tfi nezavislé pro-
ménné. ProtozZe je zakon tvoreni takovych souc¢inti ihned rozpo-
znatelny, Euler pokracuje v nasledujicich paragrafech uvedenim
vzorce

(cos-z++/—1sin-2)" + (cos-z —/—1sin- 2)"
2

COS- Nz =

a obdobnym vzorcem pro sin-nz. Odtud ziskava pomoci bino-
mické véty znamé vyrazy pro cos-nz a sin-nz ve tvaru mno-
hoc¢lenti proménnych cos- z a sin-z. Dale v § 134 pokracuje: po-
kud je z oblouk tak maly, Ze sin-z = z acos-z = 1, azan
uvazujeme nekonec¢né velké Cislo, takze nz bude konecny oblouk
v, pak bude sin-z = z = > a odtud dostaneme zndmé moc-
ninné fady pro sin-v a cos-v. Je to historicky prvni odvozeni
sinové a kosinové fady bez integralniho po¢tu. Pokud sem dosa-
dime za v = 7*90°, pak dostaneme mocninné fady pro sin- A7*90°
a cos- A790°, které Euler vypisuje az k 29., resp. 30. mocniné
zlomku 7 a jejich koeficienty uvadi s presnosti na 28 desetin-
nych mist. Tyto fady ostatné oznamil uz v roce 1739 v pojednéani
Methodus facilis computandi angulorum sinus ac tangentes, tam
naturales, quam artificiales. V § 135 dila Introductio se nachézi
fady pro tang - A7-90° a cot - AT*90°, ve kterych se 13-ti mist-
nymi koeficienty dochazi Euler az k mocniné (%)25, ovSem bez
udani odvozeni. Zminuje, Ze tyto fady mizZeme nachéazet pomoci
déleni sinovych a kosinovych fad, pozdéji ale dodava . jejich jiné
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podrobné odvozeni Spoéivé v tom, Ze se snadno urci nulové body
funkci cos 57 + tg 5 - sin 37 a tyto se pak s jejich pomoci rozvi-
nou v nekonecne soucmy Tim, Ze pak na druhé strané vypiseme
mocninné fady pro cos —;: a sin -”2577—1‘ a nekonec¢né souciny roznaso-
bime, dostaneme pomoci porovnani koeficientii u stejné vysokych

mocnin z soucty riznych rad, z nichz ta prvni je tvaru:

T " mm 1 + 1 i 1 "
an_nz—m2 On2 —m?2 = 25n2 —m?

4dmn

Podobné ziskame soucet rady

" mm
g2n—

2n  4mn 1 1 1
= = + -+ sfosen |,

mm T 4n?2 —m?2  16n2 —m?2  36n2 — m?

Nyni Euler jednotlivé ¢leny téchto fad rozviji v nekonecné geo-
metrické fady a po preskupeni scitancti dostane fadu z mocnin
zlomku ™ opatienych koeficienty tvaru

1 1 1 1 1 1

Lo ek o b ens gl sos b e o o o

Sc¢itani takovych rad, které se Jakobovi Bernoullimu zdélo byti
neprekonatelnou prekazkou, si Euler dovolil jiz v letech 1734-35.

V § 136 a § 137 Introductia jsou zminény prostiedky k iiplnému
sestaveni tabulek hodnot goniometrickych funkci na zakladé drive
odvozenych fad. K tomu Euler podotyka, Ze s pomoci jiz od Vieta
znamych vzorci

sin(30°+2) = cos z—sin(30°—2) a cos(30°+z) = cos(30°—z)—sin z

mohou byt pouhym s¢itanim a odecitdnim nalezeny hodnoty sinu
a kosinu uhli prevysujicich 30° z hodnot pro thly mensi nez 30°.
Pak Euler ze vzorce pro tg (a + ) vyvozuje vzorce

2tg a

a ctg 2a =
—tg2a 8 2

t ol ’
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a z druhého pro a = 30° — b dostava tieti vzorec

tg (30° —b) —tg (30° —b
Z téchto tii vzorct jiz mizeme pocitat kotangenty a tangenty uhla
prevysujicich 30° (z hodnot pro thly mensi nez 30°).
Dalsi §138 prinasi analytickou definici funkci sinus a kosinus
pomoci exponencialnich funkci. Euler roku 1740 podotknul, Ze vy-

razy
T —q . m/—q

sin(my/—¢q) — tg(my/—q)

maji redlné hodnoty

2e™Vin /g (e*™7+1)m /g
e27r\/a -1 & e21r\/§ —1 '

Pravdépodobné se tim zabyval bliZe, protoze 9. prosince 1740 Gol-
dbachovi napsal, Ze nasSel pozoruhodny paradoxon, Ze se vyraz

2+v=1 4 9-v-1
2

blizi %g, presnéji ze se jeho skutecnd hodnota rovna
cos 39°42’517527°9””,

Z toho vSak v souladu s vySe zminénymi rovnostmi, ze kterych
Euler vyjadril sinry/—q a tg mv/—q, plyne, Ze jiz tehdy mél k dis-
pozici vzorce

eiv 2 e—iv eiv _ e—-iv

COSV = ———— a Sinv = -
2 21

Na odvozeni téhoZ z rovnosti

1 + l_v n + _ ﬂ n
Qe+ 0o, -
pro n = 00, které udava v § 138 Introductia, vSak pfiSel teprve po
obdrzeni zpravy, kterou mu napsal Mikulds$ I. Bernoulli v dopise

1+ -0-2)"

n

COSV =
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ze 13. Cervence 1742. Uvedl v ném, Ze jiz v roce 1728 seznamil
svého stryce (Johanna Bernoulliho) se vzorcem

(V1—-22+ iz)n —(V1-22- iz)n
2i

ktery pro A = > pfi nekonecné velkém n prechazi do vySe uvede-
ného vzorce pro sinwv. Na to Euler v jednom pojednani z r. 1743
bez dalsiho dikazu uvedl vzorce

Z n els . e—'ls
=(1+—) & SIS == ————,
N/ (n=oo) 21

, kde z =sin A,

sinnA =

ale teprve v Introductio oba vzorce sestavil, udal jejich odvozeni
a jako disledek jesté ziskal zapisy komplexnich jednotek ve tvaru

—iv

e =cosv +isinv, e”'" = cosv — isinw.

O rok pozdéji (1749) opublikoval také vyjadieni hodnot sin(z+1iy)
a cos(z + 1y) z hodnot cosz, sinz, e¥, e V.

V obou nésledujicich paragrafech 139 a 140 Euler dopliuje
tuto skupinu vzorct tak, Ze jes$té odvozuje vztah mezi logaritmem
a tangentou

cosz+isinz 1  14itgz

z=—In = —In :
21 cosz—isinz 21 1-—itgz

Z toho pak ziskava pomoci fady

2 3

_f_ _x____ 'n.+1x
In(z+1)=2x 7t 3 . Z( 1)

n

fadu pro arkustangens

1.3 m5 7 2'n+1

z
t R R (N I S wr ) Y
arctgr = x 3+5 7+ Z( )2n+1

a odtud pak volbou z = 1 Leibnizovu fadu

1 1

_1__ —_

4 = 3 5 7
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Doplnéni k rozvojim sinny a cosny do mnohoclend v pro-
ménnych sin ¢ a cos ¢ (uvddénych v 8. kapitole Introductia) Euler
uvedl o Sest let pozdéji v pojednani Subsidium calculi sinuum, ve
kterém na rozdil od dokdzané Moivreovy véty pro pfirozena n vy-
jadril cos™ ¢ a sin™ ¢ pomoci kosinu a sinu nasobk thlu . Ziskal
tak vztahy:

p=5%
271 cos™ ) = Z <n> cos(n — 2p)y,
p=0 p

p=2n

94n—1 gindn 4 — Z (—1)F (?) cos(4n — 2p)y,
p=0

p=2n-—1

4n —1
9in=2gindn=1, _ Z ( n ) sin(4n — 2p — 1),
P
= 4n —2
24n=3gini"—2 ¢ = Z (—1)2"“( . ) cos(4n — 2p — 2),
p=0

p=2n-—2

4n — 3
24'n.—4 Sin4'n—3 ,‘/) — -1 p(

> ("

p=0

> sin(4n — 2p — 3)%.

Do téchto rovnosti, které jsou spravné pro prirozena n, Euler bez
rozpaki dosazuje cela zaporna n, aniz by se staral o konvergenci
nebo divergenci takto vznikajicich nekoneénych fad, ackoliv ho
Mikulas I. Bernoulli na nezbytnost zkoumani konvergence v roce
1743 upozornil. Tak Euler dospél k riznym nespravnym vysled-
kiim, které tu dale nebudeme vypisovat. Misto toho jesté uvedeme,
ze Euler rovnéz sestavil rozvoje do podobnych fad pro funkce
sin™ p cos™ ¢ a nakonec dokdzal vétu, Ze pokud lze najit soudet
rady

Z = Az™ + Bz™" 4 O L

mohou byt uréeny také soucty

b

S = Acosmp + Bcos(m +n)ep + Ccos(m+2n)p+---,
T = Asinmy + Bsin(m + n)p + Csin(m +2n)p + - - - .
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K tomu Euler dodéava, Ze pomoci této véty mulze byt sc¢itano
mnoho fad sestavenych ze sini nebo kosinti nasobki téhoz uhlu.
V piikladech, které uvadi, jsou poprvé vyjadieny racionalni funkce
nezavislé proménné (tedy thlu) pomoci takovych fad. Mnoho let
poté (1773 a 1776) se Euler opét k této vété vratil.

Pér slov nyni vénujeme sé¢itani kone¢nych rad

n=p—

H=p—
Z sin(s + pu) Z s(s + pu),

které Euler zminil jiz v roce 1743 v VII. svazku Miscelanea Bero-
linensia, protoze je potifeboval k vypoctu jistého integralu. Také
k nim se vratil ve 14. kapitole Introductia (§ 258-261), ve které je
chape jako specialni pfipad nekoneénych fad

I
8

p=00 n

Z sin(s + pu) a 2" cos(s + pu)

pro z = 1 a jejich soucty dostava jako rozdily dvou uvedenych, ve
skutecnosti divergentnich nekonec¢nych rad.

Tyto vyzkumy o funkcich uhli, které vytvareji aritmetické po-
sloupnosti, Eulera pozd&ji pfivadgji ke studiu vztahtt mezi funk-
cemi takovych Uhld, které jsou éleny geometrickych posloupnosti.
Euler pritom vychazi z rovnosti

sin s

Si=
s s s,
COS 5 COS 7 COS g

kterou zvefejnil v roce 1737, a dostava nékteré fady, které mu pak
poslouzily k vypoctu .

Velkou roli v Eulerovych analytickych vyzkumech sehrala vyja-
dfeni trigonometrickych funkci nekoneénymi souciny, protoze diky
nim mohl Euler Gplné vyfe$it Johanem Bernoullim nastoleny pro-
blém scitani fad tvaru

1 1 /|

1
I+22m+32m+42m+”.’
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kde parametr m je pfrirozené Cislo. Jiz v pojednani De summit
serierum reciprocarum z let 1734-35 Euler odvodil rozklad sinu
na nekoneény soucin, kdyz uvazil rovnici

kde je y = sins, jako rovnici (s parametrem y a neznamou s)
o nekonec¢né vysokém stupni a podle analogie s mnohocleny roz-
lozil jeji pravou stranu pomoci od Moivra zndmé periodicity sinu
do nekoneéného soudinu kofenovych ¢initeld

(l'%>'(l‘p—sA>'(1‘—ps—A>'
(-5 (o)~

pfiemZ A znamenalo nejmensi kladné arcsiny a p bylo psédno
misto 7. Z Vietovych vztahti mezi kofeny rovnice a jejimi koefi-
cienty pak vychazeji hodnoty elementarnich symetrickych funkci
téchto koreni a pomoci Newtonova vzorce rovnéz hodnoty soucti
jejich mocnin daného stupné.

Pro ptfipad, Ze y = sinA = 1, tedy A = 7 (Euler piSe g),
muzZeme zadané soucty fad vyjadrit pomoci mocnin 7. Tak dosta-
neme napf. soudet Leibnizovy fady

i 1+1 1+1 o
3 5 79 4’
soucty
1+1+1+ S
32 6 32 ' 52 T8

atd. Timto postupem se da ziskat soucet rady Zn —0 H’«W pro
jakékoliv prirozené m. Nas ovSem vice zajima pfimé vyjadreni
sinu jako nekone¢ného soucinu, ke kterému Euler uvedené rozvoje
pripojil. Sinova rada

s3 % 7
Yy=3s8-— '?7 + 5 — 7" i
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totiz pro y = 0 dava

s2 st 8
=S<1—§T+a~ﬁ+.“>

a protoze uhly, jejichZ sinus je roven nule, se rovnaji w, —m, 2,
—2m,3m, ..., plati podle stejného principu rozklad

. s2 s2 s2
sms:s(l—;,i) (l—m) (1—9?>

Mikulas I. Bernoulli dvakrat Eulera dopisem upozornil na to,
Ze tato odvozeni nejsou v zadném pripadé korektni, Ze neni doka-
zdna ani konvergence sinové fady a Ze Vietovy vztahy o rovnicich
kone¢ného stupné se nedaji rozsitit bezprostfedné na rovnice o ne-
kone¢né vysokém stupni. Euler sviij zptisob odvozeni presto také
pozdéji zopakoval; tak je tomu ve dvou pojednénich z let 1740
a 1743, kde sestavil nekone&né souciny pro sin 77, cos T, stejné
tak jako v Introductio, kde jsou mocninné fady rovnéz pojaty
jako mnohocleny nekoneéné vysokého stupné. Pfesto v poslednim
dile Euler modifikoval sestaveni nekone¢nych soudini zpisobem,
Ze nejprve hyperbolické funkce

et +e T | et —e’ %
coshz = — sinhz = —

rozlozil na souciny a pak po dosazeni iz za = preSel k trigonome-
trickym funkcim.

KdyZ pak Euler dosadil speciadlng z = 5T, vyplynula mu vy-
jadfeni koeficientii rozvoji funkei sin 72 a cos 7, ke kterym se
pridruzily jesté dva dalsi, kdyZ se piSe n — m misto m (§ 184).
Z nich vyplynuly odpovidajici rozvoje dalsich étyt funkci (§ 186),
stejné tak jako praktické fady k vypoctu logaritmi sinu a kosinu
ahld 2290°, ve kterych Euler pokracoval aZ ke 30., popf. 38. moc-
niné 7. Koeficienty téchto fad pocital na 20 desetinnych mist.

V Introductio se Euler také peclivé zabyval problémem naso-
beni a déleni trigonometrickych funkei (kapitola 14). Pfedtim vSak
pro hodnotu sin nz odvodil jistou rovnici n-tého stupné (n liché)
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ze soultového teorému a mnohoélen rovnice rozlozil do n faktoru
(§ 237). Takova rovnice jiz dfive byla stanovena Newtonem ve
tvaru

(1-n%)n , 4 (1-n2)(9-n?)n .

sinnz=nsinz+Tsm z+ 5 sin” z + - - -

a Jakobem Bernoullim ve tvaru

sinnz =

. _ n . _ n . _
= m sin z cos™ lz—(3> sin? z cos™ 3z+<5) sin® z cos™ ™ z+- - - .

Podobnym zpiisobem sestavil také rovnici pro sudé n, umocnil ji
na druhou, aby ji zménil na racionalni, a nasel 2n kofent

2
=+ sin z, & sin (z ——z) 5 SEBIN (—I —z) , £ sin (3_71‘ —z>,
n n n

Koneéné také vyjadril cos nz pomoci sou¢inu korenovych éinitelt.
Pro rozvoj funkce tangens Euler uplatnil tyz postup, ktery jiz
deset let pred nim pouzil J. Machin. Vztah

1+i-tgz)"—(1—i-tgx)” ;
C (L+i-tgz)r+(1—i-tg z)n

poskytl Eulerovi ,,délici“ rovnici

2 3
0=1—(n) tg 2 _(n)tg 2 +('n)tg z .
1) tgnz 2)tg nz 3/ tg nz

s kofeny tg z, tg (£ —2), tg (2 — 2) ..., n (§ 249-250). Pozdé&ji
se znovu vratil k tomuto rozkladu a vytvonl jej pod jinym uhlem
pohledu.

Shriime piredchozi vyklad. V dile Introductio je Eulerova pod-
statna zasluha o prvotni ¢ast védniho oboru trigonometrie. Euler
totiZz velice brzy rozpoznal potiebu zpracovat trigonometrii for-

malnim zptsobem, a to jinak, nez tomu bylo doposud. To se mu
ve zminéném popsaném dile dokonale povedlo.
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