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PROBLEM OBRAZOVE GALERIE

EMmiL CALDA

Jako problém obrazové galerie se oznacuje tloha urcit nejmensi
pocet zfizenci, ktefi se ve vystavnim prostoru, jehoz pidorys je
n-thelnik (nemusi byt konvexni), daji rozmistit tak, Zze kazdy ob-
raz je pod pfimym dohledem aspon jednoho z nich. Predpoklada
se pritom, Ze kazdy z téchto zfizenci mé pod vizudlni kontrolou
i v8echny obrazy na sténdch, jejichz rovina prochézi jeho stano-
vistém.

Obr. la

Zaludnost tohoto problému spodéiva v tom, Ze sice zname pocet
stran zminéného n-thelniku, tj. ¢islo n, ale nevime nic o tom,
jaky ma tvar. Pro ilustraci jsou na obr. 1a,b znazornény vystavni
prostory dvou galerii — obé& maji tvar Sestithelniku, ale na obr. 1a
se pfimky CD a EF protinaji v bodé P na pfimce AB, zatimco
na obr. 1b se protinaji v bodé @ vné Sestithelniku ABCDEF.
Je vidét, Ze pro galerii na obr. la staci jediny dozorce — stoji-li
v bodé P, jsou pod jeho dohledem obrazy na vSech sténach. Pro
galerii na obr. 1b vSak jeden nestali — at se postavi kamkoli, vzdy
na nékteré obrazy ze svého mista vidét nebude. V tomto pripadé
je tedy nutno vzit zfizenca vice — z obr. 1b je patrné, Ze dva uz
stac¢i; zaujmou-li sva postaveni napi. v bodech E a D, bude kazdy
obraz pozorovatelny aspoii jednim. (Ulohou uréit mnozinu bodi
na hranici Sestithelniku na obr. 1b, z niz lze vybrat dva tak, aby
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kazdy obraz bylo vidét aspoini z jednoho, se zdrzovat nebudeme —
pfenechdvame ji tém, které zaujme.)

Jesté nez se do feSeni problému obrazové galerie pustime, pfi-
pomefime si, Ze celd ¢ast redlného &isla z (piSeme [z]) je nejvétsi
celé &islo, které neni vétsi nez z; [z]| je tedy celé &islo, pro néz
plati: [z] <z < [z] + 1 . Tento pojem se vyskytuje v nasledujicim
tvrzeni, které budeme prii feSeni naSeho problému potrebovat:

Mezi tfemi barvami, kterymi je libovolné obarveno n

bodi, existuje aspon jedna, kterou je obarveno nejvyse
[3] bodu.
Kdyby totiz takova barva mezi n body neexistovala, bylo by kaz-
dou obarveno aspon [§] + 1 bodi, takZe viemi tfemi barvami by
bylo obarveno 3[%] + 3 bodi. To vSak neni mozné, nebot bodl
bodi je pouze n, zatimco 3[§] + 3 je vétsi neZ n; plyne to z ne-
rovnosti & < [2] + 1.

Obr. 2¢

Posledni véta, kterou k vyfeSeni galerijniho problému vyu-
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Zijeme, se tykd obarveni vrcholi mnohouhelniku, v némz byla
provedena triangulace. Provést triangulaci mnohothelniku zna-
mena spojit nékteré jeho vrcholy tsefkami, které spolu se vSemi
stranami tohoto mnohothelniku vytvareji soustavu neprekryvaji-
cich se trojuhelnikl zcela pokryvajicich dany mnohothelnik; na
obr. 2a,b,c jsou pro ilustraci sestrojeny tfi triangulace desetiu-
helniku ABCDEFGHIJ. (O n-thelniku, v némz byla provedena
triangulace, budeme pro stru¢nost mluvit jako o n-thelniku tri-
angulovaném.) Zminénd véta, kterou dokdZeme indukci, pravi:

Vrcholy kaZzdého triangulovaného n-tihelniku lze obar-
vit tfemi barvami tak, Ze kazdé dva, které patfi témuZ
trojuhelniku triangulaéni sité, maji riaiznou barvu.

(Pro ilustraci jsou na obr. 3a,b,c obarveny barvami 1, 2, 3 vrcholy
triangulovanych desetitihelniki z obr. 2a,b,c.)

Pro n = 3 je toto tvrzeni na prvni (a jakykoli dal$i) pohled
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evidentné pravdivé.

Predpoklddejme déle, Ze uvedenym zpisobem lze obarvit vr-
choly kazdého triangulovaného n-thelniku, kde n >= 3, a uva-
zujme triangulovany (n + 1)-Ghelnik. ProtoZe m4 aspoin &tyfi vr-
choly, existuje v ném aspon jeden trojihelnik triangulalni sité,
jehoz aspon jedna strana neni stranou tohoto (n + 1)-tithelniku.

J L_ A
Obr. 4a Obr. 4b

(Na obr. 4a je to napf. isetka BG.) Tato Gsecka rozdéli uvazo-
vany (n + 1)-Ghelnik na dva triangulované mnohouhelniky, které
— kdyZ si je pfedstavime oddélené (podle obr. 4b) — maji nej-
vySe po n vrcholech, takze je lze podle indukéniho predpokladu
pozadovanym zpusobem obarvit. Zaridime-li toto obarveni tak,
aby vrcholy, které se ,rozdvojily“ (na obr. 4b to jsou vrcholy
B, B' a G, G'), mély stejnou barvu (B, B’ tfeba ervenou a G,
G' modrou), dostaneme spojenim obou mnohothelnikid triangu-
lovany (n + 1)-thelnik, jehoZ vrcholy jsou obarveny poZzadovanym
zpusobem. Tim je dand véta dokdzana. — V§imnéme si, Ze v ter-
minech teorie graft tato véta fika: Chromatické cislo grafu, jehoZ
uzly jsou vrcholy n-uhelniku a jehoZ hrany jsou stranami vsech
trojuhelnikiu tvoricich jeho triangulaci, je rovno trem.

Vysledky, k nimZ jsme dospéli, umoziuji dokéazat vétu, kterd
problém obrazové galerie resi:

Nejmensi poéet zFizencu, ktery zaruéuje, Ze pii vhod-
ném rozmisténi v n-tihelnikovém pudorysu obrazové ga-
lerie budou pod vizualni kontrolou vsechny jeji stény, je
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nejvyse [3].

K dikazu této véty zvolime libovolny n-thelnikovy pidorys,
provedeme jeho triangulaci a v8echny vrcholy tohoto n-ihelniku
obarvime tfemi barvami tak, aby kazdé dva, které patfi témuz
trojihelniku trianguladni sité, mély riznou barvu; jak vime, je to
mozno provést vidycky. Zvolime nyni barvu, kterou je obarven
nejmensi pocet vrcholl, a do kazdého z téchto vrchold postavime
jednoho zfizence; tito ziizenci budou mit pod dohledem strany
vSech trojihelniki, v jejichZ vrcholech stoji. A protoze stoji ve
vrcholech kaZzdého trojihelniku, maji pod dohledem strany vSech
trojuhelnikl triangulaéni sité, mezi nimiz jsou i vSechny strany
uvazovaného n-uhelniku. Vzhledem k tomu, Ze jsme v daném n-
thelniku zvolili nejmensi poéet vrcholl obarvenych stejnou barvou
a Ze vime, Ze tento nejmensi pocet je nejvyse [Z], je nejmensi pocet
dozirajicich zfizenctd také nejvyse roven [Z].

Vsimnéme si jesté, ze pri dikazu této véty jsme hned na za-
¢atku provedli triangulaci daného n-thelniku. ProtoZe ji vSak mi-
zeme provést riznymi zpusoby, vznikd otazka, zda pro kazdou do-
staneme tentyZ nejmensi podet zfizencli. Obrazky 3a,b,c ukazuji,
ze nikoli: v obr. 3a vystad¢ime se tfemi dozorci (nejmensi pocet
vrchold obarvenych stejnou barvou je roven tfem), v obr. 3b se
dvéma a v obr. 3c dokonce s jedinym. To v8ak s dokdzanou vé-
tou neni v rozporu — nejmensi podet zrizencu je ve vSech tfech
piipadech nejvyse roven &islu [2] = 3.

A tak kdyZ nds jmenuji feditelem obrazové galerie v N., rek-
nou nam jen to, Ze jeji stény tvori n-thelnik, a budou chtit do pil
hodiny védét, kolik ,,obrazovych dozorci“ budeme potiebovat, ne-
uvede nés to do rozpaki. Pocet [Z] urcité staci a v pfipadé, Ze jich
bude potiebi méné, miiZeme ty prebyvajici povéfit dozorem nad
zbyvajicimi.
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