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ARITMETICKE GRAFY

MILAN HEINY

Vénovdno prof. Milanovi Komanovi u prileZitosti jeho Zivotniho
jubilea.

Uvod

Clanek je psan Gisteéné v jazyce teorie grafli a &astednd ve
srozumitelnéjsim jazyce Skolské matematiky. Vyklad zah4djime de-
finici hlavniho pojmu.

Definice 1. Necht G = (V,H) je graf a v: V — C zobrazeni
z mnoZiny V vSech vrcholtt do mnoziny C C R. (Nejfrekventova-
ng&jsi jsou piipady C =N, C =Z a € = Q.) Déle je dana relace A
na N (tj. A je podmnoZinou kartézského soudinu N x N). Ctve-
fici I' = (V,H,v,A) nazveme aritmeticky graf s vrcholovym
ohodnocenim v a Fidici relaci A.

Rekneme, ze graf ' je slaby (presnéji A-slaby), kdyz

pro vSechny X,Y € V plati: [X,Y] € H = (v(X),v(Y)) € A.
Rekneme, Ze graf I je silny (pfesné&ji A-silny), kdyz
pro viechny X,Y € V plati: [X,Y] € H <> (v(X),v(Y)) € A.

Poznamka. Alternativné lze zavést aritmeticky graf s hrano-
vym ohodnocenim v, kde defini¢nim oborem funkce v je mno-
zina H vSech hran grafu. Dalsi mozné alternace vedou na definice
pojmu aritmeticky graf s éaste¢nym vrcholovym (nebo hra-
novym, nebo vrcholovym i hranovym) ohodnocenim, ve kte-
rém definiénim oborem ohodnocujici funkce je vlastni podmnoZina
mnoziny V U H.

Z4aky neni rozumné désit uvedenou definici. Vhodné&jsi je sezné-
mit je s nékolika konkrétnimi pfipady relace A. V tomto ¢lanku
uvedeme t¥i typy takovych relaci:
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1. A = {(n,m) € NxN;|n—m| =k}, kde k je pevné dané
kladné pfirozené ¢islo,

2. A={(n,m)e NxN;jk—-1<n+m< k+1},kde k> 2 je
pevné dané prirozené (islo,

3. A ={(n,m) € Nx N;n, m jsou ¢isla soudélnd}.

Neni tézké popsat dalsi didakticky zajimavé pripady relace A.
Napftiklad (uvddime jiZ pouze podstatnou podminku):

4. In—m| <k

5. [n—m| >k

6. n+m<k

7. n, m jsou nesoudélnd.

Dal$i moZnosti dostaneme, kdy% uvazujeme o mnoziné C = Z nebo

C=Q.

k-rozdilovy graf

Je dan graf a v kazdém jeho vrcholu je umisténo jedno éislo.
Pfitom je splnéna podminka: jsou-li X a Y vrcholy spojené hra-
nou, pak ¢isla umisténd v téchto vrcholech se lisi o k. Takovy graf
nazveme k-rozdilovy. Je zfejmé, Ze k je pfirozené Cislo.

S5 |—|3 |— |1 |— |3

| | |

3 |—|S5 |—|3 |—|5

Obr. 1

Ilustrace. Na obrazku 1 je 2-rozdilovy graf s 8 vrcholy a 10 hra-
nami. Ohodnoceni je napsano pfimo v grafu. Kazdé dvé ¢isla spo-
jend hranou maji rozdil 2. Ne kazda dvé cisla, kterd maji rozdil 2,
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jsou spojena hranou. Napfiklad horni levé &islo 5 a horni pravé
¢islo 3 maji rozdil 2, ale nejsou hranou spojena. Kdybychom tuto
hranu do grafu z obr. 1 dokreslili, zistal by stéle 2-rozdilovy. Kdy-
bychom dokreslili do grafu vSech Sest hran, které dokreslit mii-
zeme, vznikl by 2-rozdilovy graf, kterému budeme fikat silny.

Rekneme, Ze k-rozdilovy graf je slaby, kdy# do n&j lze dokreslit
jesté aspon jednu hranu. Kdyz jiz Zadnou hranu do grafu dokreslit
nelze, fekneme, Ze je silny.

V jazyce definice nahofe mizZeme graf z pfedchozi ilustrace
popsat bez obrazku. Aritmeticky graf I' je ddn mnoZinou vrcholi
V={A,B,C,D,E,F,G, H}, mnozinou hran H = {[A, B], (B, C],
[C, D), |E, F), F,G],|G, H),[A, E], B, F],|C, G], |D, H]}, vrcholo-
vym ohodnocenim v: (A, B,C,D,E,F,G,H) — (5,3,1,3,3,5,3,5)
a Fidici relaci A = {(n,m) € N x N;|n — m| = 2}.

Uvedeny graf je A-slaby, nebot libovolné dva vrcholy, které
jsou spojeny hranou, maji ¢iselna ohodnoceni lisici se o 2.

Graf neni A-silny, nebot vrcholy A a D, které maji ohodno-
ceni 5 a 3, nejsou spojeny hranou. Kdybychom do grafu dokreslili
6 hran [A, D], (A, G], [B, H], |C, E), [D, F), |E, H|, dostali bychom
A-silny graf.

Definice 2. Necht I' = (V, H, v, A) je aritmeticky graf s vrcholo-
vym ohodnocenim v a ¥idici relaci A = {(n,m) € C x C;
|n —m| = k}, kde k je dané pfirozené €islo. Takovy graf nazveme
k-rozdilovy.

Nésledujici Glohy se vztahuji ke k-rozdilovym grafiim.

Ulohy
1. Je dian A-slaby k-rozdilovy souvisly graf o n + 1 vrcholech
Ao, A], Az, o8l a An a n hranach [Ao, A]], [Al, Az], [Az, Ag], eherels
..oy [An-1, Ayn). Zndme ohodnoceni v(Ag) = aog i ¢islo k. Jakych
hodnot mtzZe nabyvat ¢&islo v(A,) = an?

Totéz ve srozumitelnéjsi dikci: Je ddna lomena ¢ara Ag A1 A, . ..
... A, slozena z n Gsecek. V kazdém vrcholu lomené ¢ary je umis-
téno né&jaké Cislo tak, Ze rozdil sousednich &isel je k (napfiklad
1, nebo 4, nebo 7 apod.) Takovy graf nazveme déle k-rozdilovy.
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Zname ¢islo ag, které je umisténo ve vrcholu Ag. Co miiZeme Fict
o lisle a,, které je umisténo ve vrcholu A,?

Komenta¥. Ulohu fesime nejprve pro mensi hodnoty ¢&isel k a n.
ReSenim série tloh 74k ziskavé vhled do pojmu absolutni hodnota
a buduje pred-pojem zbytkovd trida modulo 2k. Naptiklad (nulu
zde poclitame mezi pFirozend (isla):

A. PoloZime k = 1, ag = 0 a zvySujeme n. Zak odhali, Ze &islo an,
muize nabyvat vSech sudych/lichych hodnot od 0 po n, jestlize n je
Cislo sudé/liché.

B. Polozime k = 2, ag = 0 a zvySujeme n. Tim vedeme Zaka
k objevu: je-li n sudé, pak a, je kterékoli z Cisel 0,4,8,...,4n;
je-li n liché, pak a, je kterékoli z ¢isel 2,6, 10,...,4n + 2.

Co. Polozime k = 3, ag = 0 a zvySujeme n. Zaci objevi: je-li n sudé,
pak a, je kterékoli z Cisel 0,6, 12,...,6n; je-li n liché, pak a, je
kterékoli z c¢isel 3,9,15,...,6n + 3.

C;. Polozime k = 3, ag = 1 a zvySujeme n. Zaci objevi: je-li n sudé,
pak a, je kterékoli z ¢isel 1,7,13,...,6n+1; je-li n liché, pak a, je
kterékoli z ¢isel 4,10, 16, ...,6n + 4.

C,. Polozime k = 3, ag = 2 a zvySujeme n. Zaci objevi: je-li n sudé,
pak a, je kterékoli z Cisel 2, 8,14,...,6n + 2; je-li n liché, pak a,
je kterékoli z éisel 5,11,17,...,6n + 5.

Cs. Jsou-li Zaci schopni zobecnit vysledky Cy, C; a Cs, najdou
tvrzeni: Je-li k = 3, ag < 3, pak a, je kterékoli z pfirozenych ¢isel
z < 3n + ag, pro které plati z = (ag + t) (mod 6), kde t = 0
pro n sudé a t = ag pro n liché.

2. Vytvofte A-slaby k-rozdilovy grafs osmi vrcholy Ap, Ag, ..., Ag
a osmi hranami [A;, Ay, [A2, A3],. .., [A7, As], [As, A1] (tj. osmi-
thelnik) tak, Ze v nékterych péti vrcholech jsou umisténa éisla 1,
1,7,7,10. Cislo k i &isla ve zbylych tfech vrcholech volte sami. Ko-
lik feSeni m4 tato loha, jestlize pfedpokladame, Ze ve vrcholu A;
je umisténo ¢islo 10?7

3. Vytvorte A-slaby k-rozdilovy graf s co nejmensim poctem vr-
chola tak, Ze v osmi jeho vrcholech jsou umisténa ¢isla 1, 3, 3, 3, 3,
5,5, 5. Cislo k volte sami.
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4. Vytvorte A-slaby 3-rozdilovy graf s 9 vrcholy a 12 hranami.
5. Vytvoite A-silny 2-rozdilovy graf s 8 vrcholy a 12 hranami.

6. Dokazte, Ze neexistuje A-silny k-rozdilovy graf, pro ktery je
G = (V,H) dén obrizkem 1.

Jinak: Cisla v 10 vrcholech obrazku 1 nelze zménit tak, aby
vznikl k-rozdilovy graf, ktery je A-silny.

7. Popiste vSechny A-silné 1-rozdilové grafy, které maji 7 vrchold
a aspon jeden jejich vrchol mé ohodnoceni 1 a asporni jeden ma
ohodnoceni 5.

8. Popiste vSechny A-silné 1-rozdilové grafy, které maji n vrchold
a aspon jeden jejich vrchol mé ohodnoceni 1 a asporni jeden mé
ohodnoceni a) n, b) n—1,¢c) n—2,d) n— 3.

Problém. Zjist&te, zda existuje k;-rozdilovy graf G; = (V,H;)
s ohodnocenim v; a ke-rozdilovy graf G, = (V3,Hsz) s ohodnoce-
nim v, tak, Zze G; = Ga, ’U1(V1) = vz(V2) aky < ks.

Jinak teceno: hleddme k;-rozdilovy graf, z néhoZ pouze prestaveé-
nim ¢isel ve vrcholech dostaneme ko-rozdilovy graf.

Pozndmka. Autor zna feSeni pouze pro nesouvisly graf.

Komplementarni grafy

Definice 3. Necht ' = (V,H,v,A) je A-silny aritmeticky graf
s vrcholovym ohodnocenim v a Fidici relaci A = {(n,m) € N x
XxN;jk—1<n+m<k+1}, kde k > 2 je pevné dané pfirozené
Cislo. Takovy graf nazveme k-komplementarni. Nulu budeme do
mnoziny N poditat.

Jinak fe€eno, vrcholy k-komplementarniho grafu spojime hra-
nou, pravé kdyz soucet Cisel, kterd jsou v téchto vrcholech umis-
téna, se od ¢isla k liS§i o méné nez 2.

Ulohy
9. Vytvoite k-komplementarni graf, ktery ma 4 vrcholy a 5 hran.

10. Zmérite Cisla ve vrcholech grafu z obrazku 1 tak, aby vznikl
10-komplementarni graf.
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11. Vytvorte 2-komplementarni graf, ktery mé 4 vrcholy A, B, C,
D a t¥i hrany [A, B], [A, C], [A, D]. Zjistéte, jakych hodnot mbze
nabyvat soucet vSech ¢tyt Cisel, kterd jsou umisténa ve vrcholech
grafu.

12. Stejnou tlohu Feste pro a) 3-komplementérni graf, b) 4-komple-
mentarni graf, ¢) 5-komplementéarni graf

13*. Stejnou tlohu feSte pro k-komplementarni graf pro libo-
volné k.

Ulohy 11-13, z nichZ posledni je hodné naro¢né, vedou #Zéka
k hlubSimu zkoumani ohodnocenych grafi. Kromé hledani graft
danych vlastnosti je zde pfitomna i otdzka diikazu neexistence
nékterych grafi.

Soudélné grafy

Definice 4. Necht I' = (V, H, v, A) je A-silny aritmeticky graf s vr-
cholovym ohodnocenim v a fidici relaci A = {(n,m) €
€ N x N;n, m jsou ¢isla soudélnd} (zde nulu do mnozZiny N ne-
pocitdme). Takovy graf nazveme soudélny.

Jinak: Je dan graf a v kazdém jeho vrcholu je umisténo jedno
¢islo. P¥itom je splnénd jedind podminka: dva vrcholy jsou spojeny
hranou, pravé kdyz ¢isla v nich umisténa jsou scudélna. Takovy
graf nazveme soudélny.

Ulohy

14. Jsou déna cisla 2, 3, 4, 5, 6, 8,9, 10 a 12. SestrOJte pro tuto
mnozinu jeji graf soudelnost1 (Rozcvxcka )

15. Je dan G = (V,H), ktery byl popsdn v tloze 1.1 (lomena
Cara slozend z n tseek). Najdéte mnoZinu M = {a1,as,...,an}
skladajici se z n ¢isel tak, aby graf G byl jejim grafem soudélnosti.
Nejvétsi z ¢isel mnoziny M oznac¢me m. Najdéte mnozinu M tak,
aby bylo

a)n=3; m<5; b) n =4; m < 15; c) n= 5 m < 20;
d) n = 6; m < 25; e) n="T, m < 40; f) n = 8; m < 60.
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16. Situace jako v pfedchozi tloze. Oznaéme navic soudet vSech
¢isel mnoziny M znakem s. Tedy s = a; + az + - - - + a. Re$te pro
a)n =3; s =8, bin=3 s=9, ¢l =3 3 =10,
d) n = 4; s = 60, e) n =4; s = 210, f) n=15; s < 120.

17. Je dén pravidelny n-uhelnik. Divime se na néj jako na graf G
s n vrcholy a n hranami. Najdéte mnoZinu M = {a;,as,...,an}
skladajici se z n Cisel tak, aby graf G byl jejim grafem soudélnosti.
Nejvétsi z ¢isel mnoZziny M ozna¢me m. Reste pro

a) n = 3; najdéte mnozinu M tak, aby bylo m < 10,

b) n = 4; najdéte mnoZinu M tak, aby bylo m < 30,

c) n = 5; najdéte mnoZinu M tak, aby bylo m < 40,

d) n = 6; najdéte mnoZinu M tak, aby bylo m < 60,

e) n = 7; najdéte mnoZinu M tak, aby bylo m < 80,

f) n = 8; najdéte mnozinu M tak, aby bylo m < 100.

18. Situace jako v pfedchozi tloze. Oznaéme navic soucet vSech
¢isel mnoziny M znakem s. Tedy s = a1 +az + - - - + an. Reste pro
aAjn=3, 8= 6, b} #=3,3=8, ey =3, 8=49,
d)n =3, s=21, e) n=4, s =60, filn=4,8=72,
g)n=2>5, =119, k) 5= 6, 3= 198, i) n =6, s =357

Dalsich sedm aritmetickych grafa

Definice 5. A-silny (resp. A-slaby) aritmeticky grafI' = (V,H,v, A)
s vrcholovym ohodnocenim v a Fidici relaci A nazveme
(+)-prvoéiselny, pravé kdyz C = Z a

A = {(n,m);n + m je prvoéislo},

(—)-prvoéiselny, pravé kdyz C = Z a

A = {(n,m);|n — m| je prvoéislo},

(+)-prvoéiselny, pravé kdyz C = Z a

A = {(n,m);aspoti jedno z &isel |n + m|, [n — m| je prvoéislo},

(+)-ostie prvoéiselny, pravé kdyz C = Z a
A = {(n,m);|n +m| i |n —m| je prvoéislo},
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desitkovy, pravé kdyz C = Q a
A = {(n,m);n +m je délitelné é&slem 10},

Etvercovy, pravé kdyz C = Z a A = {(n,m);n + m je &tverec}.

Ulohy

19. DokaZte, Ze existuje rovinn4 realizace silného (+)-prvocéiselného
sCitaciho grafu, ktery mé 8 vrcholti a ohodnoceni v téchto vrcho-
lech jsou 1, 2, 3,4, 5,6, 7 a 8.

[Reseni: Uvnité pravidelného Sestitihelnika s vrcholy ohodnoce-
nymi v poradi 3, 4, 7, 6, 5, 8 jsou vhodné umistény vrcholy s ohod-
nocenim 1 a 2.]

20. Dokazte, Ze neexistuje rovinn realizace silného (+)-prvodisel-
ného séitaciho grafu, ktery ma 9 vrcholi a ohodnoceni v téchto
vrcholech jsou 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8 a 9.

21. Dokazte, Ze existuje silny (+)-prvodiselny sc¢itaci graf, jehoz
vrcholy jsou vrcholy Sestitthelnika a hrany jsou strany tohoto Ses-
tithelnika.

[Pfiklad feseni: 1, 4, 3, 8, 5, 6]

22. Dokazte, Ze existuje silny (+)-prvodéiselny sé¢itaci graf se tfemi
vrcholy a tfemi hranami.
[ReSeni: 1, 1, p— 1, kde p je libovolné prvoéislo]

23. Dokazte, Ze existuje silny (+)-prvodéiselny scitaci graf, jehoz
vrcholy jsou vrcholy osmithelnika a hrany jsou strany tohoto os-
mithelnika.

[Pfiklad FeSeni: 1, 28, 3, 8, 5, 24, 7, 30|

24. Existuje slaby desitkovy scitaci graf, jehoz jeden vrchol ma
ohodnoceni 2 a jiny vrchol ma ohodnoceni 77

25. Najdéte vSechny souvislé slabé desitkové séitaci grafy, jejichz
kazdy vrchol mé index vétveni 2.

26. Je dan nesouvisly graf, ktery ma Sest komponent — kazda
z nich je étverec. Ohodnotte vSech 24 vrcholi tohoto grafu tak,
aby nékterych 8 vrchold bylo ohodnoceno éisly 11, 17, 25, 26, 27,
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30, 34 a 39 a aby vytvoreny ohodnoceny aritmeticky graf byl silné
desitkovy (tj. aby soudet dvau vrcholi byl délitelny ¢&islem 10,
pravé kdyz jsou to ¢isla jedné hrany).

Zavér

Prof. Koman je autorem velkého poc¢tu originédlnich tloh a tlo-
hovych prostfedi, které vedou Zaka k experimentovéani, hledani,
formulovani hypotéz i k argumentacim, a tak zvySuji jeho intelek-
tualni potencidl. Tento prispévek pfinesl soubor podobnych pro-
stfedi, v nichZ se prolinaji myslenky teorie grafi, rovnic, kombina-
toriky, aritmetiky i algebry; vesmés oblasti, k jejichz didaktickému
rozpracovani prof. Koman vyrazné prispél.

Vyse uvedené Glohy naznacuji bohaté moznosti tvorby podob-
nych tloh a problémi. Je jasné, Ze takovych prostiedi 1ze vytvorit
spousty. Jde vSak o to, hledat takov4 z nich, kterd jsou pro Zaky
pritazlivd a ktera prispivaji k rozvoji jejich matematického po-
znani. Pravé takovou meta-ilohu je mozné dat uciteltim, ktefi se
chtéji dale vzdélavat.

Prof. RNDr. Milan Hejny, CSc.
KMDM UK, M. D. Rettigove 4
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