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VYTVÁRAJÚCE FUNKCIE

ANTON HUŤA

Vznik pojmu vytvár ajúcich funkcií sa viaže k menu Laplace
(1809). D óležité miesto zaujíma hlavne v oblastiach ako diferenčný

počet, teória pravdepodobnosti , kombinatorická analýza a teória
čísel.

Rozoznávame dva typy vytvárajúcich funkcií. Majme danú po
stupnosť čísel ao,al, a2, ... , an, ... . Ak existuje rad

oo

A(t) == ao + alt + a2t2 + ... + antn + ... == L antn,
n =O

ktorý konverguje v intervale -to < t < to, potom A(t) je tzv. ohy
čajná vytvárajúca funkcia, resp. vytvárajúca funkcia pre
postupnosť {an } . Ak je postupnosť {an }ohraničená, potom po
rovnaním s geometrickým radom dostávame, že rad A(t) konver
guje aspoň pre Itl < 1.

Ako príklady obyčajnýchvytvárajúcich funkcií mažeme uviesť

1. Vytvárajúca funkcia pre konečnú postupnosť ao, al , a2," ., aN,
pričom au-;« == O pre n > Oje polynóm A(t) == ao + alt + a2t2 +
+.. ·+aNtN. Konkrétne pre an == 1, n == 0,1, ... ,N; aN+n == Opre

1 - tN +l

ti > Oje A(t) == l+t+t2+. . ·+tN == . Špeciálne napríklad
l -t

postupnosť tvaru ao == 1, an == O pre n > O má vytvárajúcu
funkciu tvaru 1 + O. x + O. x 2 + ... == 1, a tiež postupnosť tvaru
ao == 5, al == 3 , a2 == - 1, an == Opre n > 2 má vytvárajúcu funkciu
tvaru A(t) == 5 + 3t - t 2 + Ot3 ... == 5 + 3t - t2.

2. Vytvárajúce funkcie pre postupnosti čísel

(a) (n + 1) . an+ l pre n == 0,1 , ... , (N - 1)

(b) (n + 2) . (n + 1) . an +2 pre n == 0,1, ... , (N - 2)
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sú
(a) A'(t), (b) A"(t),
pričom A(t) je vytvárajúca funkcia z prípadu 1 a A' (t) a AI! (t) sú
prvá a druhá derivácia vytvárajúcej funkcie A(t).

3 . Vytvárajúca funkcia pre postupnosť {an}(a == const.) pre ti ==
1 1

== 0,1,2, ... , n, ... , je A(t) == pre lati < 1, t.j. Itl < -,,.
1- at a

Špeciálne pre a == 1 dostávame

1
A(t) ==-.

1-t

Podobne, ak Itl < 1 dostávame pre postupnosti

(a) an == 1, pre n > °vytvárajúcu funkciu tvaru A(t) == 1 + t +
2 1+t+···==-

1 - t'

(b) an == (-I)n, pre n > °vytvárajúcu funkciu tvaru A(t) ==
1

== 1 - t + t2 - t3 ... == --
1+ t'

(c) an == 1, pre n == 2k pre k == 0,1,2, . .. , an == 0, pre ti == 2k+l
pre k == 0,1,2, ... , vytvárajúcu funkciu tvaru A(t) == l+t2+

1+ t4 + t6 + ... == .
1 - t2

4. Vytvárajúce funkcie pre postupnosti

(a) {n},

sú

(c){n ·(n-l)}

t
(a) A(t) = (1 _ t)2'

2t2

(c) A(t) = (1-t)3

(b) A(t) == t· (t + 1)
(1 - t)3 '
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čo bezprostredne vyplýva z vytvárajúcej funkcie z prípadu 3 a
postupu z príkladu 2.

V ďalšorn si uvedieme základné pravidlá ako pracovať s vytvá
rajúcimi funkciami.

(i) Ak postupnosť {an } pre n == 0,1,2, ... má vytvárajúcu funk
ciu A(t), potom postupnosť {k . an } , kde k == const. má vytváraj
úcu funkciu k·A(t). Špeciálne, napríklad, z príkladu (3c) pre k == 2,

dáva vytvárajúcu funkciu tvaru 2+ 2t2+ 2t4 + 2t 6 + ... = 2· 1 2'
l -t

(ii) Ak postupnosť {an } pre ti == 0,1,2, ... , má vytvárajúcu funk
ciu A(t), postupnosť {bn } pre n == 0,1,2, ... , má vytvárajúcu
funkciu B(t), potom postupnosť {an + bn } pre n == 0,1,2, ... ,
má vytvárajúcu funkciu A(t) + B(t). Špeciálne, napríklad, ak

A(t) == _1_, t.j. prípad (3a) a B(t) == _1_, t.j. prípad (3b),
l-t l+t

potom A(t) + B(t) == _1_ + _1_ = 2 . 1 2' ČO je prípad (i),
l-t l+t l-t

resp. prípad (3c) pre koeficient rovný hodnote 2.

(iii) Ak postupnosť {an } pre ti == 0,1,2, ... , má vytvárajúcu
funkciu A(t), potom postupnosť tvaru {bn } , kde bn == O pre ti ==
== 0,1,2, ... , k-I a b., == an-k pre ti == k, k + 1, k + 2, ... , má

1
vytvárajúcu funkciu tkA(t). Špeciálne, napríklad, A(t) == --

l -t
z príkladu (3a), potom postupnosť tvaru {bn } , kde bn == °pre
ti == 0,1,2, ... , k-I a bn == 1 pre ti == k, k + 1, k + 2, ... , má vy
tvárajúcu funkciu tk + t k+1 + tk+2+... == tk . (1 + t + t2+ ... ) ==

== t k . _1_.
l-t

00 00

(iv) Ak A(t) == 2: antn a B(t) == 2: bntn, potom A(t) . B(t) ==
n=O n=O

00

== 2: cntn, kde
n=O

n

Cn == aobn + a1bn- 1+ a2 bn-2 + ... + anbo == L akbn-k·
k=O
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Postupnosť {c-} nazývame konvolúciou postupností {an } a {bn } .

Je zaujímavé spomenúť postupnosť takzvaných Fibonacciho
čísel". Táto je daná vzťahmi ao == 0, al == 1, an == an-l + an-2 pre
n>2,t.j.

ao == 0, al == 1, a2 == ao + al == 0+1 == 1, a3 == a2 + al == 1 + 1 == 2,

a4 == a3 + a2 == 2 + 1 == 3, as == a4 + a3 == 3 + 2 == 5,

a6 == as + a4 == 5 + 3 == 8, atd'

Našou úlohou bude zostrojiť vytvárajúcu funkciu pre Fibonacciho
postupnosť. Položme

00

A(t) == L antn
.

11,=0

(1)

Potom na základe vlastnosti (ii) dostávame, že
{Ctn } , CtI == 1, Ctn == °pre n == 0,2,3, ... má vytvárajúcu funk
ciu t,
{,Bn},,Bo == O,,B11, == an-l, pre n > 1 má vytvárajúcu funkciu t·A(t)
a konečne

{1'n}, 1'0 == 1'1 == 0,1'11, == an- 2 , pre n > 2 má vytvárajúcu funk
ciu t 2 . A(t).
Z toho vyplýva, že postupnosť

{Ón } , Óo == 0, Ol == 1 + ao, on == an-l + an-2, pre n > 2 má vytvá
rajúcu funkciu

t + t . A(t) + t2
. A(t) (2)

čo je vytvárajúca funkcia pre póvodnú Fibonacciho postupnosť.

Porovnaním vzťahov (1) a (2) dostávame, A(t) == t + t· A(t) + t2
.

. A(t), z čoho vyplýva, že A(t) - t . A(t) - t 2 . A(t) == t. Úpravami
dostávame

A(t) . (1 - t - t2
) == t,

1 Leonardo Pisano, známy pod menom Fibonacci, taliansky matematik.
Informácie o jeho narodení 1170 [3], [4], [5], resp. 1175 [6] ako aj smrti 1250
[3], [6], 1230 [4], 1240 [5] sa rozchádzajú.



t.j.

VVTVÁRA JÚCE FUNKCIE

t
A (t) == 1 _ t _ t2 .
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V dalšom si ešte odvodíme explicitnú formulu pre vyjadrenie
n-tého Fibonacciho čísla. Uvažujme X l, X 2 t aké, že platí

1 - X - x2 == (1 - Xl . X 2 ) . (1 - X 2 . x) . (3)

P dostá 1 + V5 1 - V5 R kl d 'otom ostavame Xl == , X2 == . oz a om vytva-
2 2

rajúcej funkcie na parciálne zlomky máme

X

1- X - x 2

z čoho vychádza

1

Platí teda

Al A2---- +----
1 - Xl . X 1 - X2 . X

1

V5
V5
5

1-:-x2 = ~ . (1 -~l • X - 1-~2 • x) .
Oba zlomky v zátvorke na pravej strane však sú súčty geometric
kých postupností

1 2 2
----==l+XIX+XIX + ... ,
1 - Xl . X

1 2 2---- == 1 + X2X + x2x + ....
1 - X2 . X
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Ak tieto vzťahy dosadíme, dostávame

1-:- x2 = V; .(1 -~l • X- 1- ~2 . X) =

= V;' ((1+xlx+xix2+ ... ) - (1+x2x+x~x2+ )) =

= V; .((1 - 1) + (Xl - .'1:2) . X + (xi - xD .x2 + ) .

Z poslednej rovnice máme, že

čím sme odvodili vzorec pre n-té Fibonacciho číslo. Postupnosti
vytvorené podľa takéhoto vzťahu nazval Édouard Lucas (1842 
1891) Fibonacciho číslami.

Webové stránky [1], [2] dávajú pekný pohľad na vzťah Fibo
nacciho čísel k prírode, architektúre, výtvarnému umeniu a hudbe.

Zastavme sa na chvílku pri hodnote

1+)5
2 ~ 1,61803398874 ... (4)

Je to hodnota zlatého rezu, označovaného gréckym písmenom <po

Dá sa tiež dokázať, že

1. an+l
lm -- == <p

71,---+-0 an
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Hodnotu 1/cp využívali už grécki architekti. Svedect vom je sve
toznámy Panteón. Aj v súčasnosti ho s úspecho m využívajú ar
chitekti, umelci a designéri.

K polynómu (3) m óžeme dospieť aj nasIedujúcim spósoborn.
Uvažujme obdlžnik so zákIadňou a a bočnou stranou b, kde O <

b k ' 1 ' b a -b< < a, pre tore p ati ~ == -b-.

b

a

Z toho dostávame (~) 2 - ~ - 1 = O. Ak dosadíme ~ = x,

dostávame polynóm (3), koreňom ktorého je práve hodnota daná

vzťahom (4). Druhý koreň polynómu (3) je 1 -
2
-15.

S patuholníkorrr' úzko súvisí aj patcípa hviezda. Táto je súčas

ťou zástav Európskej únie aj USA, kde na prvej sú žIté, na druhej
sú biele a tiež symbolom esperanta je zelená patcípa hviezda.

2Pripomeňmesi konštrukciu patuholnika. Na úsečke AB určíme bod F tak,
že lEGl = IEFI, kde bod E je stred strany AS. F D je strana patuholníka. Pre
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I I l , " ~ "

III III

• •• •• • •

Poznamenajme ešte, že exist uje Fibonacciho spoločnosť (Fi
bonacci Society), so sídlom v USA, založená 1962, ktorá vydáva
od roku 1963 časopis Fibonacci Quarterly venovaný Fibonacciho
čís lam a otázkam s nimi súvisiacimi.

Druhým typom sú tzv. exponenciálne vytvárajúce funk
cie. Pre postupnosť {an } je to rad tvaru

t t2 t" 00 t"
E(t) == ao + al . - + a2 . - + ... + a, . - + ... == ""' a . -.

1, 2' n, L-t t i ,.. n. n .
n=O

Ako príklady exponenciálnych vytvárajúcich funkcií mažeme
uviesť:

1. Exponenciálna vytvárajúca funkcia pre postupnosť {an } (a ==
const.) pre n == 0,1, ... , n, . . . je

00 tn

E(t) == L an
. -, == ea t

.
n.

n =O

úplnosť dodajme, že SF j e strana desaťuholníka a SD strana šesťuholníka.

D

A

c

B
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Konkrétne pre postupnosť {1}, t.j. an = 1 pre všetky n j
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2. Podobne ako v prípade obyčajných vytvárajúcich funkcií do
stávame, že exponenciálne vytvárajúce funkcie pre postupnost i

(a) in},

sú

(b) {n· (n - 1)} , (c) {n2 } ,

(a) E(t) = t . et ,

(c) E(t) = t· (t + 1)· et .
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