Ucitel matematiky

Jana Piihonska
Teorie grafii na zakladni $kole (1)
Ucitel matematiky, Vol. 13 (2005), No. 1, 9-19

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/150745

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikt a fyzika, 2005

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/150745
http://dml.cz

TEORIE GRAFU NA ZAKLADNI SKOLE (1)

JANA PRIHONSKA

Psychologové a fyziologové uvadéji, Ze vétSina informaci (cca
80%) je vniména zrakem. Proto je nasnadé vénovat prezentaci
informaci naleZitou pozornost. K této prezentaci lze s vyhodou
vyuzit grafli. Vyuzit lze kartézskych soucini v podobé tabulek ¢i
kartézskych grafi v kartézském souradnicovém systému.

S pojmem graf se v matematice i v kazdodennim Zivoté setka-
vame pomérné ¢asto v riznych vyznamech. Asi nejbéznéji je toto
oznaceni spojeno s funkéni zavislosti, napf. jedna-li se o spotiebu
elektrické energie v zavislosti na ¢asovém obdobi ¢i o vzdalenost
ujetou v zavislosti na ¢ase apod. Jiny vyznam je spojen se statistic-
kym zpracovanim souborti, kdy vyuzivame rizné druhy diagramut
(sloupcovy, spojnicovy, kruhovy). V naSem pfipadé se budeme za-
byvat pfedevsim tzv. uzlovymi grafy a diagramy, ¢imz jsou minéna
schémata uzl (bodi) a hran (éar) v souladu s (ne)orientovanosti
hran. U neorientovanych grafii nas zajima pouze fakt spojeni uzli,
- u orientovanych grafii pak i sméfovani hran, které maji obvykle
podobu Sipek vedoucich z vychoziho do koncového uzlu. Zaméiime
se i na tzv. h-diagramy, které jsou spjaty se jménem matematicky
Maria Hasse, dcery svétové znamého matematika Helmuta Has-
seho (1898-1979).

Teorie grafi neni soucasti standardnich osnov zakladni $koly,
nicméné nékteré myslenky této teorie byvaji uzivany pfi feSeni
riznych problémi, tfeba k vizualizaci, systematizaci nebo proce-
sualizaci jisté slovné nebo geometricky popsané situace. Jak dale
uvidime, grafy se vyskytuji v riznych matematickych tvahéch,
kdy dovoluji prehledné znazornit zdanlivé velice obtiZznou a téZce
feSitelnou ulohu. V popredi naseho z4jmu je mimo jiné zkvalitnéni
schopnosti pracovat s kédovanymi znakovymi systémy, propojo-
vani riznych oblasti matematiky zakladni Skoly a v souvislosti
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s tim rozvoj feSitelskych strategii Zaku [PFi]. Znalost, resp. pocho-
peni vyznamu matematického pojmu muize zak projevit ¢innosti
¢i popsat podobnosti danych situaci. Korespondenci vzajemné od-
povidajicich struktur nazyvame izomorfismem (nebo jen morfis-
mem). V této souvislosti zavadime novy pojem grafové kodovdni,
ktery nenajdeme v Zadné dostupné literatufe. Vystihuje vSak do-
state¢né nas zamér o vyuziti morfismi pfi feSeni tloh. Konkrétné
se jedna o zavedeni uzli a hran odpovidajiciho grafu a preformu-
lovani daného problému.

V prispévku predkladame ukazky tloh, které ilustruji mozné
vyuziti grafi a umoziuji zavadét zakladni pojmy z teorie grafu
jiz na zakladni skole. Za¢neme pracovat s bludisti. K jejich zkou-
mani se jevi jako nejvhodnéjsi matematicka disciplina pravée teorie
grafi.

Kazdé bludisté se da znazornit jako graf. Graf je zadan mno-
Zinou uzli a mnozinou hran. V bludisti, kdybychom je chtéli za-
kreslit jako graf, pfifadime uzly grafu vSem kfiZzovatkam, vSem
koncim slepych uli¢ek, vchodiim, vychodim a pripadné také ne-
pristupnym mistiim, uzavienym komnatiim apod. Hrany odpovi-
dajiciho grafu prifadime vSem chodbam nebo cestickam v bludisti,
které musi spojovat dvojice uzll, dvé kfiZzovatky nebo kfiZovatku
a konec slepé cesty apod. Z grafu miZeme snadnéji vidét, jaké
vlastnosti dané bludisté ma. Je to dano tim, Ze dlouhé a spletité
cesticky v bludisti jsou na grafu predstavovany kratkymi hranami.
Celek je podstatné ,priuhledné&jsi“. Pivodni podoba bludisté se
sice ztraci, ale graf naopak dava lepsi informace o téch otazkach,
které nas u bludisté zajimaji: Je cil bloudéni vibec dosaZitelny?
Pokud k nému vede vice cest, kterd z nich je nejkratsi? Kterym
Castem bludisté je lépe se vyhnout? Obsahuje bludisté slepé cesty?
Které to jsou? Jak a kde je musime minout? Obsahuje bludisté
nedosaZitelné ¢dsti (ostrovy)? Jak musime postupovat na jednot-
livych kriZovatkdch, abychom se k cili dostali co nejrychleji?

V literatuie najdeme velké mnozZstvi tloh s nazvem bludisté.
Bludisté lze klasifikovat [Vel:

o skutecnd bludisté (Cechy: Kromé¥iz — park Kvétna zahrada,
Praha na Petfiné — zrcadlové bludisté; Britanie: Hampton
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Court - stény bludisté jsou ze stfithanych kfovin);

e obrdzkovd bludisté, byvaji oproti skuteénym rozsahlejsi, lze
v nich realizovat prvky nedosaZitelné ve skuteénych bludis-
tich. Jde v podstaté& o kreslena bludisté;

e barevnd bludisté, s ,turistickymi“ cestami, pravidla vymezuji
roli barev. PouzZiti barevnych bran v daném bludisti uvadi
Hejny [Hel;

e pocitacovd bludisté souviseji s programy, které pfimo vytva-
feji bludisté — nejde o pocitafové pronasledovani v mistnos-
tech a chodbach velké budovy.
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Obr. 1: Bludisté barevnych bran

V nasledujicim textu vyjdeme z barevnych bludist, specialng
z tzv. bludist barevnych bran [He], ktera se jevi jako jedny z nejpfi-
jatelnéjsich pfi pfechodu na grafové zpracovani a poéatec¢ni praci
s grafy. Pouzivani barev je nova vlastnost bludist. Vidy je nutné
stanovit pravidlo, jimz je nutno se ridit pfi bloudéni danym blu-
distém. Upiesnéme, co tim rozumime, na nésledujicim pfikladu.
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Bludi$té ma 6 nadvofi (pfi postupu z vné do stfedu bludistém
barevnych bran. Na obrazku 1 je takové bludisté zakresleno: blu-
di$té jimi rozumime zdmi ohraniéené prostory — oéislované 1 — 6):
vnitini nddvofi ozna¢ime jako S(tfed) bludisté.

V kazdé zdi jsou barevné brany — brany, které se daji ode-
mknout pouze kliCem stejné barvy: v nasem oznaceni se jedna
o brany Zelenou, Modrou, Fialovou, Hnédou, Bilou a Cervenou.
Celkem je zde 14 bran. Mame k dispozici tfi klie urcité barvy
(uvedené pod danym bludis§tém), které smime pouZit v zadaném
pofadi a musime se dostat z vné do stiedu bludisté (v nasem pfi-
padé€ prochazime v poradi bild, modra a Cervena bréana).

Reseni: Bilou branou B pfejdeme na prvni nadvofi. Prvnim nadvo-
fim projdeme k severni modré brané zdi, otevieme ji kli¢em M a
projdeme do druhého nadvori. Na druhém nadvoii dojdeme k Cer-
vené brang, otevieme ji kli¢em C a vstoupime do patého nadvori.
Patym nadvofim dojdeme az k bilé brané, kterou otevieme bilym
kli¢em a vstoupime do stfedu bludisté. Tim je tiloha vyfeSena.

Obrazek 2 ukazuje, jak je moZné bludisté z obr. 1 piekreslit
pomoci grafu. Jednotlivym naddvofim pfifadime shodné oéislované
uzly prislusného grafu. Barevné brany odpovidaji shodné oznade-
nym hranam grafu.

Obr. 2: Graf bludisté z obr. 1
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Soubor dloh typu ,,bludi$té barevnych bran“ s feSenim

Zadani pro vSechny ulohy jsou stejna: dostat se do stfedu blu-
disté pfi pouziti zadanych barevnych kli¢i v daném poradi.

Pii feSeni vSech 1loh je vyuZito grafli. Vyhoda grafového zpra-
covani je zfejma zejména u slozitéjSich bludist a u naroénéjsich
ukolli, napt. pri hledani celkového poctu cest, které vedou do
stfedu bludisté. Jednotlivd nadvofi odpovidaji uzliim, spojovaci
dvefe hranam v prislusném grafu. Nadvori ¢islujeme od stfedu
(uvedeno pfimo v daném bludisti). Pro odliSeni bran, které maji
stejnou barvu a spojuji stejna nadvorii, uzivime dolniho indexu
k oznaceni severni, jizni, vychodni a zdpadni brany. Zjednodusena
a prehledna forma grafu je vidy uvedena na vedlejSim schématu.

Uloha B1

Ukol: Projdéte bludistém z vné&jsku do stfedu bludisté tak, Ze
otevirate brany v poradi barevnych kli¢i, tj. projdéte nejprve bi-
lou branou (pouZijeme bily kli¢), pak modrou branou (pouZijeme
modry kli¢) a nakonec ¢ervenou branou (pouzijeme éerveny klic),
postup mizeme opakovat.
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Obr. 3: Bludisté k uloze Bl
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Reseni: Z obrazku 4 je zfejmé, Ze bludistém se d4 projit bez zjev-
nych komplikaci. V tabulce pod obrazkem 4 jsou uvedeny pouzité
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Obr. 4a: Graf bludisté z obrazku 3

Obr. 4b: Zjednoduseny graf bludisté z obrazku 3
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typy Car, které odpovidaji jednotlivym barvam.

Dilét tkoly:

1. Pouzijte nyni kli¢e v pofadi B — F — M. Zkoumejte pocet vSech
moznych cest do stiedu bludisté v libovolném poradi danych kli¢i.
ReSeni zapiste.

Res$eni: Vechna mozné potfadi danych kli¢t jsou nasledujici:

B-F-M F-M-B M-F-B
B-M-F F-B-M M-B-F

Vyloucit miiZzeme moZnosti zac¢inajici M, koncici F. Jsou tedy
tfi mozZnosti: B- M, F - M - B, F — B - M. Bereme-li v tvahu
existenci stejné barevnych dveri na riznych stranach, pak pocet
moznosti vzroste:

— M: 4 moZnosti
— M: 2 moZnosti
— B: 1 moZnost

'-aujw
gwuj
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2. Jak zménite bludisté, abyste se do stiedu:

a) dostali naprosto vzdy (pfi libovolnych barvach kli¢i)
b) nedostali nikdy

Reseni: a) Ptidélanim dvefi tak, aby z ka?dé mistnosti vedly dvefe
vSech barev. b) Nap¥f. pfidélanim neprichodnych dvefi.

Ukol v nasledujicich tilohach je spole¢ny: dostat se do stiedu
bludisté, pokud pouZijeme zadané kli¢e v daném pofadi. Kterou-
koli mistnost je moZno navstivit nékolikrat, nesmi se viak vystou-
pit ven z bludisté. Proto nadale uvadime pouze schéma bludisté a
jeho grafickou podobu.

V tabulce jsou uvedeny odpovidajici typy ¢ar pro jednotlivé
barvy — spole¢né pro vSechny uvedené lohy.

Bil4 Cervend Modri Hndd4 | Fialovd Zelena

L
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Obr. 5: Bludisté k uloze B2
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Obr. 6a: Graf bludisté z obrazku 5
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Obr. 6b: ZjednodusSené forma grafu bludisté z obrazku 5

Dilci tikol:
Kolik je mozZnosti, jak se dostat do stfedu bludisté, pouzijete-li
zadané klice?

Pokud neuvaZujeme moznost zbyte¢ného navratu na predchozi
nadvori, existuje jedind moznost, jak se dostat do stiedu bludisté.

Uloha B3 — viz obr. 7
Resend: Do bludisté je mozné vstoupit z uzlu oznaceného jako ,,0%.
Trasa postupu je evidentni z daného grafu.

Dil¢i ikoly:
1. Ztratite bily kli¢. Méte jen zbylé dva (M, F), které musite
stfidat. Dostanete se do stfedu bludisté?
Do stifedu bludisté se dostaneme po nasledujici trase: 0 — m —
5—f—-2-m-1.
2. Zvolte tfi rizné barevné kli¢e tak, abyste se dostali do stfedu
bludisté. Kolik je mozZnosti pro riizna poradi jejich pouziti?
Tento ukol nabizi nékolik feSeni dle pfislusné volby.
3. Které dva klice by stacily, abyste se dostali do stfedu bludisté?
Napt. M-F, M - B, C - B (B - C). Celkovy poéet riznjch cest
se da urcit opét z grafu. Za cestu povazujeme i tu, ktera vede pres
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Obr. 8: Graf k bludisti z obrazku 7 a jeho zjednodusena forma

smycku, tj. napf.0—-b-6-¢&—-2-b -2 - & -1, & trasu, kdy
vychazime pfi bloudéni ven z bludiité a opét se do ného vracime,
napi.0 - b-6-¢-2-b-3-¢€-0-b-6-¢-2-b-1.

Uloha B4 — viz obr. 9
Reseni: Na obrazku 10 vidime piislusny graf.
Dilét tikoly:

1. Zménilo by se feSeni v pfedchozim pripadé, jestliZze byste méli
k dispozici univerzalni kli¢, kterym se d4 odemknout kterédkoli
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Obr. 9: Bludisté k tiloze B4

Obr. 10: Graf bludisté z obrazku 9

brana? Pokud ano, napiste jak, pokud ne, zdtivodnéte svoji odpo-
véd.

Podet mozZnych tras, vedoucich do stfedu bludisté, se mnoho-
nasobné zveétsi.
2. Jaky kli¢ mizete ztratit, abyste se pfi pouZiti zbylych klich
v daném potadi dostali do stfedu bludisté?

Ztratit nelze zadny klic.
3. Pii jakém potadi kli¢a F, M, C, H, B, Z se ur¢ité nikdy nedo-
stanete do stfedu bludisté?

Stadi si v§imnout barev, které se nemohou vyskytovat nasledné
za sebou. Jsou to napf¥. kombinace zaéinajici F — C, M - C, F -
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Z-C,F-B-C,M-H (resp. C, B, Z, F) a dalsi.

4. Zménite poradi danych kli¢t (F, M, C, H, B, Z). Uméli byste

urcit pocet vSech riznych moznosti poradi kli¢i? Pokuste se o to.
Pocet vSech moZnych poradi je dan po¢tem permutaci ze Sesti

prvkd, tj. P(6) = 6! = 720 moZnosti.
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