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JEDNOTNÉ DŮKAZY "KVADRATICKÝCH" VĚT

O TROJÚHELNíKU

JAROMíR SIMŠA

V tomto příspěvku ukážeme, že Pythagorova věta a Eukleidovy
věty o výšce a o odvěsně pravoúhlého trojúhelníku jsou, stejně

jako kosinová věta pro obecný trojúhelník, bezprostředními dů

sledky věty o mocnosti bodu ke kružnici, která patří k -b ě žn ému

planimetrickému učivu čtyřletých gymnázií (viz [3], str. 81-84).
Příslušnédůkazy podáme ve formě obrázků, které prakticky nepo
třebují žádný doplňující výklad nebo vysvětlení. Pro takový druh
argumentace pomocí geometrických obrázků, schémat nebo dia
gramů se v amerických časopisech pro popularizaci matematiky
vžilo označení důkaz beze slov (viz [1] a [2], odkud je také převzat

níže uvedený důkaz kosinové věty).

Zmíněnou větu "o mocnosti" nejdříve připomeňme dvěma ob
rázky. Na levém z nich je bod X průsečík libovolných dvou tě

tiv AB a CD kružnice k, zatímco na pravém obrázku je bod X
průsečík prodloužené tětivy AB kružnice k a její tečny s bodem
dotyku T.

B

k

IXAI·IXBI = IXC/·IXDI IXT/ 2
= IXAI·IXBI

Na dalším obrázku vlevo vidíte důkaz Eukleidovy věty o výšce
pravoúhlého trojúhelníku (pomocí mocnosti její paty k Thale
tově kružnici nad přeponou). Obrázek vpravo dokazuje Euklei
dovu větu o odvěsně (pomocí Thaletovy kružnice nad druhou
odvěsnou trojúhelníku). Oba obrázky také najdete ve .cvičeních
z učebnice [3].
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c

C'

B

IPCI·IPC'I == IPBI·IPAI
2

V == Ca . Cb

IBCI 2
== IBPI . IBAI

2a ==Ca·C

K důkazu Pythagorovy věty využijeme podle následujícího ob
rázku kružnici, která má střed v jednom z krajních bodů přepony

zkoumaného pravoúhlého trojúhelníku a dotýká se jeho protilehlé
odvěsny.

IBCI 2
== IBKI . IBLI

a2==(c-b)(c+b)

c2 == a2 + b2

Přejdeme nyní k důkazu kosinové věty, při kterém využijeme ob
vyklé označení stran a úhlů obecného trojúhelníku. Rovnost c2 ==
== a2 + b2 - 2ab cos I dokážeme nejprve obrázkem v situaci, kdy je
splněna podmínka 2a cos I > b:

L

k(Bj a)
M
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leKl = 2acos,

IALI . IAMI = lACl· lAKl

(a - c)(a + c) = b(2acos,- b)

c2 = a2 + b2
- 2abcos,

Také v ostatních dvou případech, které vidíte na následující dvo
jici obrázků, můžeme vztah c2 = a2 + b2 - 2abcos, odvodit z rov
nosti součinů IALI . IAMI a lACl· lAKl; přesvědčete se o tom
sami.

Př-ípad b > 2a cos, > O: Případ cos, < O:

A
A

Méně známou poučkou, ve které vystupují "kvadráty" vzdáleností
bodů obecného trojúhelníku, je tzv. Stewartův vzorec:

(8)

pro délku CD příčky CD trojúhelníku ABC, kde D je libovolný
bod strany AB. Písmena a, b, c ve vzorci (8) značí jako obvykle
délky stran trojúhelníku a koeficienty p, q (p, q > O, p+q = 1) jsou
čísla určená rovnostmi IADI = pc a IBDI = qc. (Pro p = q = 1/2
plyne z (8) vzorec t~ = (a2 + b2)/2 - c2/ 4.)

c

d

A pc D

a

qc

c

a

!c D !c
2 2
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Stewartův vzorec (S) odvodíme z mocností vrcholů A, B ke kruž
nici k, která má střed ve vrcholu C a poloměr d == ICDI . Označme
D' druhý průsečík kružnice k s přímkou AB (jde-li o tečnu, po
ložíme D' == D) a proveďme důkaz pro případ, kdy bod D' leží
mezi body A a B (sami promyslete, co se v následujícím důkazu

změní, padne-li bod D' vně úsečky AB).

k(C; d)

pc qc

b2 - d2 == IAD I . IAD'I == pc· IAD'I

a2
- d2 == IBD I . IBD'I== qc . IBD'I

Sečteme-li q-násobek první rovnice s p-násobkem rovnice druhé,
dostaneme:

q(b2 - d2) + p(a2 - d2) == pqc (IAD' I + IB D 'I) ,

pa2 + qb2 - (p + q)d2 == pqc",

d2 == pa2 + qb2 _ pqc2.

K dokázanému vzorci (S) dodejme ještě jednu zajímavost. Zvolíme
li podle daného bodu D E AB body E E AC a F E BC tak, aby
čtyřúhelník CEDF byl rovnoběžník, budou trojúhelníky ABC,
ADE, DBF podobné a úsečky na hranici trojúhelníku ABC bu
dou mít délky uvedené na následujícím obrázku.

C

qa

pc D qc
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Pomocí délek z posledního obrázku můžeme Stewartův vzorec za
psat ve tvaru

IGDI 2 == IGFI . IGBI + IGEI . IGAI - IDAI·IDBI·

Všechny tři součiny napravo můžeme interpretovat jako mocnosti
a Stewartův vzorec vyjádřit rovností

kde M(X; kpQR) značí mocnost bodu X ke kružnici opsané troj
úhelníku PQR. Věříme, že obsah tohoto příspěvkupomůže čtená

řům-učitelůmzpestřit výuku tématu o mocnosti bodu ke kružnici,
ke kterému dostupné učebnice a sbírky přinášejí poměrně málo
rozmanitých námětů. K důkazům beze slov pro jiné partie školské
matematiky se v budoucích číslech "Učitele" určitě vrátíme.
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