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GEOMETRIE GEOMETRICKYCH POSLOUPNOSTI

JAROMIR SiM3SA

Zmérime-li v nékolika stejnych casovych odstupech hodnoty
nékteré veli¢iny, jez pravidelné roste ¢i ubyva, vytvofi naméfend
¢isla v nejjednodussich ptipadech aritmetickou nebo geometric-
kou posloupnost. Proto jsou oba zminéné druhy posloupnosti tra-
di¢nim tématem stiedoskolské matematiky. P¥i jeho vyuce se za-
méfujeme na to, aby zaci bezpecné ovladli ,kalkulus“ téchto po-
sloupnosti (zaloZeny na riaznych vzorcich pro jejich éleny ¢&i jejich
soulty) a aby se naudili tyto vztahy uzivat v praktickych situ-
acich; v pripadé geometrickych posloupnosti jde pfedev§im o né-
méty z finanéni matematiky (viz [2]). Pouze okrajové pfedkladdame
zakum tulohy o posloupnostech geometrickych utvaru, které jsou
navzajem podobné a svym umisténim vytvareji ,ornamenty“, jaké
kuptrikladu vidite na nasledujicim obrazku.

V tomto prispévku ukazeme, Ze obvykly (ryze algebraicky) vy-
klad zékladnich vlastnosti geometrickych posloupnosti l1ze oboha-
tit o geometrické interpretace, které mohou prispét k vétsi na-
zornosti a pritazlivosti vyuky. Véfime, Ze netradi¢ni obrazky za-
ujmou nejen ucitele, ktefi po fadu let uvykli vyucovat dané téma
ustalenym (ucebnicovym) postupem, ale i jejich zvidavé Zaky. Se
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Jak vime, &iselna posloupnost (a,)S ; se nazyva geometrickd,
existuje-li takové realné ¢islo q, ze pro kazdé pfirozené n plati rov-
nost an4+1 = ay - q; Cislu q pak rikdme kvocient dané posloupnosti.
Takova posloupnost je uréena prvnim ¢lenem a; a kvocientem g;
jeji obecny &len a, mé vyjadieni a, = a; - ¢"~!. Z dalsich avah
vyloudime nezajimavou situaci, kdy a; = 0 nebo ¢ = 0. Pokud
plati a; # 0 (tedy a; # 0 a ¢ # 0), neni Zzadny ¢len a,, dané geo-
metrické posloupnosti roven nule; pfitom posloupnost nenulovych
Cisel (an)S, je geometrickd, pravé kdyz pro kazdé prirozené n
plati iméra

an+2 ' Gn4+1 = An41 - An. (1)

Zménime-li znaménko prvniho ¢lenu geometrické posloupnosti,
zméni se znaménka vSech jejich dalSich ¢lent; s ohledem na za-
myslené konstrukce budeme proto predpokladat, Ze prvni ¢len a;
je kladné ¢islo (které pro jednoduchost oznadime a). Nebudeme
se vSak vyhybat geometrickym posloupnostem se zapornym kvo-
cientem, ktery (namisto obvyklého ¢) oznacime —q. Libovolna po-
sloupnost s kladnym kvocientem tedy bude mit ¢leny

_ _ 2 _ .3 _ .4
a =a, a2 =aq,a3 =aq, a4 =09, a5 =04aq -, ..., (2)
zatimco Cleny posloupnosti se zdpornym kvocientem budou ¢isla
2 3 4 .
a1 =a, a2 = —ag, a3 = aq", as = —ag>,as =aq,...;  (3)

pismena a, ¢ v obou pfipadech oznacuji kladna ¢isla.

Jaky je puvod néazvu ,geometrickd posloupnost“? Pro odpo-
véd se musime pfenést do antického Recka, jehoZ matematikové
vyjadfovali veskera kladna (racionélni i iracionalni) ¢isla délkami
tseéek a jejich poméry (o pfislusné Fudozové teorii proporci viz
napf. [1] nebo [4]). Uvedme jeden priklad.

Znamé Eukleidovy véty o vySce a odvésné pravouhlého troj-
uhelniku jsme pod obrazkem zapsali nejen obvyklymi ,kvadra-
tickymi“ rovnostmi, ale téz umérami, jez v jazyce Eukleidovych
Zdkladu znamenaji, Ze kazda z trojic (cq, v, ¢) a (cq, a, c) tvoii ge-
ometrickou umeéru o trech c¢lenech. V dnesni terminologii bychom
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P° = Ty « Ch G =gy~

CaiP=0:C Catl=0%e

podle pravidla (1) spiSe fekli, ze jde o trojélenné geometrické po-
sloupnosti. I kdyz se starorecti matematikové casto zabyvali pouze
geometrickymi imérami o tfech nebo ¢tyfech ¢lenech, polozili tim
pevné zaklady budouci teorie geometrickych posloupnosti o libo-
volném (dokonce nekoneéném) pocétu ¢lend.

Inspirovani Eukleidovymi vétami o pravoihlém trojihelniku se
nyni podivame, do jaké rovinné ,konfigurace“ lze vyhodné uspo-
radat posloupnost Usecek, jejichz délky tvori pfedem danou geo-
metrickou posloupnost (2). Z rovnosti an41 : an = ¢, n=1,2,...,
plyne, Ze pravouhlé trojihelniky 7,, s dvojicemi odvésen (an, an+1)
jsou vSechny navzajem podobné. Tyto trojuhelniky nas budou
v dal$im textu neustale provéazet; oznac¢ime symbolem ¢ ten jejich
ostry vnitini uhel, ktery je urcen rovnosti

An+41

@ = arctg q = arctg (n=1,2,3,... )

n

7,
T3 4 as
K KA A /4 ;
as a4 )

ax az

Pfi prvni konstrukci trojihelniky 7,, postupné ,slepime® podél
shodnych odvésen zplusobem patrnym z dalSiho obrazku (pro pre-
hlednost jsou na ném nakresleny pouze prvni ¢tyfi trojihelniky):
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T /| \G
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liD,

T, ™ /T

Protoze jsme zvolili pfipad ¢ > 1, tak po slepeni trojihelnik 75
piekryje trojihelnik 77, trojuhelnik 7g pfekryje trojuhelnik 7; atd.

Vsechny slepené trojuhelniky maji spoleény vrchol oznaceny
pismenem O, jejich prepony vytvafeji ,pravothle lomenou“ ¢aru

A1A2A3 ..., kterd se ,naviji“ na dvé navzijem kolmé piimky.
Zduraznéme, Ze zminénou lomenou ¢aru A; Az A3 ... snadno se-

strojime (postupnou konstrukei ,néslednych“ kolmic), staci jen
znat jeji prvni dva vrcholy A;, A; urcené podminkami

|OA1| =a1=a a |OAz| =a2 = aq.

Prohlédnéte si na dalsim obréazku, jak se lomené ¢ara A1 A2 As ...
,svinuje“, respektive ,rozviji“ podle toho,zda 0 < ¢ < 1¢i g > 1.
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O<gx<l1 q > N
2
Ag
A
//r\ s 3

A As ol < ‘ AsNA;

Ay Ay

|OA,|=a¢g"! (n=1,2,3,...)

Lomenou ¢aru A; A3 As ... jiného druhu dostaneme, kdyz troj-
uhelniky 7, slepime podél spoleénych odvésen nikoliv ,,vedle sebe*,
ale ,pfes sebe“:

Az 0<g<1| “s g>1
Ay j4
As 2

o Y

O As Az A, 0 A1A3z As Ar

(Obloucky jako dfive vyznacuji shodné Ghly velikosti ¢ = arctgq.)
Ptejdeme nyni ke geometrickému posouzeni otazky, ktera je v ce-
lém tématu geometrickych posloupnosti snad nejdilezitéjsi. Jedna
se 0 vypocet souctu

Sp=a1+a2 +az+- - +an

prvnich n ¢leni dané posloupnosti; za predpokladu ¢ # 1 odvo-
dime vzorec

a(¢" - 1)

p— (4)

sSn=a+aq+ag’+--+aq" ! =

Podotknéme nejdrive, ze dosud sestavené lomené ¢ary A; A2 As ...
nejsou ke s¢itdni délek ag”~! = |OA,| ptili§ uzplisobené, nebot
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ﬁseéky OAl, 0A3, OA5,. ce A ﬁseéky OAg, 0A4, OAG,. .. lezi ve
dvou raznych (kolmych) smérech. Objevite vhodnéjsi umisténi za-
kladnich trojahelnikt 7, kdy pfislu$né odvésny OA, maji tyz
smér a jejich projekce na pfimku tohoto sméru na sebe ,nava-
zuji“?

Podle takového obréazku je moZné odvodit souctovy vzorec (4)
nézorné a snadno. Odvésny pravouhlého trojuhelniku A;B, A,
maji shodné délky |B,A,| = |BrA1| = az+a3z+:--+a, = s, —ay,
takie |B,Oyp| = |BpAn|+|AnOn| = (sn —a1) +an+1, zdroven vsak
z trojahelniku OB, O, vidime, Ze |B,O,| = |OB,|-tgp = s, - ¢;
porovnanim vychdazi rovnost (s, — a1) + @n+1 = Sn - ¢, neboli
sn(q —1) = apnt1 — a1 = a(g@™ — 1), odkud jiz plyne (4).

Vzorec (4) jsme odvodili geometrickou cestou v situaci, kdy
(kladny) kvocient ¢ dané posloupnosti spliiuje podminku ¢ < 1;
z naseho obrazku je rovnéz dobie vidét, ze posloupnost hodnot s,
ma v tomto (koneénou) limitu s, = |OBy|. Podobné jako dfive
ziskdme rovnici s, — a1 = S - q, ze které okamzité plyne vzorec
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pro soucet geometrické rady

a
1—-q

Sw=a+aqg+ag® +ag® +.- = (5)

Uvédomte si, Ze naSe odvozeni vzorce (4) je mozno beze zmény
prenést i na pripad ¢ > 1, kdy se vSak polopfimky OO; a A; A,
yrozbihaji“, takze posloupnost hodnot s, diverguje.

Ukézali jsme, ze ke s¢itani ¢lent a,, geometrické posloupnosti
s kladnym kvocientem lze vyuzZit ,pravoihle lomenou“ ¢aru
OA101A50,..., jejiz jednotlivé tseky maji délky a,, az, az, as,
as, ... a sméfuji stridaveé ,doprava“ a ,nahoru®.

Cleny a,, geometrické posloupnosti se zdpornym kvocientem
meéni pravidelné znaménka tak, jak je uvedeno v zépise (3). MuZeme
je geometricky secist na ciselné ose, sestrojime-li vhodné obméné-
nou lomenou ¢aru OA;0,A4,0, ..., jejiz tseky budou mit stejné
délky jako dfive, budou vsak sméfovat st¥idavé ,doprava“, ,na-
horu“, ,doleva“ a ,dola“. Prohlédnéte si nejprve obrazek pro po-
sloupnost (3) se zapornym kvocientem —q v situaci, kdy ¢ < 1.
Uvidite v ném opét ,slepenec” trojuhelniku 7,,, které jsme tento-
krat nevyznadcili?
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Body O, O;, O,,... a body A;, Aa, Az, ... tvoii (stejné jako
dfive) dvé skupiny kolinedrnich bodu a pfimky jimi uréené sviraji
s osou x uhly ¢ = arctgq, respektive 45°. Na ose x jsme vyznacili
nékolik prvnich souctu s,, které jsou nyni tvaru

sn=a—ag+a’—ag®+. - +(-1)""lag"! (n=1,23,...).

Obdobné jako dfive zdivodnime, pro¢ pro kazdé n plati rovnost
(a — sn) — (—1)"aq™ = sp, - q, z niZ plyne vzorec

oy = a(l ;i;q)n) : (6)

ktery je shodny se vzorcem (4), kdyZ zaménime q za —q. Déle je
dobie patrné, Ze posloupnost hodnot s, konverguje ke konecné
hodnoté s, ktera dle obrazku vyhovuje rovnici s - ¢ = @ — S0,
takZe soulet s je opét dan vzorcem (5) po zaméné q za —q.
Zbyva jesté uvést obrazek s lomenou ¢aru OA;0;A20, ... pro
posloupnost se zapornym kvocientem —q v ptipadé, kdy ¢ > 1.
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Na odvozeni vzorce (6) pro souéty s, se nic oproti pfedchozimu
neméni; posloupnost souétl s,, ma vsak nyni dva hromadné body,
nebot pro k — oo plati s3x_1 — 00 a S — —00 .

Na zavér dékuji dvéma pratelim: Karlu Horakovi za nakresleni
obrazki a Jindfichu Beévafovi za pfipominky k pivodnimu textu
prispévku.
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