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CTYRSTENY S TROJUHELNIKOVOU SITI (2)

PAVEL LEISCHNER!

V minulém é&isle jsme nalezli vSechny typy ¢tyfsténd, ke kterym
existuje sit tvaru pravodhelniku. Stacily k tomu poznatky ze za-
kladni 8koly. VySetfovani ¢tyfstént s trojihelnikovou siti je slozi-
t8j8i, vhodné pro stfedoskolaky. Pokud jiz studenti znaji kritérium
existence Ctyfsténu, které pfipomeneme v nasledujicim odstavci,
mohou s vyuzitim dynamické geometrie snadno celou situaci ex-
perimentalné prozkoumat a uéinit pfislusné zavéry. Jejich dikazy
budou asi vyZadovat pomoc ucitele. Jsou péknou prilezitosti k pro-
cvic¢eni metody soufadnic, feSeni goniometrickych rovnic a umeéni
vypozorovat souvislosti z obrazku. Dikazy zde budeme provadét
na stfedoskolské trovni. To pfedevsim znamend, Ze nebudeme do-
kazovat monotonnost funkci, ale pfijmeme ji jako zfejmou z po-
zorovani.

Z predeslého c¢lanku pouZijeme kritérium existence C¢tyfsténu
s danou siti:

Konfigurace étyf trojahelnikd na obr. 1 jsou sité (existujiciho)
Ctyrsténu pravé tehdy, kdyz jsou splnény tyto dvé podminky:

(a) (Podminka hran) Strany sité, jejichZ krajni body jsou (az na
pfipadny index) oznadeny stejnymi pismeny, maji stejnou
délku.

(b) (Podminka uhld) Kazda z velikosti t¥i Ghld, které se stykaji
pfi nékterém vrcholu tfetiho druhu, je mensi nez polovina
souctu téchto tii velikosti.

Pripomenme, Ze hranami zde nazyvame spole¢né strany troj-
thelnikd sité. Ostatni strany trojihelnik( sité se nazyvaji strany
sité. Kazda ze siti na obr. 1 ma tfi hrany a Sest stran. Pokud

1Tato prace byla podporovana grantem MSM 124 100006
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Obr. 1

nema4 sit ¢tyfFsténu tvar Sestitthelniku, jsou nékteré strany obrazce
ohranicujiciho sit sjednocenim nékolika stran sité. Vrchol sité je
n—tého druhu, je-li spoleény n trojihelnikim (budoucim sténam
ctyfsténu). Je-li n = 1 (resp. n > 1), hovofime o jednoduchém
(resp. sloZeném) vrcholu.

D1

D2 A D3

Obr. 2

Cty¥stény s trojithelnikovou siti prvniho typu nalezneme snad-
no. Pfi oznaceni podle obr. 2 je podminka hran splnéna praveé
tehdy, kdyz body A, B a C leZi ve stfedech stran D, D3, D3D; a
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D1D,. Pak jsou oviem trojihelniky ABC, BAD3, D1CB, CD3A
navzajem shodné. Mé-li platit podminka Ghld, jsou také ostroahlé.
Ptislusné shodnosténné étyrstény tedy maji sit tvaru ostrotthlého
trojihelniku D, D;D3 a vrcholy A, B a C lezi po fadé ve stfedech
stran D2D3, D3D1 a D1D2.

Trojthelnik tvofici sit druhého typu ma dva vrcholy jedno-
duché a tfeti je bud t¥etiho nebo druhého druhu. V prvnim pfi-
padé, miZeme bez Gjmy na obecnosti uvazovat trojahelnik B; D;C
(obr. 3), ve druhém trojihelnik By D;D; na obr. 4. Z obrazkd vi-
dime, Ze pfi splnéni podminky hran nemizZe byt trojihelnik ohra-
nic¢ujici sit étyFsténu rovnostranny.

Obr. 3

Dale se budeme zabyvat jen sitémi tvaru rovnoramenného troj-
thelniku. Trojihelnik B, D2C na obr. 3 nemtiZe byt rovnoramenny
s hlavnim vrcholem C, protoze je s > 0. Ani bod D1 na obr. 4
nemiiZe byt hlavnim vrcholem sité tvaru rovnoramenného troja-
helniku B, D, D;. Kdyby tomu tak bylo, byl by thel By AD; tupy a
neplatila by podminka Ghli. Bod A by totiz leZel uvnitf Thaletovy
kruznice s primérem BjD;, nebot zfejmé |B; A| < |AD3|. Kruz-
nice, jejiz primér je totoZny s ramenem rovnoramenného troja-
helniku, v8ak prochazi stfedem zakladny.

Z predchoziho vidime, Ze se staci omezit na situace kdy ma
hraniéni trojihelnik sité sloZeny vrchol pfi zakladné. Kromé toho,
zda je tento vrchol druhého, ¢i tfetiho druhu, musime jesté rozlisit,
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Obr. 4

ktery ze zbyvajicich vrcholid B, D2 je hlavni. Celkem nastavaji
Ctyfi situace:

1. Rovnoramenny trojuhelnik D, B; D, s hlavnim vrcholem
Ds.

Dynamicky obrazek, ktery byl pouZit v Cabri geometrii k pri-
zkumu tohoto pfipadu, je zndzornén na obr. 5. Pfi zachovani pod-
minky hran umoznuje meénit jednak velikost zakladny D; B, jed-
nak vysku pohybem bodu D, po skryté ose zakladny. I kdyz k vy-
tvofeni takové pomicky staéi zakladni znalosti prace s Cabri, po-
piSeme si aspon zde postup kosntrukce: Nejprve byla sestrojena
usecka D, B; a jeji osa. Na této ose jsme zvolili bod D, tak, aby
platilo IBlD2| > lBlDlla a SeStI‘Ojili kruznici k(Dl, |DlBll) Pra-
seCik Gsecky D, B; s obrazem této kruZnice v posunuti o vektor
D;1D2 je By. Déale jsme sestrojili stfedy A, C tsecek By B2, D1 D,
a hrany D1, A, AC, CB;, nakonec zobrazili velikosti zkoumanych
uhld. Nepotfebné ¢ary jsou skryty.

Nyni jiz miZeme pohybovat bodem D; pfi zvolené zakladné
D4 B; a pozorovat, jak zavisi velikosti thl pfi vrcholu A na ve-
likosti ¢ = |4 D1 D2 B4|/2. Zjistime, Ze obrazek je definovan jen
pro ¢ < 30°. To je vSak ziejmé z konstrukce. Pfi snizovani ¢
od limitni hodnoty 30° k nule vidime, Ze je Gthel D,;AC stéle
ostry, velikost Ghlu CAD; roste od tficeti stuptii a |J.D;AB;|
klesd od 120°. Devadesati stuptid dosihne nejprve tthel D1 AB,

pro ¢ = 1 = 18,0°, potom thel CAD; pro ¢ = 2 = 9,6°.
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Obr. 5

D1

Podminka ahld pfi vrcholu A je tedy splnéna pravé tehdy, kdyz

w2 < <P1.
Pozorovana fakta nyni (aZ na monotonnost) dokdzeme. Z obr. 5

snadno zjistime, Ze |D.C| = |B1D2|/2 < |D;A|. V trojihelniku
CAD- lezi thel D3 AC proti kratsi strané D,C a z toho divodu
je ostry.

Hledejme nyni, pro ktera ¢ je (thel D1 AB; pravy. Na obr. 6
jsou trojihelniky D1B1A a D;B2A shodné. Odtud |B1D;| =
= |D1Bgz| = |B2D;|. V trojihelniku D,D; B, dostivame

[XD2D1B;| = |4 B2D2D1| = 20,
odtud dile
| B1D1D2| = |XD1B1D2| = |XB1B2D4| = 4
a nakonec ze sou¢tu Ghld v trojahelniku D, B, D,

10p = 180°, ¢ = 1 = 18°.
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Obr. 6

------

thelniku DB, D5 a zaroven nalezneme pfesny vztah pro sin 18°.
Ozna¢me O stied strany D1 B; a polozme |D2B;| =2 = |D1B1| a
|AB;| = |AB2| =z (obr. 6). Z podobnosti trojahelniki D1B1 4 a
Dy B0 dostavame

T s

1 2+ 2z

Vztah upravime na kvadratickou rovnici

2?2 4+x-1=0

s jedinym kladnym kofenem

Snadno odtud nahlédneme, Ze bod Bz déli isecku By D; v poméru
zlatého fezu a Ze vrcholy D,, By a Dy predstavuji prvni, druhy
a Ctvrty vrchol pravidelného pétithelniku. Z trojahelniku D, B; A
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mame
) _z V5-1
it py = = ——s,
Zabyvejme se dale situaci, kdy | D1AC| = 90°. Ve shodé s le-
vou Casti obr. 7 ozna¢me M prianik polopfimky opac¢né k polo-
pfimce B1A s kruznici k(B;,|B1D;|). Pak je tsetka AC stiedni
prickou trojahelniku DM D, a je tedy rovnobéZna se stranou
Di1M. Uhel AD1 M je pravy. Plati |D;B;| = |B;M]| a tak je bod
B, prisecikem osy strany D1 M a pfepony AM pravouhlého troj-
Ghelniku AD, M. Je tedy B; stfed kruZnice opsané trojihelniku
AD,M. Odtud

w1 = 18°.

|D1B1| = |MBy| = |B1A| = |AB;| = |B2Ds|,
|B,Dy| = 3|ByD|.

Tim je tvar trojihelniku D, By D2 uréen. Z pravoihlého trojihel-
niku OBlDz uréime sincpg = 1/6, w2 = 9, 5940, 2<p2 — 19, 188°.

Obr. 7

Planimetrii studenti obvykle moc neovladaji, tak pro né neni
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snadné objevit pravé uvedeny postup nalezeni hodnoty 2. Delsi,
zato vSak jistd a pro stfedoSkoldky dobfe schiidna cesta, je zalo-
Zena na metodé soufadnic. Zvolme kartézskou soustavu soufadnic
(O, z,y) podle obr. 7 vpravo a ozna¢me E stied tsecky D;C. Uhel
CAD; je pravy pravé tehdy, kdyz plati |[EA| = |ED;|. Pomoci
obr. 7 postupné nalezneme:

B, = [1,0], D, = [—1’0]v D, = [0,cot<p],
_ D, + D, _ [_l cotcp} B D, +C _ [_§ cotcp]
2 2" 2 ’ 2 4’ 4 ’
By = [2sin ¢, cot ¢ — 2 cos ¢),

C

B, + B 1+ 2siny coty —2cosp
A: = ) )
2 2 2
A_FE= 5+4singo’cotcp—4cos<p ,

4 4

1
|ED:| = |D14D2| =
sin ¢

Nyni jiZ z podminky |EA|? = |[ED;|? dostaneme

<5+4sin<p)2 (cotcp—4cosgo>2 1
een-aeee e L = 2 -
4 4 16sin“ ¢

Po Gpravé obdrzime rovnici
sin p(6sin ¢ 4+ 5sinp — 1) = 0,

jejiz vytesenim dospéjeme k vyse uvedenému vysledku.

Zavér: Sit ctyfsténu ABC D, kterd ma tvar rovnoramenného troj-
Uhelniku DB, D2 znazornéného na obr. 5 existuje pravé tehdy,
kdyz pro podil délky ramene a zikladny plati:

1 5 |DiD
+\/_<| 1 2|<3'
2 |D1 B, |
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2. Rovnoramenny trojuhelnik D; B; D; s hlavnim vrcholem
B,.

Sit ohrani¢ena takovym trojithelnikem neexistuje, protoZe z pod-
minky hran a z podminky |B;D;| = |B1D2| plyne |B1B;| = 0.

3. Rovnoramenny trojuhelnik D,CB; s hlavnim vrcholem
B;.

Dynamicky obrazek v Cabri geometrii (viz obr. 8) vytvofime
analogicky vyse uvedenému postupu. Pohybem bodu B; nejprve
experimentilné zjiStujeme, jak zavisi velikosti (thld pfi vrcholu
A na ¢ = |XCB1D;|/2. Z podminky hran vidime, Ze |B;C| >
> |D1C| = |D2C| a tedy ¢ < ¢1 = 30°. Z pozorovani plyne, Ze
pro vSechna ¢ < 30° jsou thly D, AC a CAD; ostré. Velikost
uhlu D, AB; roste od nuly kdyZ ¢ klesd od 30°. Mezni situace
| D1 AB;| = 90° nastane pro ¢ = ¢y = 18°. Cty¥stén tedy existuje
pouze za podminky 2 < ¢ < (3.

Bl
I=511°
o=68,5°
D1 m=604°

A
t 20=422°

D2 A C

Obr. 8

Za tcelem dtikazu, ze |CAD;| < 90° oznacéme S stfed tsecky
B1D; a Q patu vysky z vrcholu C v trojihelniku ACB; . Vime,
ze |CB1| > |D2C|, a tak se @ nachézi uvniti tseky D2S, kdezto
bod A je uvnitf tsecky SB;. Uhel CAD, je ostry, protoze lezi
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proti odvésné CQ v pravothlém trojuhelniku CAQ.

Dikaz, ze |JCAD;| < 90°, provedeme metodou soufadnic.
Zvolme soufadnou soustavu (O, z, y) podle obr. 9. Body O, FE jsou
stfedy stran D,C, CD;. KdyZ polozime |D;C| = 2, staci dokazat,
Ze pro viechna pfipustnd ¢ je splnén vztah |AE| > 1. Postupné
dostavame:

E =1 — sin ¢, cos ¢, A = [—sinp, cot ¢ — cos ).
Odtud

|AE| = /1 + (cot ¢ — 2cos )2 > 1.

Obr. 9

Zabyvejme se nyni pfipadem, kdy je thel By AD, pravy (obr. 9).
Pak je trojahelnik B; B; D, rovnoramenny a plati

|B1D1| = |DyBy| = |B2Da|.
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Uhel B3D:C je vnéj$im thlem trojihelniku B;B2;D;, tedy ma
velikost 4. Trojihelniky CB;D; a CB3D, jsou shodné. Uhel
pii zdkladné rovnoramenného trojihelniku D,C B; ma tedy veli-
kost 4¢ a soucet velikosti vnitfnich hli tohoto trojihelniku je
10 = 180°. Je tedy 2 = 18°. Trojuhelnik D;CB; je opét casti
pravidelného pétithelniku, podobné jak tomu bylo u rovnoramen-
ného trojahelniku D, B;D; s hlavnim vrcholem D-.

Zavér: Sit ¢tyfsténu ABC D, kterd mé tvar rovnoramenného troj-
thelniku D2C B; znazornéného na obr. 8 existuje pravé tehdy,
kdyz pro podil délky ramene a zakladny plati:

|BiD2| _1++/5

1
< 1D,C| 2

4. Rovnoramenny trojuhelnik CB; D, s hlavnim vrcholem
Ds,.

Prislusny interaktivni obrazek vytvoreny v Cabri geometrii je
predstaven na obr. 10. P¥i pevné zvolené zikladné C B; pohybu-
jeme vrcholem Dy po skryté ose iseCky CB; a pozorujeme, jak
se méni velikosti (hld pfi vrcholu A. Smysl maji pouze situace,
kdy ¢ > 1 = 30°. Pokud ¢ roste od limitni hodnoty 30°, ve-
likosti ostrych Ghld D,AC a CAD; klesaji od limitni hodnoty
90° a velikost thlu D, AB; roste od nuly. Devadesati stupnd na-
byva pro ¢ = @2 = 45°. Obrazec pfedstavuje sit Ctyfsténu pro
30° = 1 < p < 2 = 45°.

Dokazeme nejprve, Ze je thel D3;AC ostry. Analogicky jako
dfive je pata @ vysky z vrcholu C trojahelniku CB; D, uvnitf
tseCky Dy A a tihel 4 D, AC lezi proti odvésné CQ v pravoihlém
trojihelniku CAQ. Je tedy ostry.

Pro dalsi ivahy zvolime kartézskou soustavu soufadnic (O, z, y)
podle obr. 11. Oznaéme E stfed strany CD; a polozme |CD;| =
= |CD2| = |D2Bll = 2, IDlBll = lDszl = 28. Uhel CADl je
ostry pravé tehdy, kdyz plati |AE| > 1. Stadi tedy dokéazat tuto
nerovnost.
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I=618°
I=564°
II=61,7°
20 =82,6°

Obr. 10
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Pomoci obr. 11 postupné vyjadiime:

C = [-2sin, 0] Dy = [2 — 2sinp, 0]
C+ D,
2

Z trojihelniku OB D, vidime, Ze sing = (1 + s)/2. Odtud s =
= 2s8in ¢ — 1. Pomoci pfedchozich vysledki dostavame:

FE =

= [1 — 2sin¢, 0].

|AB1|=1-3s
A=[(1+s)sinep, (1 —s)cosp] = [2sin? ¢, (1 — sinp)2 cos ],
|AE|? = (2sin? ¢ + 2sinp — 1)? 4 4 cos?® (1 — sin p)?.
Odtud
|AE|? =54 16sin® ¢ — 12sin¢

Vime, Ze sin ¢ > 1/2. PoloZime tedy sinp = z + 1/2, a dokdZeme,
ze za predpokladu z > 0 plati |AE|? — 1 > 0. Dostadvame

3
|AE|? -1 =5+16 <x+ -é—) -12 (x+-;-) —1=82%(3+2z) > 0.

Zkoumejme nakonec situaci, kdy je tthel B; AD; pravy (obr. 11).
Z podobnosti trojihelniki B;D,O a B1D,A dostaneme

|AB; | _ | D1B|
|OB1|  |B1D2|
Odtud
1—s _ ﬁ
Jodet, 2

Po tpravé dostaneme kvadratickou rovnici
$2425—-1=0

s jedingm kladnym kofenem s = /2 — 1. Tomu odpovidé ¢ =

= g = 45°. Trojahelnik C B; D, je rovnoramenny a pravouhly.
Ke stejnému vysledku miZeme dospét i jednoduseji, kdyz si

uvédomime, Ze ze shodnosti trojahelniki AB, D, a AB;D; plyne
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| Dy Bz| = |D1B1]|. To znamend, Ze i trojihelniky C D2 B, a C Ba D,
jsou shodné, a thel CD,B; je pravy. Odtud

quch2| = quBlDzl == 'qDlBlAl = 450.

Zavér: Sit ¢tyfsténu ABC D, ktera m4 tvar rovnoramenného troj-
thelniku CB; D4y znazornéného na obr. 10 existuje pravé tehdy,
kdyz pro podil délky zakladny a ramene plati:

|B1C|
1 & e o 5D,
|D2C|

V soucasnosti se prosazuje vyuzivani pocitaci pfi vyuce. V pla-
nimetrii a stereometrii na stfednich i zdkladnich 8kolach to zna-
mend vyuZiti dynamické geometrie k rozvoji predstavivosti a geo-
metrického mysleni Zakd. Neméli bychom pfitom zanedbavat hod-
notné stranky tradi¢ni vyuky matematiky. Snazil jsem se zde uka-
zat, jak 1ze skloubit dohromady oboji.

V béZnych hodinidch matematiky je ucitel rad, kdyz stihne
probrat zakladni ucivo. Daji se vSak nalézt mozZnosti prace s na-
danymi zajemci. Cilem obou ¢lankl bylo poskytnout naméty pro
takovou ¢innost. Neni mi znama literatura, ktera by se uvedenou
problematikou zabyvala, a tak mohu jen hlubsim zajemciim dopo-
rucit, aby se pokusili analogicky prozkoumat ¢tyfstény se siti tvaru
pravuhlého trojihelniku, resp. rovnoramenného lichobézniku.
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