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JOHANNES KEPLER.
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ROVINNE MOZAIKY
aneb

KEPLEROVA HARMONIE SVETA

JANA PRADLOVA

Johanna Keplera!? (viz obr. 1 na str. 84) zndme predevsim diky
jeho tfem zdkontim o drahich planet obihajicich kolem Slunce!!,
nékdo si navic je$té vzpomene, Ze byl vynalezcem jednoho z typl
dalekohledu'?, jiny spoji jeho jméno s horoskopy pro Albrechta
z Valdstejna. Mélo se vSak vi o jeho vyzkumech v oblasti rovinnych
mozaik. S nimi se mizeme sezndmit v jeho latinsky psaném dile
Harmonice Mundi [3], které vySlo r. 1619 v Linci. Druha kniha
spisu se jmenuje Kongruence harmonickiyjch titvari (obr. 2) a je
vénovana mj. pravidelnému pokryvani roviny!®. Je pravda, ze na
toto Keplerovo zkoumani bylo bohuzel az do pocatku 20. stoleti
pozapomenuto. Tvrdi se dokonce [1, s. 13], Ze v jednom z vydani
knihy se iplné opomnélo na autorovy obrazové prilohy.

Podivejme se nyni, co vlastné Kepler tolik obdivoval a co
pozdéji jako prvni ucelené popsal — podivejme se na dlazby,
mozaiky, parketéze a obklady o¢ima matematiky.

Zcela obecné mozaikou chapeme néjakou ploSnou vyzdobu ¢i
obraz, jenZ je sloZzen z ruznobarevnych kosticek, stripkti apod.
Budeme zkoumat, zda je mozné pokryt neomezené rovinu néja-
kymi atvary (dlazdicemi) tak, aby nedochézelo k jejich vzéjem-
nému prekryvani ani aby nezistavaly v roviné ,diry“. Prestoze
tyto rovinné titvary mohou byt libovolnych tvart (elipsy, hvézdice,
kvétiny), my budeme pro jednoduchost za dlazdici povazovat li-
bovolny mnohotuhelnik. Podivejme se nejdrive na zakladni pojmy,
kterymi jsou charakterizoviny jednotlivé typy mozaik.

10 Johannes Kepler (27. 12. 1571, Weil — 15. 11. 1630, Rezno)

11Prvni dva zdkony objevil Kepler b&hem svého pobytu v Praze (1600 —
1612).

12U Keplerova dalekohledu jsou objektiv i okulér tvoreny spojnymi &o&-
kami.

13C4st obrazové prilohy spisu je na obr. 8.
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HARMONICES
M V N D J

LIBRI V. Qvorvx

Prirous Geomernicys, De Figurarum Regularium, qux Proportio-
ncs Hacmonicasconftituune, orcu & demonftracionibus.

Sccundus ArcHiTECTONICYS, fcucx GEOMETRIA Ficvaata,De Fi-
gurarum Regularium Congucmia inplano velfolido:

Tecrtius proprie Harmonrcys, De Proportionum Harmonicarumor-
tu cx Figuris; decque Naturi & Diffcrengjis resum ad caocum per-
tincotium, contra Veteres:

Quartus METAPHYSICYS, Psycsotrocicvs & AstroLocicys, De Har-
moniarummeouali Effentii carumque gencribusin Mundo: Ptxfer-
tim de Harmonia radiorum, ex corporiEus caeleftibusin Terramde-
fcendentibus, ciufque cffc@uin Nacura feu Anima fublunari &
Humana:

Quintus ASTRONOMICYS & Merarnysicvs , De Harmoniis abfoluciffi-
rais moruum cecleftium, orcuque Ecceatsicitatum ex proportioni-
bus Harmoaoicis.

Appendix haber com arationem buius Operis cum Harmooices Cl.
Prolemzi libroll L.cumque Roberd de Flu&ibus,di@ti Flud. Medici
Oxonicafis fpcculationibus Harmoaicis, operi de Macrocolmo &
Microcofmo infestis.

CumS.C. M". Pridltgiul annes X V.

Lincii Auftriz,
SumptibusGoporrept TamracH1tBibl. Francof..
Excudcbat o aNNEs PLaNC s,

eANNo M DC. XIX.

Obr. 2
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Protoze v &eStiné nejsou nékteré ndzvy pouzivané, do prehledu
jsme zafadili i ekvivalenty z nazvoslovi anglického:

e mozaika (tiling'*) — takové pokryti roviny dlazdicemi,
kdy
a) sjednocenim v8ech dlaZdic mozaiky je celd rovina (tj. ne-
existuji ,,diry“),

b) prinikem libovolnych dvou riznych dlazdic nejsou dlaz-
dice (tj. neexistuje ,,pfekryvani“).

e s-prvkovad mozaika (s-hedral tiling) — mozaika tvofend
dlazdicemi z s riznych t¥id T; (1 < i < s), pfi¢emzZ kazda
tfida T; obsahuje navzajem shodné dlazdice.

¢ mozaika typu ,strana na stranu* (edge-to-edge tiling)
— mozaika, pro jejiz libovolné dvé dlazdice plati praveé
jedna z moznosti:

a) maji spole¢nou pravé jednu celou stranu,
b) maji spoleény pravé jeden vrchol,
c) nemaji Zadny spoleény bod.

Podivejme se blize na vrcholy dlazdic mozaiky typu
»Strana na stranu“. Libovolnému vrcholu X pfifadme
r-tici (n1,ne,...,ny), kde X je obklopen n;-tihelnikem,
ne-thelnikem, ..., n,.-Ghelnikem ve sméru otaceni hodi-
novych rudicek.

e vrcholy X, X' stejného druhu (vertices of the same
species) — pro dané vrcholy plati rovnost mnoZin {n,, ng,
ooy} = {nf,ny,...,n.}, tj. nezilezi na pofadi dlazdic;
mozaika s touto vlastnosti ve v8ech svych vrcholech byva
nazyvana také stejnorodou.

e vrcholy X, X' stejného typu (vertices of the same type)
— pro odpovidajici r-tice (n1,n2,...,n,) a (n},ns,...,n.)
existuje ¢ € {1,2,...,r} takové, Ze pro viechna j; =
=1,2,...,r je splnéna alesponi jedna z moZnosti:

a) nj = n’; (tj. oba vrcholy jsou obklopeny n-tihelniky

ve stejném poradi a stejném sméru otéceni),

b) nj = n._;,; (tj. oba vrcholy jsou obklopeny

14V anglické matematické literatufe se miZeme setkat také s vyrazy
tessellation, paving, mosaic & parquetting.
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n-uhelniky ve stejném pofadi, avSak v opa¢ném
sméru otéceni), kde klademe nj ., := n}.

Je tedy zfejmé, Ze vrcholy odpovidajici ctveficim
(3,6,4,4) a (4,6,3,4) jsou stejného typu, avSak vrcholy
odpovidajici ¢tvericim (3,6,4,4) a (4, 3,4, 6) jsou stejného
druhu nikoli stejného typu.

e pravidelnd mozaika (regular tiling) — jednoprvkova
mozaika sloZzend z pravidelnych n-thelniki, jejiz vSechny
vrcholy jsou stejného typu.

mozaika b

Obr. 3

e polopravidelnd mozaika (semiregular tiling) — vice-
prvkova mozaika sloZzena z pravidelnych n-thelniki, jejiz
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vSechny vrcholy jsou stejného typu.

Je zfejmé, Ze u mozaiky, jez neni typu ,strana na stranu“,
nema smysl hovorit o vrcholech stejného druhu ani typu. V takové
mozaice existuji sousedni dlazdice nemajici spole¢nou celou stranu
(prikladem je mozaika a na obr. 3). Existuji vSak mozaiky majici
nékolik typd vrchold, napfr. v mozaice ¢ na obr. 3 se vyskytuji
vrcholy typu (3,4, 4, 6), tj. oba ve vrcholu stykajici se ¢tverce maji
spole¢nou stranu, i typu (3,4,6,4), tj. oba ve vrcholu stykajici
se ¢tverce maji jen spoleény vrchol. PovSimnéme si v8ak, Ze sice
v této mozaice sice existuji dva rizné typy vrcholi, vSechny
vrcholy jsou v8ak stejného druhu.

Domnivame se, Ze pro spravné pochopeni textu ¢lanku je tfeba
si presné uvédomit rozdily a vztahy mezi vySe uvedenymi pojmy.
K tomu snad ¢tenari napomohou nésledujici tri tlohy:

Ukol é&. 1: Dopliite do tabulky chybéjici tdaje tykajici se mozaik
b— ez obr. 3.

@iy he *anitidho types :
b ne ano
c s=3 ano
d ano ne ne
e (3.464)
Tab. 1

Ukol &. 2: Uréete pravdivostni hodnotu vyroki:

a) Jestlize je mozaika stejnorodd, potom mé vSechny vrcholy
stejného typu.

b) Jestlize je mozaika nestejnorodd, potom mé vSechny vrcholy
stejného typu.

c) Jestlize ma mozaika vS8echny vrcholy stejného typu, potom je
stejnoroda.

d) Jestlize ma mozaika vSechny vrcholy stejného typu, potom je
nestejnoroda.

Ukol &. 3: Které z mozaik a — e na obr. 3 jsou pravidelné
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¢i polopravidelné? Z informaci, které zatim maéte, se pokuste
nakreslit jednu pravidelnou a jednu polopravidelnou mozaiku
odlinou od a — e.

Kepler se v Harmonice Mundi zabyval mozaikami typu ,strana
na stranu® sloZzenymi pouze z rovnostrannych mnohothelniki
(napf. z hvézdic), my pro jednoduchost provedeme omezeni jeSté
vét$i: budeme zkoumat mozaiky pravidelné a polopravidelné.
Pravé zde byl totiz Keplertiv nejvétsi prinos — pravdépodobné
jako prvni vSechny tyto pravidelné a polopravidelné mozaiky
popsall®. Vychdzejme tudiZ z pfedpokladu, Ze nas zajimaji pouze
mozaiky slozené z pravidelnych n-tihelnikl s vrcholy stejného typu
(n1,n2,...,n,) — obr. 4.

Obr. 4

Cely postup vySetfovani takovych mozaik si rozdélime do étyr
¢asti. V té prvni budeme zjistovat nutnd omezeni pro ¢isla n; a r,
ve druhé pak pomoci nich odvodime vSechny moZné druhy a typy
vrcholid. Ve treti ¢asti postupu vybereme jen ty pripady vrchold,
z nichZ je mozné pravidelné a polopravidelné mozaiky opravdu
sestavit. A kone¢né v posledni — ¢tvrté ¢asti — se budeme tésit
(ale ne moc) z uspésného zavrdeni prace.

1. Omezeni pron; ar
Existuji néjakd omezeni pro n; a r 7 VypiSme si je:

a) Ziejmé obé ¢isla musi byt prirozena.

15V uméni se s mozaikami pracovalo od nepamé&ti. Aviak prvni &lanky
o mozaikdach, jez se zabyvaly matematickou podstatou problému, byly publi-
kovany aZ koncem minulého stoleti (viz autofi Bourgoin, Day, Dresser, Meyer,
Schauermann a dalsi). Proto o 260 let starsi Keplerova Harmonice Mundi za-
ujimé tak vyznamné postaveni ve zkoumdani mozaik.
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b) Protoze mezi pravidelnymi n-thelniky mé rovnostranny
trojuhelnik nejmensi vrcholovy thel, je n; > 3 a zaroven
r<6(r=6<=Vi:n;=3).

c) Velikost vnit¥niho vrcholového whlu v pravidelném

ng —

-180 stupiiit. Pro vrchol typu (ny, ng,

n;-uhelniku je

i
...,ny) musi proto platit:

-2 -2 -2
M 72 180+ 22724 .. 4072 180 = 360,
nq N9 ny
po upravach
111 1 1 1,
2 n1 2 N9 2 Ny -
t].
1 1 1 -2
LBV RSN I, Sl (1)
n ng Ty 2

Protoze pravé strana rovnice (1) musi byt kladné, dosta-
vame dalsi podminku pro r: r > 3.

Zavér: Dosli jsme ke zjisténi, Ze kazd4 pravidelna i polopravidelné
mozaika musi vyhovovat rovnici (1), kden; >3 A 3 <r <6.

2. Druhy a typy vrchola

Ted u? mizeme zaéit uréovat vsechny mozné typy vrchold.
Postupnym dosazovanim r = 3,4,5,6 do pravé strany diofan-
tické rovnice (1) ziskdme celkem 17 riznych celo¢iselnych reSeni.
Vsechna takovéd reSeni splhujici nerovnost n; < ng < ... < n,
jsou uvedena v tab. 2.

3,742 | 4520 | 334,12 3,333,6 | 3,3,33,3,3
3,824 | 46,12 | 33,66 | 33,344
39,18 | 488 | 3446
3,10,15| 5,510 | 4444
3,12,12 | 6,6,6

Tab. 2
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Uvédomme si, Ze tato algebraickd reSeni udavaji pouze rizné
druhy vrchold, nikoli jejich typy — neuvaZovali jsme totiZz poradi
mnohothelniki stykajicich se u daného vrcholu. Je zrejmé, Ze
kazdy ze sedmnacti druhti vrchold z tabulky 2 odpovida zdroven
jednomu typu vrcholu. Snadno nahlédneme, Ze pravé ve Ctyfech
pripadech mizeme dostat z jednoho druhu dva rizné typy vrcholu:

(3,3,4,12) ~ (3,4, 3,12)
(3,3,6,6) ~ (3,6,3,6)
(3,4,4,6) ~ (3,4,6,4)

(3,3,3,4,4) ~ (3,3,4,3,4)

Zavér: Ziskali jsme celkem jedenadvacet typu vrcholi mozaik
slozenych z pravidelnych mnohouhelniki.

3. Vrcholy stejného typu

Ukazme si, Ze ne kazd4 z jedenadvaceti predloZzenych moZnosti
typu vrcholu muze tvorit pravidelnou ¢i polopravidelnou mozaiku.
Pro¢? Nestaéi totiz znat jen typ vrcholu — to je malo —
potfebujeme mit zajisténo, aby vSechny vrcholy byly stejného
typu. Jednotlivé vySe vypsané moznosti musime proto podrobnéji
vySetrit se zfetelem na naSe uvazZované pozadavky:

al r=3

aa) vrcholy typu (3,z,y)
Z obrazku 5 je patrné, Ze dva vrcholy jsou typu
(3,z,y), ale tfeti — zvyraznény — typu (3,z,z). Aby
byly vSechny vrcholy stejného typu, musi platit z =
= y. TudiZ ndm vyhovuje pouze moZnost (3,12,12),
ale nevyhovuji (3,7,42), (3,8,24), (3,9,18) a
(3,10,15), viz tab. 3.

Obr. 5 Obr. 6 Obr. 7
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ab) vrcholy typu (5,z,y)
Vysledek = = y je stejny jako u aa). Vite proc?

ac) vrcholy typu (4,z,y) a (6,z,y)
Sami urcete vyhovujici a nevyhovujici moznosti a
porovnejte s hodnotami v tab. 3.

Ukol &. 4: VSimnéte si, jak souvisi vysledky u typt
(a,z,y) se sudosti ¢i lichosti ¢isla a.
b) r=4

ba) vrcholy typu (3,z,y, 2)
Z obrazku 6 je patrné, ze dva vrcholy jsou typu
(3, z,y, 2), ale tfeti — zvyraznény — typu (3, z,y, ).
Aby byly vSechny vrcholy stejného typu, musi platit
z = z. TudiZ ndm vyhovuji moznosti (3,4,6,4)
a (3,6,3,6), ale nevyhovuji (3,3,4,12), (3,4,3,12),
(3,3,6,6) a (3,4,4,6), viz tab. 3.

bb) vrcholy typu (4,z,y, z)
Sami urcete vyhovujici a nevyhovujici moZnosti a
porovnejte s hodnotami v tab. 3.

ca) vrcholy typu (3,z,y, z,u)
Z obrazku 7 je patrné, ze dva vrcholy jsou typu
(3,z,y,2,u), ale tfeti — zvyraznény — typu
(3,z,y,2z,x2). Aby byly vSechny vrcholy stejného
typu, musi platit x = u, tj. u kazdého vrcholu se
styka rovnostranny trojuhelnik a dva shodné mnoho-
uhelniky, jez trojihelnik mezi sebou uzaviraji. Vyho-
vuji tudiz v8echny moznosti (3, 3, 3, 3,6), (3,3, 3,4,4)
a (3,3,4,3,4), viz tab. 3.
d r=6
Jediné feSeni (3,3,3,3,3,3) vyhovuje ndmi stanovenym
podminkdm.

Zavér: 7 jedenadvaceti moznych typi vrchold jich jen jedenédct
tvori zdklad pro pravidelnou ¢ polopravidelnou mozaiku (viz
prehled v tab. 3).
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r=3 r=4 r=>5 r=6

vyhovujici | nevyhovujici | vyhovujici | nevyhovujici | vyhowvujici | nevyhovujici vyhovujici ncvyijici
fedeni feSeni fedeni feseni teSeni fcdeni feSeni fcdeni

(3.12.12)| (3.742) |346.4)|(33.4.12)|33336) (333333)
(4612)| (3.824) |3636)|(34312)|(33344)
488) | (39.18) |(4.44.4)| 3.366) |33434)

(66.6) | (3.10.15) (3.4.4.6)
(4.5.20)
(5.5.10)

Tab. 3

Povs§imnéte si, ze vSechna vyhovujici reSeni odpovidaji euklei-
dovsky konstruovatelnym pravidelnym mnohothelnikim (viz [4]).
Povs§imnéte si dale, ze vSechna vyhovujici feSeni kromé trojice
(4,6,12) nezavisi na tom, zda €islujeme po sméru ¢i proti sméru
hodinovych rudicek.

4. Pravidelné a polopravidelné mozaiky

NaSe vysledky zaznamenané do tabulky 3 odpovidaji znéni
véty, ktera byva obcas nazyvéana vétou Keplerovou: NeuvazZujeme-
li podobnost, existuje pravé jedenact ruzniych mozaik typu ,strana
na stranu”, kde vSechny vrcholy jsou stejného typu a dlaZdice jsou
tvaru pravidelnych mnohotuhelniku. Je mozna paradoxni, ze Kepler
v Harmonice Mundi tuto vétu piimo nevyslovuje ani nedokazuje,
ale ,jen“ popisuje a ilustruje vysledky svych zkoumani tykajici
se mozaik typu ,strana na stranu® sloZenych z rovnostrannych
mnohothelnik. Na ukazku jsme z tohoto Keplerova dila vybrali
tfinact ¢asti riznych mozaik (obr. 8). VSechny jsou tvoreny
z pravidelnych mnohotuhelnikl, dvé vSak nevyhovuji mozaikdm
z Keplerovy véty. Vite které? Jsou to O a R, jelikoZ nemaji vSechny
vrcholy stejného typu. Zbyvajicich jedendct mozaik (nazyvanych
jako Archimedovy mozaiky'®) miZeme jednoznacné rozdélit na dvé
skupiny — na pravidelné a polopravidelné.

16V n&kterych pracich (napf. [5]) byvaji Archimedovymi mozaikami
nazyvany pouze mozaiky polopravidelné.
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Obr. 8

a) pravidelné mozaiky jsou tfi (viz obr. 9):
e slozené z rovnostrannych trojihelnikd, tj. vSechny
vrcholy typu (3,3, 3,3, 3,3),
e sloZené ze &tverci, tj. viechny vrcholy typu (4, 4,4, 4),
e slozené z pravidelnych Sestitthelniki, tj. vSechny vr-
choly typu (6,6, 6).
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) -

Obr. 9

Kepler je v Harmonice Mundi oznacuje velkymi pismeny
D, E a F (viz obr. 8).
b) polopravidlenych mozaik je osm.

Ukol &. 5: Uréete pomoci tab. 3 a obr. 8, kolik je polopravidelnych
2-prvkovych a kolik polopravidelnych 3-prvkovych mozaik (Kepler
posledné jmenované oznacuje jednim velkym a jednim malym
pismenem).

Ukol &. 6: Dokéazete vysvétlit, pro¢ nemiize existovat polopravi-
delné s-prvkova mozaika pro s > 47

Ukol &. 7: Na obr. 10 je nakresleno tfinact riiznych typt vrchold.
U kazdého z nich urcete konkrétni typ vrcholu a stanovte, ktera
z moznosti nemiiZe tvorit polopravidelnou mozaiku. U zbyvajicich
osmi pripadl najdéte odpovidajici mozaiku v Keplerové Harmo-
nice Mundi (obr. 8).

Obr. 10
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Slibili jsme, Ze v zavére¢né ¢asti ¢lanku se budeme tésit z Gspés-
ného zavrSeni nasi prace. Proto jsme vam nabidli tii ukoly, jejichz
vyreSeni mize tuto radost jeSté umocnit. Abychom se v8ak netésili
prili§, predkladdme posledni problém: v riizné literatufe (napf¥. [2])
se muzeme docist, ze existuje celkem 12 (!) pravidelnych a polo-
pravidelnych mozaik. My jsme v8ak dosli jen k ¢islu jedenact. Kde
se stala chyba? Odpovéd je jednoduché. VSechny pravidelné a po-
lopravidelné mozaiky maji osu soumérnosti — az na jedinou — na
mozaiku s vrcholy typu (3, 3, 3, 3, 6). Ta byva proto ob¢as uvadéna
ve dvou navzajem osové soumérnych tvarech (obr. 11).

Obr. 11

Podékovani patii M. Krizkovi za cenné pripominky vedouci ke
zkvalitnéni textu.
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