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O SESTAVACH S OPAKOVANIM

EmiL CALDA

V ucebnici algebry urené vy$sim tfidam stiednich Skol ces-
kych, kterou sepsal a roku 1885 vydal Dr. E. Taftl, c. k. profes-
sor statniho realného a vys$$iho gymnasia v Klatovech, jsem naSel
kapitolu nazvanou Skladna neboli nauka o tukonech formalnych,
kterd mimo jiné pojednavé o pfestavich (tj. o permutacich), o ob-
ménach (tj. o variacich) a o sestavach (tj. o kombinacich). Zaujal
mé zpusob, kterym je tu odvozen vzorec pro pocet — jak rikdme
dnes — k-¢lennych kombinaci s opakovanim z n prvka. Myslim si,
ze srovnani s tim, jak je uvddén v soucasné gymnazidlni ucebnici
Kombinatorika, pravdépodobnost, statistika, by mohlo byt zaji-
maveé.

Vyjdeme nejprve z konkrétni situace a vezmeme vSechny dvoj-
¢lenné kombinace s opakovanim ze tii prvkd a, b, c. Z kazdé utvo-
rime pét trojclennych kombinaci s opakovanim takto: tfi vzniknou
postupnym pripojenim kazdého z danych prvki a, b, c a zbyvajici
dvé dostaneme tak, Ze k ni pripojime kazdy ¢len, ktery uz v ni ob-
sazen je, a to tolikrat, kolikrat se v ni vyskytuje. Ze Sesti dvojclen-
nych kombinaci s opakovadnim ze tfi prvka a, b, c tak dostaneme
tricet troj¢lennych kombinaci s opakovanim z téchze prvki:

aa : aaa, aab, aac, aaa, aaa
ab: aba, abb, abc, aba, abb
ac: aca, acb, acc, aca, acc

bb : bba, bbb, bbc, bbb, bbb
be : bca, bcb, bee, beb, bee
ce: cea, ccb, cee, ece, cee

V téchto triceti troj¢lennych kombinacich s opakovanim se kazda
— jak se snadno presvédc¢ime — vyskytuje tiikrat. Je to proto, Ze
v kazdé takto utvorené trojclenné kombinaci lze kazdy z jejich
tii ¢lend povaZovat za pripojeny k néjaké kombinaci dvoj¢lenné,
coz znamena, ze kazda takto utvorend trojélennd kombinace
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vznikla tfemi zpusoby a je proto ve vySe uvedeném schématu
tfikrat. Napf. kombinace aab vznikla pripojenim prvku b ke
dvojélenné kombinaci aa, pfipojenim ¢lenu a ke kombinaci ab
a jesté jednou pripojenim élenu a ke kombinaci ab. Pro pocet
K'(3,3) trojélennych kombinaci ze tii prvki s opakovadnim proto
plati:

Tento vysledek zobecnime pomérné snadno. Mame-li vSechny
k-¢lenné kombinace s opakovanim z n prvka, kterych je celkem
K'(k,n), utvofime z kazdé n+ k kombinaci (k+1)-Clennych takto:
ke kazdé pripojime jeden ¢len, ktery postupné vybirame jednak z n
prvki danych, jednak z k ¢leni, které pivodni k-Clenna kombinace
obsahuje. Pocet takto vzniklych (k + 1)-Clennych s opakovanim je
roven (n + k) - K'(k,n), kazda se v8ak v tomto poltu vyskytuje
(k + 1)-krat, nebot vznikla k + 1 zptsoby. Pro pocet kombinaci
s opakovanim tak dostavame rekurentni vztah

n+k
k+1

K'(k+1,n) = -K'(k,n) .

Explicitni vyjaddieni K'(k,n) ziskdme odtud — s ohledem na to, zZe
plati K'(1,n) = n — nasledovné:

K'(k,n) i ﬁg_:l : K'(k —-1,n) =

_n+k-1 n+k-2 _, .

p 1 K'(k—-2,n) =
_ntk—-1n+k-2n+k-3 =n+ln_(n+k-1)
k k-1 k-2 2 1 k!(n —1)!

(7Y

Tim je hledany vzorec pro pocet k-Clennych kombinaci s opa-
kovanim z n prvkid odvozen.
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Nékteri ¢tenéafi (zejména mého véku) si mozna vzpomenou, Ze
podobny postup pouzivala i gymnaziidlni ucebnice matematiky
akademika Eduarda Cecha, podle které se uéili poéatkem pade-
satych let. VySe uvedeny rekurentni vzorec je v ni odvozen zpu-
sobem, pro jehoz ilustraci jsou v nasledujici tabulce I vypsany
vSechny trojélenné kombinace s opakovanim ze tfi prvki a,b,c a
v tabulce II vSechny tyto kombinace, které obsahuji prvek a:

aaa abce becc aaa abec
aabd acc cecce aab acc
aac bbb aac
abbd bbe abbd

Tab. I Tab. II

Na téchto schématech je mozno sledovat obecny postup, kterym
je v Cechové uéebnici odvozen rekurentni vzorec pro K'(k,n).

Mysleme si, Ze podobnym zpisobem jako v tabulce I sestavime
do schématu vSechny k-¢lenné kombinace s opakovanim z n prvki.
VSech n prvkd v ném zaujimé k - K'(k,n) mist, takze kazdy
z nich se zde vyskytuje = - k - K'(k,n)-krat. Utvofme podle
tabulky II dalsi schéma sestavené pravé z téch kombinaci, které
obsahuji zvoleny prvek aspon jednou. Na tyto k-¢lenné kombinace
se zvolenym prvkem se miZeme divat jako na (k — 1)-Clenné
kombinace z n prvki, které jsou zvolenym prvkem doplnény na
kombinace k-Clenné; jejich pocet je K'(k — 1,n). V téchto k-
¢lennych kombinacich se zvoleny prvek vyskytuje jednak jaho
doplnény ¢len, tj. K'(k — 1,n)-krat, jednak jako jeden z Cleni
vyskytujicich se v (k — 1)-¢lenné kombinaci s opakovénim z n
prvkd, tj. -"15—1 - K'(k — 1,n)-krét. Tento posledni tdaj dostaneme
ze vztahu pro pocet vyskyti daného prvku ve vSech k-Clennych
kombinacich s opakovanim z n prvki, ktery jsme odvodili vyse,
tj. dosazenim k — 1 za k do vyrazu K'(k,n). A protoze v obou
schématech se zvoleny prvek vyskytuje ve stejném poctu, plati

k., - k-1
E-K(k,n)—K(k 1,n) + -

-K'(k—-1,n) .
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Odtud snadno dostaneme rekurentni vzorec, ktery uz zname:

n+k-1

' —
K'(k,n) = p

-K'(k—=1,n) .

Stejnym zpisobem jako v uéebnici z roku 1885 je pak ve zminéné
ucebnici Cechové odvozeno explicitni vyjadieni pro hledany poéet
k-¢lennych kombinaci s opakovanim z n prvki.

Pokud je mi zndmo, je tato Cechova uéebnice z padesatych let
posledni, ve které je vzorec pro polet kombinaci s opakovanim
takto odvozen. D& se dokonce fici, Ze to na nékolik desetileti
byla posledni stfedoSkolskd ucéebnice, ve které se o kombinacich
s opakovanim vibec mluvilo.



