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POZNAMKY K NOVE UCEBNICI
MATEMATIKY PRO GYMNAZIA

DIFERENCIALNI A INTEGERALNI POCET

DRAHOMIR SKOREPA

Ucebnice diferencialni a integralni pocet [1] uzavira fadu téma-
ticky psanych ucebnic pro vyssi gymndzia. Uzavird celou stfedo-
Skolskou matematiku podanim zakladid infinitesimalniho poctu.
Pii tendenci sniZovani povinnych hodin matematiky na gymna-
ziich, zéklady diferencidlniho a integralniho pocétu uz standardy
vzdélavani ve Ctyrletém gymndziu neobsahuji. Piesto si myslim,
ze tuto ucebnici vyuziji nejen gymnazia s roz$ifenou vyukou ma-
tematiky. Uvedené zédklady infinitesimalniho pocltu se totiz sté-
vaji naplni volitelnych predméti, zvlasté seminare z matematiky.
Vyucujici jsou si védomi dulezitosti tohoto tematu pro studenty,
kteri odchézeji na studijni obory s prirodovédnym, ekonomickym
a technickym zamérenim.

Chtél bych se vénovat pouze jedné ¢asti ucebnice [1], a to ur-
¢itému integralu. Tuto ¢ast zpracovavaji autori publikace netra-
di¢né, nepouzivaji totiz Riemannovu souctovou definici urc¢itého
integralu a proto je zavedeni urcitého integralu v této ucebnici
daleko stru¢néjsi. Odstrani se velmi obtizny prechod od limity
hornich a dolnich sou¢ti k Newtonovu vzorci pro vypocet urci-
tého integralu. ,,Newtonova definice“ urcitého integralu ma podle
mne jeSté dalsi vyhody. Umoznuje zavedeni vypoctu objemu téles
pomoci jejich pri¢nych ezt — vlastné Cavalieriho principu, uvé-
déného v ulebnici Stereometrie [2] autorky Evy Pomykalové, jako
zékladniho principu pro vypocet objemi téles. Dale umoznuje roz-
§ifeni Cavalieriho principu i pro plo$né obrazce a je velmi vhodna
k seznameni zakd s numerickou integraci, potfebnou k integraci
s pouzitim pocitace.

Budu se podrobnéji vénovat nasledujicim tématim.
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Obsah rovinného obrazce
Vzorec pro vypoclet obsahu atvaru U = U(a,b, f,g) — viz
b
obr. 1 — S(U) = / [f(z) — g(z)] dz pfimo navéadi k oznadeni

a

rozdilu funkei f(z) — g(z) = h(z), h(z) > 0, Vz € (a,b), kde h(x)
muizeme interpretovat jako délku rezu kolmého na osu z. Pak je

8Y

Obr. 2

b
obsah obrazce U dén integrdlem S(U) = / h(z) dx a umoZziuje

. . . . . . . ’ a . .
rozsifit Cavalieriho princip i na rovinné obrazce. Tento princip
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mizZeme formulovat takto:

Mame dva rovinné obrazce U a U’ ohranifené dvéma rovno-
bézkami p || ¢. Protina-li kaZzd4 pfimka rovnobéind s p oba ob-
razce v useCkach stejné délky, pak obsahy obou obrazct jsou stejné
(obr. 2).

Priklad uziti: VSechny trojuhelniky, rovnobézniky o stejné
zdkladné a vySce maji tyz obsah (obr. 3 a 4).

MizZeme uvazovat o téchto pripadech:

a) h(z) je konstantni
b

h(z) = ¢, pak S(U) = / cdr = c[z]2 = (b — a)c, kde
(b—a) je délka zdkladny a h?a) = h(b) = c je vyska obdélnika.
Dostavame vzorec pro vypocet obsahu obdélnika a soucasné
navod pro obdelmkovou metodu numerické integrace.

Mame urcit / f(z) dz numericky. Rozdélime (a,b) na n
stejnych dilt delky b=a Délici body jsou z; = a + i%=2
kde « = 0,1,...,n. V kazdém z dil¢ich intervali (z;_ 1,:::,)
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nahradime funkci y = f(z), konstantni funkci y = ¢; (obr. 5).

Pak/ f(z) dz = &= =8 (co+c1 + ...+ cn-1), COZ je vzorec pro

vypocet integralu obdélnikovou metodou numerické integrace.

YA
y = f(x)
4
Cco C1 c2
O a==Ip 1 T2 b %C
Obr. 5

b) h(z) je lineadrni

h(z) = cx + d, vzhledem k predpoklddu h(z) > 0 Vz €
€ (a,b) pfimka o rovnici y = cx + d neprotind osu z. Pak
do

staneme pravouhly lichobéznik. Pro jeho obsah plati S(U) =
b

= / h(z) de = [cz® +dz]’. Oznatime-li délky krajnich

fezl ah(a) =ca+d = hy, h(b) = cb+d = he dostaneme
S(U) = £ +db— $a® —da = £ (b*—a?) +d(b—a) =
= 222(ch + ca + 2d) = %52(hy + hs) Dostévame vzorec pro
obsah lichobéznika, ale téZ navod pro sestaveni vzorce pro
lichobéznikovou metodu numerické integrace.

Méame urcit / f(z) dz numericky lichobéZnikovou metodou.

Rozdélime jako v pripadé a) interval (a,b) na n diléich
intervald (z;—;,z;), kde ¢ = 0,1,...,n a nahradime na
kazdém diléim intervalu funkci y = f(a;) funkci lineérni,
prochézejici body o soufadnicich [z;—1, f(zi—1)], [zi, f(z:)]
(obr. 6) a oznafime f(z;) = l; pro @ = 0,1,...,n, pak
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b
/ flz) de = bﬁ-’-(lg + 2l + 2l + ... + l,), coz je vzorec
a
pro numerickou integraci lichobé&znikovou metodou.
YA

/\y=f($)
N

sY

O a=2x0 T) T2 b

| Obr. 6
c) h(z) je kvadraticka
b
h(z) = cz? + dz + e, pak S(U) = / (cx? + dz + e) dz =

= [¢2® + a2 +ez]z. Kdyz ozna¢ime délky krajnich fezi
h(a) = ho, h(b) = hy a délku stiedniho fezu h (%) = hy,
pak po upravé S(U) = Q-%E(ho + 4h; + hs). Dostali jsme
Simpsontiv vzorec pro vypocet obsahu obrazce, pokud zname
délky krajnich rezi a rezu stfedniho.

b
MuZeme opét prejit k numerické integraci / f(z) dz. Ten-

tokrat Simpsonovou metodou. Rozdélime (Z,b) na 2n dil-
fich intervald (z;—1,z;) délky -bz—_nﬁ (sudy pocet dilid). Pak
T; = a+ ib2'—n“, kde ¢ = 0,1,...,2n. Funkci f(z) nahradime
funkci kvadratickou tak, Ze kvadratickd funkce nabyva vzdy
ve tfech bodech stejné hodnoty jako funkce f(z) (obr. 7).

Pak pro vypocet integralu dostdvame Simpsonovu formuli

b
/ f(z) dz = 2=2(ho + 4hy + 2hy + 4h3 + 2hs + ... + hoy).
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y = f(z)
A

Q
8
(=]
aY
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Obr. 7
Objem télesa

V ucebnici [1] je odvozen objem rotaéniho télesa, které vznikne
b
rotaci atvaru U = U(a, b, f) kolem osy z. V = / 7f2%(x) dz, kde

a
S(z) = n f?(z) predstavuje plochu fezu rovinou kolmou na osu z.

YA

Obr. 8

b
Vzorec miZeme zobecnit pro vSechna télesa V = / S(z) dz
a

(obr. 8) a vyslovit Cavalieriho princip:
Jsou déna dvé télesa ohrani¢end dvéma rovnobéznymi rovinami
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0 || o. Protiné-li kazda rovina rovnobéznd s ¢ obé télesa a plosné
obsahy rezl obou téles touto rovinou jsou stejné, pak objemy obou
téles se sobé rovnaji.

Priklad uziti: objem kosého hranolu, jehlanu, valce, kuzele je
tyz jako objem kolmého hranolu, jehlanu, vélce, kuzele o téze
podstavé a vySce (obr. 9).

// A LSS
| / /A

S e

NN

Obr. 9

UvazZujme pripady, kdy:

a) S(z) je konstantni
S(z) =S,pak V = (b—a)S, kde (b—a) je vyska a S je plocha
podstavy (napf. hranol, valec).

b) S(z) je linearni
S(z) = cx + d a plochy krajnich Fez jsou Si, Sz, pak
V= ”—?‘-(51 + S2) (1).

c) S(z) je kvadraticka
S(z) = cx? +dz +e a S, S3 jsou obsahy krajnich fezi a
S, obsah stfedniho fezu, pak V = !’—gﬁ(Sl + 4S5, + S3) —
Simpsontv vzorec. Tento vzorec by mohl zna¢né zjednodusit
vypoéty objemt téles v udebnici stereometrie [2]. Zaci by
museli zjistovat zéavislost S(z) — plochy rezu télesa rovinou
kolmou na osu z na souradnici z.

Uvedu nékolik prikladi. Priklady mohou zpestfit kapitolu 6.3.
ucebnice [1] UZiti integrdlniho poctu.
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Priklad 1

Rotaci vétve paraboly y? = 2pz kolem osy z vznikne plocha
zvané rotaéni paraboloid. Vypoc¢itdme objem télesa, omezeného
rota¢nim paraboloidem a rovinou kolmou k jeho ose ve vzdalenosti
v od vrcholu (obr. 10).

YA

sY

Obr. 10

Rezy tohoto télesa, kolmé na osu z, budou kruhy. Plogny obsah
S(z) fezu bude roven S(z) = my?; S(z) = 72pz. Jde o lineani
funkci proménné z. Plo$ny obsah krajniho fezu S; = S(0) = 0,
plony obsah podstavy S; = S(v) = m2pv = mp?, kde p je polomér
podstavy (y? = 2pz pro z = v je y = p, tedy p? = 2pv). UZijeme
vztahu (1): V = 2 (0+ mp?) = Zmp®v. Tedy objem rotainiho
paraboloidu je roven poloviné objemu rota¢niho vélce s polomérem
podstavy p a vyskou v (tzv. Archimedova poucka).

Pro vypocet objemu télesa ohrani¢eného rota¢nim paraboloi-
dem a dvéma rovinami kolmymi k ose paraboloidu (obr. 11),
plati pri oznaceni soutradnic krajnich fezii z = a, y = b S(a) =
m2pa = mwpi; S(b) = w2pb = mp2, kde p; a py jsme oznagdili
poloméry podstav. Objem tohoto télesa V = b;“ (Wpf +7rp§),
V =i (p? + p3) - h, kde h = b — a je vyska télesa.
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Obr. 11

Priklad 2

Vypocitdme objem rotacniho vélce o poloméru r, seriznutého
rovinou, kterd neni rovnobéznd s podstavou a podstavu nepro-
tinad. Valec umistime tak, Ze osa rotace splyva s osou z, stred
podstavy splyva s pocatkem a priseCnice roviny podstavy a ro-
viny, kterou je valec sefiznut, je rovnobéznd s osou z (obr. 12).
Kazdy pfi¢ny fez (rovinou kolmou na osu z) je lichobéznik. Ob-
sah lichobéznika vypocitdme jako soudin velikosti stfedni pricky
a vysky. Stfedni priky vSech lichobéznikovych fezii maji stejnou
velikost. Jejich délka je rovna ﬁk’%ﬂ, kde s, resp. s3, je nejkratsi,
resp. nejdelsi, strana valce. Vyska kazdého lichobéznikového rezu
o soufadnici zo je rovna 2yo, kde yo = /72 — z3. Potom S(z0) =

= 21%521/0 = (s1 + s2)V/r% —z§, S(z) =r(31 + 82) V72 — 22,
V = (81 +82)\/ r2 —x2 dx = 2(31 +32)/ A /7-2 — 2 da:, sub-
0

==
stituce £ = rsinu, dz = rcosu du;

_‘g_
Vo= 2(s1 + 32)/ V12 —r2sinu - rcosudu = 2r?(s1+
0
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2

2 1+ cos2u . AT
+32)/ —"—2—— du = 27‘2(81 +32)%§ = T(Sl -+ 82).
0

&Y

Obr. 12

Priklad 3

Ur¢ime objem télesa oddéleného z rota¢niho vélce o poloméru r |
rovinou prochézejici stfedem podstavy a svirajici s podstavou tihel
a (valcova used).

Prisecnici AB uvedené roviny s podstavou valce zvolme za
osu z, jeji prisecik s osou valce za pocatek souradného systému
(obr. 13). VSechny pfi¢né fezy tohoto t&lesa (kolmé na osu z)
jsou pravouhlé trojuhelniky. Uvazujme fez o soufadnici zo (jde
o APQR). Pro plony obsah fezu plati S(zo) = 3|PQ| - |QR];
|IPQ| = yo; |QR| = vo = yotga, kde yo = /72 —zi. Pro
ploSny obsah libovolného fezu mizZeme potom psit S(z) =

= 3 (r? —2?) tga. Plosny obsah fezu je kvadratickou funkei
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proménné z. Uzitim Simpsonova vzorce pro objem V télesa

dostévame V = 2 . 4. 1rv = 272y = 2r3tga (obsahy krajnich

fezt S(r) = S(-r) =0, S(0) = 1rv).

&\
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Obr. 13
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