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ROZMISTOVACTI ULOHY

a poéty k-¢lennych kombinaci
EMIL CALDA

V nasledujicich radcich si ukdZeme, jakym zpiisobem je mozno
odvodit znamé vzorce pro pocet k-Clennych kombinaci z n prvki
(s opakovanim i bez opakovani) pomoci rozmistovani identickych
predmétt do prihradek.

Predpokladejme, Ze je dano k identickych predmétl; urceme
pocet vSech zpilisobu jejich rozmisténi do n prihrddek. Na tato
rozmisténi pritom neklademe zadné podminky, takze pripoustime
i moznost, Ze nékteré prihradky zistanou prazdné. Kazdé takovéto
rozmisténi dostaneme tak, ze dané predméty seradime vedle sebe
(protoze jsou identické, lze to provést jedinym zpusobem) a do
mezer této fady nebo na jeji zacatek ¢i konec vsuneme n — 1
prepazek, které dané predméty rozdéluji do n prihradek. Na obr. 1
je takto znazornéno rozmisténi deseti identickych predméti do
Sesti prihradek, ve kterém jsou prvni dvé prihradky zleva prazdné,
ve treti jsou tfi predméty, ve ¢tvrté jich je Sest, v paté zadny a
v Sesté jeden.
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Obr. 1

Je zcela jasné, ze kazdému tomuto schematu sloZzenému z k
krouzki a z n—1 svislych ¢arek odpovida pravé jedno rozmisténi k
identickych predmétii do n prihradek a obracené. Kazdé takovéto
schema vSak miiZeme povaZzovat za permutaci ze dvou prvki
(krouzek, svisla ¢arka), ve které se jeden opakuje k-krat a druhy
(n — 1)-krét, coz znamena, ze pocet P'(k,n — 1) téchto permutaci
urcuje i hledany pocet rozmisténi danych predméti. Odtud plyne:

Pocet rozmisténi k identickych predméti do n prihrdidek je
roven poctu P'(k,n — 1) permutaci ze dvou prvki, z nichZ jeden
se opakuje k-krdt a druhy (n — 1)-krdt.
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Vsimnéme si dale souvislosti mezi tilohou rozmistit k identic-
kych predméti do n prihradek a tlohou urcit pocet celociselnych
nezapornych reSeni rovnice

z1+x3+23+-+xTn=k.

Snadno zdivodnime, Ze kazdému rozmisténi k identickych pred-
méti do n prihradek odpovida pravé jedno celociselné nezaporné
reSeni uvedené rovnice a obracené. Uvédomme si, ze celoCiselnym
nezapornym reSenim této rovnice se rozumi usporddana n-tice

(z1,%2,Z3,...,Ty,), kde x1,Z2,...,2, jsou celd nezidporna dCisla,
jejichz soucet je k. Predstavime-li si nyni slozky této n-tice jako
prihradky, ve kterych je z;,xs,...,x, predméti, jejichz celkovy

pocet je k, je tim nalezeno vzajemné jednoznacné prirazeni mezi
mnozinou vSech celociselnych nezapornych reSeni uvedené rovnice
a mnozinou vsech rozmisténi k identickych predmétt do n prihra-
dek. Jako ilustraci lze uvést rozmisténi deseti identickych pred-
méti do Sesti prihrddek znazornéné na obr. 1, kterému odpovida
celodiselné nezaporné feseni (0,0, 3,6,0,1) rovnice

Ty + T2+ x3+x4+75+726 =10

Plati tedy:

Pocet vsech celociselnych nezapornych reseni rovnice
I +:172+1L‘3+"'+£L'n=k,

kde k € N, je roven poctu rozmisténi k identickych predméti do n
prihradek, tj. poctu P'(k,n — 1) permutaci ze dvou prvki, z nichZ
jeden se opakuje k-krdt a druhy (n — 1)-krdt.

Hledejme nyni pocet vSech k-¢lennych kombinaci s opakovanim
z n prvkd. Oznacime-li tyto prvky ay,as,...,a,, mizeme kazdou
k-¢lennou kombinaci s opakovanim z téchto prvki zapsat ve tvaru

Tn

1 T2 T3
a;taz’az®...ap" ,

kde exponenty z; urcuji, kolikrat se prvek a; v této kombinaci
vyskytuje. Znamené to, ze x; jsou celd nezdpornd Cisla, jejichz



92 EMiL CALDA

soudet je roven k, takZze usporddand n-tice (z1,z2,...,T,) je
celodiselnym nezapornym reSenim rovnice

1+ xTo+--+xT,=k.

Odtud je vidét, Ze kazdé k-Clenné kombinaci s opakovanim z n
prvki odpovida jediné celociselné nezaporné reSeni uvedené rov-
nice a obracené. Odvodili jsme tak, ze plati:

Pocet vsech k-clennych kombinaci s opakovdnim z n prvki je
roven poctu vsech celociselnijch nezapornych reseni rovnice

T1+r2+z3+--+Tn=k,

tj. poctu P'(k,n — 1) permutaci ze dvou prvki, z nichZ jeden se
opakuje k-krdat a druhy (n — 1)-krat.

Timto zpiisobem jsme ziskali vzorec pro pocet K (k,n) k-Clen-
nych kombinaci s opakovanim z n prvki:

K(k,n):P'(k,n—1)=g(-"n_—_lli)”T£!)—!= ("+:_1) .

Vsechny vysledky, které jsme ziskali, se daji shrnout:

Cisla uddvajici pocet rozmisténi k identickijch pfedméti do n
prihradek, pocet celociselnych nezdpornych reseni rovnice x4+
+z9 + -+ x, = k, pocet k-clennych kombinact s opakovanim
zn prvki a pocet P'(k,n — 1) permutaci s opakovdinim ze dvou
prvki se navzdjem rovnaji.

Pro uplnost jesté odvodime vzorec pro pocet k-¢lennych kom-
binaci (bez opakovani) z n prvki. Oznacime-li je a;,as2,...,an,
muiiZeme kazdou jejich k-¢lennou kombinaci bez opakovani zapsat
ve tvaru

r1 ,.,T2

3 Tn
al a2 a-3 -

n ?

kde exponenty x; nabyvaji hodnot 0 a 1 (nebot v kazdé této
kombinaci je kazdy z danych prvka nejvySe jednou) a jejich
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souCet je roven k. Je opét jasné, ze pocet vSech téchto k-¢lennych
kombinaci je roven poctu vSech feSeni rovnice

rTy+To+ax3+--+x,=k),

ve kterych v8echna z; jsou celd nezdporna cisla nejvySe rovna
jedné. Pro k > n takovéto n-tice neexistuji, nebot tato rovnice
nemad zadné feSeni pozadovanych vlastnosti. Pro k < n je feSenim
této rovnice kazda usporadana n-tice sestavend z k jednicek an—k
nul, jejichZ pocet je dan Cislem P’(k,n — k). Zjistili jsme tak, ze
plati:

Pocet vsech k-clennych kombinaci (bez opakovdni) zn prvki je
roven poctu vSech resent rovnice

T1+z2+ -tz =k,

ve kterych kaZdé x; je rovno nule nebo jedné, tj. pocétu P'(k,n—k)
permutact ze dvou prvki, z nichZ jeden se opakuje k-krdt a druhy
(n — k)-krdt.

Timto zplisobem jsme ziskali vzorec pro pocet K (k,n) k-Clen-
nych kombinaci (bez opakovani) z n prvki:

K(kn)=Plkn—k=—" _ = (") .
’ ’ kl(n — k)! k

Zavérem si jesté dovoluji pripojit struénou poznamku tyka-
jici se pouzivané terminologie. Kvili jednoduchosti v ni bude rec¢
pouze o kombinacich, ale to, co bude feceno, plati i pro variace.
Soucasnd terminologie vzbuzuje ve studentech dojem, Ze existuji
pouze kombinace dvojiho typu, a to kombinace bez opakovani a
kombinace s opakovanim, a ze tyto pojmy jsou ke vSemu jesté dis-
junktni. Ve skutec¢nosti jsou vSak kombinace bez opakovani zvlast-
nim pripadem kombinaci s opakovanim, navic pak nikoli jedinym
— na kombinace s opakovanim lze klast i jiné podminky nez je-
nom tu, aby se v nich kazdy z danych prvki vyskytoval nejvyse
jednou. Zda se mi proto, Ze by bylo vhodnéjsi a pro studenty srozu-
mitelnéjsi, kdyby se pro nynéjsi kombinace s opakovanim pouzival
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nazev kombinace a pro soucasné kombinace se zavedlo oznaceni
kombinace bez opakovani. Z této dvojice pojmi kombinace a kom-
binace bez opakovani by snad bylo 1épe vidét, Ze nejsou disjunktni
a ze kombinace bez opakovani jsou zvlastnim pripadem kombinaci.
Jsem si samozrejmé védom toho, Ze dosavadni oznaceni je obvyklé
a bézné pouzivané po dlouha desetileti a Ze na stfedni Skole, kde
zname pouze tyto dva typy kombinaci, s nim vystacime. Otazkou
ovSem je, zda by se tyto historické ndzvy nemély pozmeénit.
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