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110 | Jesté o Heronové vzorci I

HERONUYV VZOREC V CASOPISE PRO
PESTOVANI MATEMATIKY A FYZIKY

MILADA KOCANDRLOVA

Prejeme-li si néceho dosahnout v matematice,
musime se ucit od mistri a ne od tovarysi.

N. H. Abel

Ve 28. ¢isle tohoto casopisu uvadi P. Leischner ,geometricky*
dikaz Heronova vzorce [4]. V roce 1870 zacala Jednota Ceskych
matematiki vydavat Casopis pro péstovani matematiky a fyziky,
kteryz se zvlastnim zretelem k studugicim rediguje dr. F. J. Stud-
nicka, professor mathematiky na C. K. Université praZské (dale
CPMF). Hned v jeho prvnim roéniku publikuje F. J. Studnicka
tentyz ,,geometricky“ diikkaz Heronova vzorce v ¢lanku [11], v némz
vychazi z Baltzerovy® udebnice.

Podle Studnicky je tento diikaz v Pfleiderové trigonometrii
(str. 109 a 374) a v publikaci Practica geometriae Leonarda Pisan-
ského z r. 1220 (str. 40)° jednodussi nez ditkaz Heroniiv, ktery je
uveden v sebranych spisech Heronis reliquiae z r. 1864 na str. 235.
Herontv dikaz dle reckého originalu podavda Fr. Hromddko, pro-
fessor v Tabore v ¢lanku [2], kde z piety k starému tomuto ucenci
podrzZel se fecké litery. Stejny dikaz uvedl ve 28. ¢isle tohoto ca-
sopisu F. Kufina v ¢lanku [3].

V ptvodnim ¢lanku [11] Studnicka také vyslovuje domnénku,
ze prestoze geometricky dikaz najdeme u Herona, Eulera i Cas-
tillona, nejspisSe se k nému dojde pouhym vypocétem. Hned nékolik
takovych vypocti lze opét najit na strankich CPMF.

8Richard Baltzer, 1818-1887, byl némecky matematik. Jeho dvoudilnou
Die Elemente der Mathematik z let 1860-62 pieloZil M. Pokorny v r. 1873.
Dikaz Heronova vzorce je ve 2. dilu na str. 122.

9Leonardo Pisansky, narozen ve 12. stol. v Pise, proto zvany Pisano, syn
pisare Bonaccia, ktery poznav vyhody arabského poé&tarstvi, vedl svého syna,
pozdéji zvaného Fibonacci, ke studiu aritmetiky.
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V ¢lanku [5] Augustin Panek odvozuje rizné vzorce, véetné
vzorce Heronova, pro trojihelnik dany tfemi stranami nebo dvéma
stranami a thlem sevienym. Narozdil od ¢lanku [1] je zde zfejmy
i geometricky vyznam provadénych vypoctii.

G C A E D a F

Kolem vrcholu C trojihelniku ABC', viz obrazek, otocime
stranu C'B na primku AC v kladném i zaporném smyslu. Otocené
body oznalime E a F. V trojihelniku ABF, pfi |Bf| = 2acos 1,
pouzijeme kosinovou vétu

c? = (a +b)? + 4a? cos? % — 4a(a + b) cos? % ,
oz ) = (a + b)? — c? _ s(s—c), (1)

2 4ab ab

kde 2s = a + b + ¢. Analogicky pro trojihelnik AEB, pii |BE| =
= 2a cos(§ — 1) = 2asin , pouzijeme kosinovou vétu

¢ = (b — a)? + 4a®sin® % — 2a(b — a) sin® % )
2 2
.27 c“—(b—a) (s —a)(s—b)
-_—— — & 2
S 2 4ab ab )
Dosazenim (1) a (2) do vzorce P = fabsiny = absin % cos I
dostavame Heroniiv vzorec
P=+/s(s—a)(s=b)(s—c). (3)

Dalsi Pankiiv &lanek [6] z r. 1880 vychéazi z jednoduchého

vvvvv
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standardnim oznaceni v trojihelniku ABC plati a + 8+ v = 7.
Potom upravujeme

sin(m — a) =sin(8 + ),
sin @ = sin  cosy + siny cos 3,

sin a — sin 34/ 1 — sin® y—siny4/1 — sin® 8 = 0.

Posledni rovnici prepiSeme do tvaru /1 —+/T2—+/T3 = 0, dvakrat
umocnime na druhou a zpét dosadime goniometrické funkce:

w% - m% + :1:§ — 221292 — 22123 — 22923 = 0,
sin? a + sin? B + sin* y—2sin? asin? 8 — 2 sin® asin? y—
—2sin? Bsin? vy = — 4 sin® asin? Bsin? .

Oznacime-li d primér kruznice trojuhelniku ABC opsané, potom
pro jeho Ghly a obsah plati:

2, 2P:absin"y:%bc.

Po dalsich tpravach dostdvame Herontiv vzorec

sin « a sin 3 b sin
1 =—=,8Mp0=—, =
d g7

212 2

at + bt + ¢t — 2a2b? — 2a2¢* — 2b2c? =42 d2c ,
a’b*c?

(a® — b? — ?)? — 4b%c? =4 PR

(a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)(a+b—c)=16P2.

V r. 1891 se Panek vraci k Heronové vzorci ¢lankem (7], ke
kterému pripojuje poznamku: P7i svych viykladech na méstském
vyssim redlném gymndziu jsem nabyl presvédcéeni, Ze uvedeny chod
vypoctu sndze Zdaci zachovaji v paméti neZ jiny. Ten vede tak, Ze
pomoci Pythagorovy véty sestavi rovnici pro nezndmy obsah P
(vysku z vrcholu B oznalime BD):

2P

1
P=:b-|BD| = |BD|="-.
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AD| = 2 il CD| = 2 £
| | = c—b—2,| D| = a—-bT,lAD|+|C'D|=b.

Po dosazeni do posledni rovnosti a jeji ipravou dostavame Hero-
niiv vzorec.

V r. 1903 v ¢lanku [8] odvozuje Augustin Péanek Heroniiv vzorec
postupem, o kterém v poznamce rika, ze jest mnohem kratsi nez
zpusob v ucebnicich trigonometrie obvykly, pri némz se dvakrdte
upravuje Carnotova (cosinusovd) véta ... ,viz [1]). Vyvozeni toto
jest takée tim vyhodno, Ze pri ném wvynika geometricky vyznam
velicin s —a, s—b, s — c.

Oznacime-li K, L, M body dotyku kruznice o stfedu O a
poloméru r trojihelniku ABC vepsané (obrazek si ¢tenar snadno
nadrtne, oznaceni viz [3]) a JAOM = ¢, I BOK = w, 4COL =
= A, je

|AM| + |BK| + |CL| = s = |AM| + a = |BK| +b=|CL| +¢,

— —b _
str,tgcpzs——q,tngsT,tg)\=s ¢
T

=
ProtoZe pro ¢ + w + A = 7 plati

tgo+tgw +tgA =tgy - -tgw - tg A,

po dosazeni a Gpravé dostavame Heronliv vzorec.
pozornost Heronové vzorci, a to v ¢lanku [9], kde dvakréte pouzil
vétu sinovou.

V trojihelniku ABC oto¢ime kolem vrcholu C' stranu AC
v kladném i zdporném smyslu do bodi E, F' a kolem vrcholu A
stranu AB v kladném smyslu na pfimku AC do bodu G, viz obr.
Podle sinové véty v trojihelniku BF'G plati

|EG| sing b+c—a_sin§
|BG|  sin(% + 1) 2ccos g  cos?’

(4)

Zaménou vrcholi v trojihelniku bychom analogicky vypoditali

a+c—b sing a+b—c sing
- o ’ e a ’
2. cosg cos § 2acosT  cos§

(5)




114 ‘ Jesté o Heronové vzorci I

Vynésobenim vSech tii rovnic z (4) a (5) dostaneme

2naime O gin 2 B
(S—CL)(s—b)(s—c):aCSln 281212C082. (6)
COS§

Podle sinové véty v trojahelniku BF'G plati

|[FG| _sin(3+8+3) _sin(3+5)

|BG| sin % sin %
Tedy
a+b+c cosg cos%cosg
= = — o , =y S = c'—l .
2c cos 5 sin 3 sin 5

Vynéasobenim s (6) a odmocnénim dostaneme Heroniv vzorec.
Ze vztahi (4) a (5), s vyuZitim sinové véty (napf. pro prvni

rovnost a = c:iﬁf:, b= csmﬁ =), dostaneme zndmé identity

)

a
—sina +sin 8 +siny = 4005—2—sm ésm i

2 2
sina — sin 3 + siny = 4sm%cos—81 %,
sina+sinﬂ—sin’y:4sin%sin§co %,
sina+sinﬁ+sin'y:4cos%cos§cos%. (7)

Téchto identit pouzil ve svém dikazu Jan Slavik, profesor na
akademickém gymnaziu v Praze, v ¢lanku [10].
Vyjdeme ze zndmych vzorci pro obsah trojuhelniku ABC

1 1 1
P=—2—absin7 : P=§acsinﬂ , P:§bcsina.

Po vynéasobeni vSech tfi rovnic dostaneme

8P = a?b?c?sinasin Bsiny .
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Oznac¢ime-li K = \/

sin a sin ﬁ sinvy’ =
abc = 2KP. (8)
Postupné do (8) dosadime za P

a=Ksina, b=Ksinff, c=Ksinvy.

Potom

2s=a+b+c=K(sina+sinf +siny) =
a B 7
= 4K cos — cos = cos —
COS 7 COS 5 COS o,
2(s—a)=—-a+b+c=K(—sina+sinf +siny) =

a ., B .
= 4K cos — sin — sin

27 27
2(s—b)=a—-b+c=K(sina—sinf3 +siny) =

a By

= 4K sin — cos = sin —

sin o cos 5 sin o,
2(s—c)=a+b—c=K(sina+sinf —siny) =

:4Ksin%sin—§cos%.

Dosazenim za K dostaneme Heronuv vzorec.

Kazdé ¢islo CPMF obsahovalo zadani tloh z matematiky, fy-
ziky a deskriptivni geometrie pro studenty a nasledné jejich reseni.
Mnohé z ¢lanku stredoskolskych profesori byly pravé uréeny pro
studujici mladez. Tak logicky doSlo v r. 1921 k oddéleni této casti
CPMF ve formé samostatného ¢asopisu Rozhledy matematicko fy-
zikdlni, Priloha k Casopisu pro péstovdni matematiky a fyziky pro
studugici kol stiednich, ktery JCMF vydava dodnes. Zde pak mi-
Zzeme najit opét navrat k Heronoveé vzorci.
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