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UŽITí MOCNINNÝCH FUNKCí

DAG HRUBÝ

Mocninné funkce představují v gymnaziální matematice stan
dardní učivo, které nepřináší žádné větší problémy a studenti je
celkem dobře zvládají. Cílem článku je ukázat, jak lze využít moc
ninných funkcí k rozšíření definice n-té odmocniny reálného čísla

pro případ, že n je liché číslo. Stále se můžeme setkat s názory,
že výrazy typu H, ij 32 na střední školu nepatří a zbytečně

komplikují výklad n-té odmocniny reálného čísla. Známým argu
mentem zastánců takového pojetí je následující rovnost převzatá

ze "žluté knížky" [1]:

-2 == H == (-8)k == (-8)~ == {I(-8)2 == ~ == 2.

Aby se autoři učebnic vyhnuli podobným potížím, definují n-tou
odmocninu pouze pro nezáporná čísla.

Definice:
Pro každé n E N je n-tá odmocnina z nezáporného čísla a takové
nezáporné číslo b, pro něž platí b" == a. Čislo b zapisujeme ve tvaru
b == yfa, číslo n se nazývá odmocnitel a číslo a základ odmocniny.

Autor tohoto článku s tímto přístupemnesouhlasí a pokládá jej
tak trochu za alibistický. I když plně respektuji zásadu, že učitel

nemůže prozradit studentům vše, co zná, musí jim něco zatajit,
domnívám se, že v tomto případě bychom tajnosti před studenty
mít neměli. Budiž ke cti autora učebnice [2], že si tento problém
uvědomil a příslušné rozšíření definice n-té odmocniny provedl.
Dříve, než přistoupíme k řešení výše uvedeného problému, uveďme
pro pobavení ještě jednu rovnost

-1 == i 2 == i . i == R .R == J(-1) . (-1) == Vi == 1.

Nyní si připomeňme základní vlastnosti mocninných funkcí.
V našem případě se budeme nejdříve zabývat pouze mocninnými
funkcemi s přirozeným exponentem, tj. funkcemi tvaru

f:y==xn,nEN.
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Definiční obor každé t akové funkce je množina IR, obor hodno
však závisí na čísle n . Je-li n liché, pak Hf == IR, funkce j lichá a
rostoucí v IR. Je-li n sudé, pak Hf == !Rci , funkce je sudá, rostoucí
v (O, +(0) a klesající v (-00,O). S využitím těchto poznatků se
nyní můžeme pustit do řešení rovnic typu

x" == a, n E N, a E IIt

Pro pořádek vyřešíme nejdříve rovnici x" == O. Snad je jasn " že
tato rovnice má pro každé n E N v množině IR právě jedno řešení

x == O. Dále budeme předpokládat , že v rovnici x n == a, n E N,
a E IR je a t= O. Při řešení přichází do úvahy celkem 4 případy.

1. n ie sudé, a > O :
Na obr. 1 vidíme graf funkce f: y == x 2 a graf funkce g: y
a, a > o. Z obrázku můžeme usuzovat, že naše rovnice má v IR

obr. 1

právě dvě řešení. Pro n == 2k, k E N v případě funkce f: y == x n

by byl postup obdobný. Pro sudé hodnoty n zřejmě platí: x" ==
a {::> Ixl == \.fa. Odtud pro x dostáváme: x == \.fa nebo x == - \.fa.

2. n ie liché, a > O:
Na obr. 2 jsou grafy funkcí f: y == x 3 a g: y == a,a > O.
Rovnice x 3 == a má v IR právě jedno řešení. To platí i pro hodnoty
n == 2k + 1, k E N v případě funkce f: y == x 2k+1

. Pro liché
hodnoty n zřejmě platí: x" == a {:} x == \.fa.
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obr. 2

3. n ie sudé, a < O:
Na obr. 3 jsou grafy funkcí f: y == x 2 a f: y == a, a < o. V tomto
případě nemá rovnice x 2 == a žádné řešení. Stejný závěr může

učinit i pro n == 2k, k E N v případě funkce f: y == x 2k
. Pro

sudá n zřejmě platí: \:Ix E ~ : x" > O.

r

obr. 3

4. n ie liché, a < O:
Tento případ je pro nás nejdůležitější. Na obr. 4 jsou grafy funkcí
f: y == x 3 a g: y == a, a < O. Rovnice x 3 == a má v ~ zřejmě právě

jedno řešení. To platí i pro n == 2k + 1, k E N v případě funkce
f: y == x 2 k+1 . Pro lichá n platí

a tedy rovnice x" == a znamená totéž jako (-x)n == -a, kde je
-a > O. Tato rovnice má ale podle případu 2) právě jedno řešení

-x == ye:a. Tedy x == - ye:a.
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obr. 4

Přehled všech řešení rovnice x n == a uvádí následující tabulka:

n a řešení

sudé a>O x == y'a, x == - y'a
liché a>O x == y'a
sudé a<O nemá řešení

liché a<O x == - yCa

Na základě předcházejících úvah můžeme vyslovit tuto definici.
Definice:
Pro každé n == 2k + 1, k E N je n-tá odmocnina ze zápo rného
čísla a takové záporné číslo b, pro které platí b" == a. Císlo b
zapisujeme ve tvaru b == y'a == - yCa.
Podle této definice můžeme psáti: ~ 27 == - V- (- 27) ==
-~ == -3 a podobně ~ 32 == -~ == -2.

Na celý výše uvedený problém se můžeme dívat také z jiného
pohledu. Zkoumejne nyní funkci I: y == x 3 . Zde je Di == IR,
Hi == IR, f je lichá a rostoucí v Oi. Je to tedy funkc e prostá
a proto k ní existuje funkce inverzní j -l: y == ..yx. Pro funkci
inverzní 1-1 k funkci I zřejmě platí: Ojl == Hi == JR a podobně

Hjl == Di == IJt Grafy obou funkcí jsou na obr. 5.

Je tedy zcela jasné, že výraz ..yx musí být definován vzhledem k de
finičnímu oboru také pro čísla záporná. Už jenom z tohoto důvodu

je nezbytné, aby studenti gymnázia byli seznámeni s pojmem n
té odmocniny záporného čísla n. Stejnou úvahu jako v případě

funkce I: y == ..yx lze samozřejmě provést pro funkci I: y == yIX,
kde n == 2k + 1, k E N.
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obr. 5
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* * *

IV. SEMINÁR Z HISTORIE MATEMATIKY

Jevíčko, 23. 8. - 26. 8. 1999

Tradiční seminář z historie matematiky pro vyučující na střed

ních školách se koná na Gymnáziu v .Jevíčku ve výše uvedeném
termínu.

Program semináře bude letos zaměřen na matematiku ve
středověku. Účastníkům minulých seminářů, kteří jsou v databázi
semináře, bude přihláška zaslána. Ostatní zájemci si mohou
o přihlášku napsat na adresu: RNDr. Dag Hrubý

Gymnázium
A. K. Vitáka 452
569 43 .Jevíčko

e-mail: hruby@gymjev.cz

Uzávěrka přihlášek je 31. května 1999.


