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KOMBINACE
NEJEN S NESOUSEDNIMI CLENY

EMIL CALDA

V &lanku [1] byl uréen pocet zpiisob, jimiz lze z &isel 1,2, ...,n
vybrat k-¢lennou skupinu tak, aby kazda dvé &isla v ni obsaZena
se liSila aspon o dvé a nezdleZelo pritom na jejim usporadéni.
Slo o tzv. kombinace s nesousednimi ¢leny, co? jsou k-Elenné

kombinace z ¢isel 1, 2, ..., n utvorené tak, Ze neobsahuji Zddna dvé
Cisla sousedni, tj. Zddnou dvojici éisel 7,7+1,kdei = 1,2,...,n—1.
Pro tyto kombinace byla dokdzana véta.:

Pocet k-élennych kombinaci sestavenych z ¢isel 1,2,...,n tak,

Ze Zadnd z nich neobsahuje dvé Cisla sousedni, je

n—k+1
(")

V uvedeném c¢lanku byla véta dokdzana na zakladé autorova
tvrzeni, Ze polet k-Clennych kombinaci z éisel 1,2,...,n, v nichz
nejsou zadna dvé Cisla sousedni, je stejny jako pocet k-Elennych
kombinaci z &isel 1,2,...,n — k + 1. Tento postup je po matema-
tické strance sice v poradku, ale studenti (a nejen oni) se asto
ptaji, jak jsme pfisli na to, Zze poéty téchto kombinaci se rovnaji.
Neumime-li na tuto otdzku uspokojivé odpovédét, mize v nich
vzniknout dojem, Ze matematické véty — nepadaji-li pfimo z nebe
— vznikaji tak, Ze matematik je osvicen ndhlym vnuknutim. Po-
kusime se proto ukazat, jak je mozno k uvedené vété dospét, aniz
bychom ¢éekali, az nas napadne. Pouzijeme k tomu zndmého vy-
sledku:

Pocet rozmisténi k identickych predmétu do n prihradek je
roven poctu P'(k,n — 1) permutaci ze dvou prvki, z nichZ jeden
se opakuje k-krdt a druhy (n — 1)-krdt.

Zatneme konkrétni ukdzkou a vypiSeme si vSechny k-Clenné
kombinace z éisel 1,2,...,n s nesousednimi ¢leny pro n = 7,
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k = 3. Kazdou tuto troj¢lennou kombinaci zakdédujeme pomoci
usporddané sedmice sestavené ze tfl jednicek a Ctyr nul, jejimz
i-tym C¢lenem je jednicka pravé tehdy, kdyz ¢islo ¢ je ¢lenem této
kombinace:

1 3 5 1 01 0100
1 3 6 1 01 00 1O0
1 3 7 1 01 00 01
1 4 6 1 00 1 0 1O0
1 4 7 1 00 10 01
1 5 7 1 00 01 01
2 4 6 0101010
2 4 7 01 01001
2 5 7 01 00101
3 5 7 0 01 0101

Vzhledem k tomu, Ze toto pfifazeni trojélennych kombinaci
s nesousednimi ¢leny a uspofddanych sedmic ze t¥i jednicek a étyt
nul je vzajemné jednoznacné, je hledany pocet téchto kombinaci
roven poc¢tu téchto usporddanych sedmic. V obecném pripadé
k-Clennych kombinaci s nesousednimi ¢leny z ¢isel 1,2,...,n jde
tedy o pocet usporadanych n-tic sestavenych z k jednicek azn—k
nul tak, ze mezi kazdymi dvéma sousednimi jednickami je aspon
jedna nula. '

Predstavme si nyni kazdou tuto usporddanou n-tici jako roz-
misténi n — k nul do k + 1 prihradek uréenych & jedni¢kami; napf.
usporadand sedmice 0 1 0 0 1 0 1 predstavuje rozmisténi Ctyr
nul do ¢tyf prihradek, ve kterém je v prvni prihrddce (vlevo od
prvni jednicky) jedna nula, ve druhé (mezi prvni a druhou jednic-
kou) dvé nuly, ve tfeti pfihrddce (mezi druhou a tfeti jednickou)
jedna nula a ve ¢tvrté prihrddce (vpravo od posledni jednicky)
zaddna nula. Chceme urcit pocet v8ech moznych rozmisténi n — k
nul do k + 1 prihrddek, pricemz v kazdé prihraddce vyjma obou
krajnich (!) je asponi jedna nula. Stadi si nyni uvédomit, ze kazdé
takovéto rozmisténi dostaneme tak, ze do kazdé prihradky vyjma
obou krajnich (téchto prihradek je (k+1) —2 = k—1) dame pravé
jednu nulu a zbyvajicich (n — k) — (k—1) = n —2k+ 1 nul rozmis-
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time zcela libovolné do danych k + 1 prihradek. Za predpokladu,
ze pocet nul, které ndm zbudou po rozmisténi jedné nuly do kazdé
z k — 1 vnitinich prihradek je nezaporny, tj. pokud n —2k+1 > 0,
miZeme toto rozmisténi provést P'(n — 2k + 1, k) zptisoby. Mame
tak vysledek:

Pocet usporadanych n-tic sestavenych z k jednicek a n — k nul
tak, Ze mezi kaZdymi dvéma sousednimi jednickam:i je aspon jedna
nula, je P'(n — 2k + 1,k).

Vzhledem k tomu, Ze

_ ! _
Pl(n — 2%k + 1,k) = (n—k+1)! (n k+1),

Kl(n—2k+1) k

je tim véta o poctu k-Clennych kombinaci s nesousednimi ¢leny
z Cisel 1,2,...,n odvozena. Pro srovnani s nasledujicim budeme
ji v8ak radéji formulovat takto:

Pocet k-¢lenngch kombinaci sestavenych z c¢isel 1,2,...,n tak,
Ze v kazZdé se kaZda dvé cisla lisi asponi o dvé, je
k

Pl(n—2k+1,k) = (”“k“) .

Zajimejme se nyni o to, jaky je pocet k-Clennych kombinaci
sestavenych z Cisel 1,2,...,n tak, ze v kazdé se kazda dvé cisla
lisi aspon o tfi. Pro ilustraci vypi§me opét vSechny tyto kombinace
pro n = 8, k = 3 spolu s prifazenymi usporddanymi osmicemi ze
tri jednic¢ek a péti nul:

1 4 7 1 001 0O0T1FO0
1 4 8 1001 0001
1 5 8 1 00 01001
2 5 8 01001001

Zase je vidét, ze pocet téchto k-Clennych kombinaci sestavenych
z Cisel 1,2,...,n tak, ze v kazdé se kazda dvé Cisla lisi aspon o tfi,
je roven poctu rozmisténi n — k nul do k£ + 1 prihradek, pricemz
v kazdé prihradce vyjma obou krajnich jsou aspon dvé nuly. Kazdé
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toto rozmisténi dostaneme, kdyz do kazdé prihradky az na obé
krajni dame pravé dvé nuly a zbyvajicich

(n—k)—2(k—1)=n—3k+2

nul rozmistime do vSech k + 1 prihraddek libovolnym zptsobem.
(Snadno zjistime, Ze to lze provést jen pro mn — 3k + 2 > 0).
Dostaneme tak:

Pocet k-clennych kombinaci sestavenych z cisel 1,2,...,n tak,
Ze v kazZdé se kaZda dvé cisla lisi asponi o tri, je

; n — 2k + 2)!
P(n_3k+2’k):k§(n—3k+)2)! :<

n—2k+2
)

Na z4vér se ptejme obecng, jaky je polet k-&lennych kombinaci
sestavenych z Cisel 1,2,...,n tak, ze v kazdé se kazda dvé cisla
lisi asponn o m, kde m je prirozené. Stejné jako v predchozich
pripadech ddme do kazdé vnitrni prihradky, kterych je k—1, praveé
m — 1 nul a nuly, které ztstanou (je jich (n — k) — (m — 1)(k —
— 1)), rozmistime libovolnym zptisobem do k + 1 pfihradek. Za
predpokladu

(n—k)—(m-1)(k-1) >0

to lze provést
Pn—k—-(m-1)(k-1),k)=Pn—km+m-—1)

zpusoby. Mame tak vysledek:

Pocet k-clennych kombinaci sestavenych z cisel 1,2,...,n tak,
Ze v kaZdé se kazZda dvé cisla list asponi o m, je
(n—km—-1)+m-1)!

K'(n—km+m-1)

_ (n—k(m—k1)+m—1) |

P'(n—km+m—1,k) =
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PovSimnéme si jeSté, Ze tento vzorec plati i pro k-¢lenné kombi-

nace z Cisel 1,2, ...,n bez opakovani i s opakovanim. U kombinaci

bez opakovani jsou totiz kazda dvé ¢isla riizna, takze se lisi aspon

o jednu, coz v symbolice nami pouzivané znamena m = 1. Dosa-
zenim do odvozeného vzorce dostaneme vskutku:

|
Pln—k-1+1-1,0) = Pl(n~kk) = e = (:)

V pripadé kombinaci s opakovanim se mohou nékterd cisla
navzdjem rovnat. To vSak znamend, Zze v téchto k-¢lennych
kombinacich se kazda dvé ¢isla 1isi aspon o m = 0. Dosazeni
do vzorce tuto ponékud prekvapivou domnénku potvrdi:

P'(n—k-0+0-1,k) = P'(n—1,k) = (

:!-é—nk_—I;?! _ (n + k — 1) .

k

Zpusob, kterym byly vySe uvedené vzorce odvozeny, ukazuje, ze
predstava rozmistovani identickych predmétt do prihradek je pro
reSeni kombinatorickych tloh velmi uzite¢na. Nékdy si myslim, ze
by se o ni méli néco dovédét i nasi studenti.
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