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Rozsiteni derivace pomoci teorie stability

Vojtech Kloud

Abstrakt. V ¢lanku predstavujeme novy zpusob zavedeni derivaci necelociselnych radu zalo-
zeny na pouziti Cauchyova vzorce. Teorie je ilustrovdna na konkrétnich prikladech vcetné
modelu tlumeného oscilatoru.

Uvod

Zlomkové derivace spadaji do odvétvi zlomkového kalkulu, ktery se zabyva rozsito-
vanim standardnich operatoru do jinych nez celociselnych rada. Napriklad Cauchyuv
vzorec pro opakovanou integraci

@) = oty [ -9 ds

(n—

kde I7 f(x) = [T [7* ... [7"7" f(on) doy, ... dog doy znadi opakovanou integraci
funkce f, lze prirozené rozsirit do realnych rada pouzitim funkce gama:

19 () = ﬁ / C@ - (e) de

K odpovidajici zlomkové derivaci se dostaneme uzitim predpokladu, ze derivace je
inverzni operaci k integraci: D% = [~“. Operator D zapiSeme ve tvaru D% =

= DD~ = %I I=a Dostdvame tak Riemannovo-Liouvilleovo rozsifeni derivace
protad 0 < a < 1:

1 d

Dy f(z) = T(i—a)de /:(x = &) f(§) d¢.

Se standardnim zlomkovym kalkulem se mtize ¢tenaf sezndmit v [6], [8] nebo [2].
Predchozi avahy ukazuji, jak je mozné definovat zlomkovou derivaci. V prvnim
kroku najdeme jistou vlastnost derivace celo¢iselného fadu (Cauchytv vzorec pro opa-
kovanou integraci), kterou lze relativné jednoduse zobecnit pro neceloéiselny pripad
(nahrazeni faktoridlu funkci gama). Poté fekneme, Ze chceme mit zachovany uréité
klicové vlastnosti (D* = I~%), které poslouzi k samotné definici zlomkové derivace.
V tomto ¢lanku zvolime podobny postup. Pouze oc¢ekavana vlastnost nasi zlomkové

vvvvv

tiky, kterou probereme v nésledujicich odstavcich.
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1. Rekurentni posloupnosti

V celém ¢ldnku pracujeme s mnozinou N = {0, 1, 2, ...}, tj. nulu povazujeme za
prirozené ¢islo. Necht f: I — I je redlnd funkce na intervalu I. Méjme posloupnost
{a,}22, zadanou pocétecnim ¢lenem ag a rekurentnim vztahem a,1 = f(an) € T
pro vsechna n € N. Této posloupnosti rikame prostd iterace funkce f s pocdtecni
podminkou ag.

Pevng bod funkce f je bod « spliujici o = f(«).

Definice 1.1. Necht {a,}52, je prostd iterace funkce f s poéateéni podminkou ay.
Pevny bod « funkce f je stabilni, pokud pro dané ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze
je-li lag — a| < 4, pak |a, — a| < € pro vSechna n € N. Neni-li pevny bod « stabilni,
oznac¢ime ho za nestabilni.

Pevny bod « je asymptoticky stabilni, existuje-li p > 0 takové, ze pro vsechna ag
spliujici |ag — af < p plati lim a, = a.

n—oo
Jednoduchy test pro stabilitu pevného bodu poskytuje nésledujici véta [3].

Véta 1.2. Necht « je pevnym bodem funkce spojité diferencovatelné funkce f. Pokud
|f'(a)] <1, bod & je asymptoticky stabilni. Je-1i |f'(«)| > 1, pak « je nestabilni.

Nyni rozebereme dva zajimavé konkrétni priklady.

1.1. Logisticka rovnice

V ¢lanku [4] je rozebréano modelovani rustu populaci pomoci logistické diferen¢ni rov-
nice, kterd ma tvar

P
Pi1 = (2 - ?t) P, (1.1)

s pocatecni podminkou Py. Zde K je nosna kapacita daného prostredi a P; je populace
spolecenstva v roce t. (Casovy interval nemusi byt rocni, zalezi na rychlosti mnozen{
jedinci v populaci.)

P

K A4-------------- ¢ -9 --0--0--0--0--9

Py

t

Obr. 1. Resenf logistické rovnice pro Py = 100 a K = 500

Pevné body funkce f(x) = (2 - i) x jsou ddny FeSenim rovnice o = (2 - %) a,
odkud dostévame o = K a o = 0. Protoze f/(K) = 0, bod @ = K je stabilnim pevnym

bodem podle véty 1.2. Je zjevné, ze pokud Py = 0, pak P, = 0 pro vsechna ¢. Protoze
f/(0) = 2, bod @ = 0 je nestabilnim pevnym bodem podle véty 1.2. Pfi libovolné
malém Py > 0 jiz P, konverguje k hodnoté K.
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1.2. Newtonova metoda tecen

Tato metoda slouzi k nalezeni kofentd rovnice f(z) = 0. Jednd se o specidlni piipad
prosté iterace.

Zakladni myslenka, kterda je popsdna v ucebnicich numerickych metod, spociva
v tom, ze aproximujeme graf funkce f jeho tecnou.

Véta 1.3 (Newtonova metoda). Necht jsou funkce f, f', f" spojité a « je korenem f

takovym, ze f'(a)) # 0. Pak « je stabilni pevny bod funkce g(z) = x — ff/((;v)) . K tomuto
x
bodu konverguje kazda posloupnost spliujici
n — Ln — = n 1.2
Ipt1 =17 () g(fE ) ( )
s pocatecni podminkou xy v dostatecné blizkosti c.
Protoze f(a) = 0, mame g(a) = o — f/(a) = «, tedy « je pevny bod funkce g.
@

J(@) f(e) = f(e) " ()
(f"(a))?
bodem funkce g podle véty 1.2. Posloupnost (1.2) s pocateéni podminkou dostateéné
blizko o konverguje k tomuto pevnému bodu.
Newtonova metoda teCen je uzitecna primarné v tom, ze obvykle konverguje rych-
leji, nez prosta iterace.

Navic ¢'(a) = 1 — = 0 a tedy « je asymptoticky stabilnim

2. Prepis rekurentnich posloupnosti na ODR

Nasim cilem je aproximovat ¢leny rekurentné zadané posloupnosti {a,}52, spojitou
funkei. Asi nejintuitivnéjsi pristup je nahradit diskrétni n € N spojitou veli¢inou
t € Ry a ¢leny a,, spojitou funkei g takovou, Ze pro kazdé t € N plati a; = g(¢).
Z prosté iterace funkce f bychom tak dostali funkciondini rovnici ve tvaru g(t + 1) =
= f(g(t)) s pocateéni podminkou ¢g(0) = ag. Neexistuje ovSem obecny postup, jak
najit feseni takové funkcionalni rovnice, coz je pro nas nevyhodné. My hleddme obec-
néji uplatnitelnou metodu. Zvazme nasledujici postup.

Nejprve nahradime diskrétn{ veli¢inu n spojitou veli¢inou ¢ a posloupnost {a;}$2,
funkei g. Nyni aproximujeme derivaci funkce g vztahem ¢'(t) ~ g(t + 1) — g(t) =

= a1 — a¢. Tato aproximace vychdzi z definice derivace ¢'(t) = }lbirno M, kde
—

volime h = 1. Z prosté iterace funkce f, kterd je ddna vztahem a;y1 = f(a¢) neboli
arr1 — ar = f(ar) — at, dostévame diferencidlni rovnici ve tvaru ¢'(t) = f(g(t)) — g(t)
s pocatecni podminkou g(0) = ag. Tento postup budeme znacit symbolem ~:

nt1 = an = f(an) —an ~> g'(t) = f(g(1)) — 9(1). (2.1)

Vsimnéme si, ze pri nasem prepisu v podstaté aplikujeme metodu konec¢nych dife-
renci opaénym smérem. P¥i standardni metodé konec¢nych diferenci (nékdy také Eu-
lerové metodé) prevadime ODR na rekurentni rovnici. Poté numericky pocitdame jeji
¢leny, abychom dostali aproximaci feseni dané ODR. Aby tato aproximace byla co
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nejblize skute¢nému feseni dané ODR, volime co nejmensi diferenci. V nasem pfepisu
se ovsem dostavame z rekurentni posloupnosti na ODR, pomoci diference h = 1.

I s takto ,velkou® diferenci si ovSem rekurentni posloupnosti a jejich odpovida-

jici ODR, respektive jejich feseni, zachovavaji jednu klicovou podobnost. Za jistych
okolnosti je jejich limita v nekonecnu stejna. Toto tvrzeni formulujeme v nésledujici
veéte.
Véta 2.1 (Pfepis prosté iterace). Necht « je pevnym bodem funkce [ a plati
|f'(a)] < 1. Pak funkce g(t) = « je konstantnim staciondrnim reSenim diferen-
cidlni rovnice ¢'(t) = f(g(t)) — g(t). Toto feseni je asymptoticky stabilni, tedy pro
vSechny poddtecni podminky ¢(0) dostatecné blizko « plati pro odpovidajici reseni
vztah tlggo g(t) = a.

Predpoklady na funkci f jsou zde stejné jako ve vété 1.2 a odpovidajici ODR jsme
dostali z prosté iterace pravé prepisem (2.1). Dikaz véty 2.1 se standardné provadi
linearizaci dané ODR [9]. Alternativn{ dikaz je pfipadné k nalezen{ v autorové praci [7].
Platnost této véty ilustrujeme na prepisu dvou jiz uvedenych posloupnosti.

2.1. Z logistické rovnice na logistickou kfrivku

Uvedenym postupem piepisme logistickou rovnici z (1.1):

Pip1 — P = (2—%) P, — P~ g'(t) = (2—%) g(t) — g(t).

Resenfm této rovnice s po¢ateéni podminkou P(0) = P, je funkce

K

g(t)

T 1-(1—-K/Py)et’

t

Obr. 2. Diskrétni posloupnost P; (1.1) a spojitd funkce g(t) (2.2) pro Po = 100 a K = 500

Grafu funkee (2.2) fikdme logistickd krivka [9]. T kdyZ nutné neprochdzi ¢leny po-
sloupnosti P, jejich limity v nekonec¢nu jsou stejné, coz je pro nas hlavni:

tli>rgo P = tlggo 9(t) = K.
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2.2. Prepis Newtonovy metody

Je zajimavé, ze pii prepisu Newtonovy metody jsme vzdy schopni vyjadrit feSeni
dané ODR. Méjme funkci f splnujici predpoklady véty 1.3. Nejprve aplikujeme nami
uvedeny postup prepisu

o :7]0(51771) () = JI))
T =i ==y 0= T Ew)

(2.3)

Vyraz upravme a integrujme podle t:

/ 7{:((5((;))) g'(t) dt = / —1dt=—t+ec

Zavedeme-li substituci f(g(t)) = u, pak f/(g(¢))g’(t) dt = du a dostédvame
du

u
u= f(g(t)) = £coe " = cre "

=Injul=—t+c,

Predpoklddejme ze f'(«) # 0, tedy kolem « je f monoténni. Existuje tak zde inverzni
funkce f~1, pro kterou plati f~1(0) = a. Mlizeme poté vyjadrit

g(t) = 71 (f(wo)e™).

Tato funkce je feSenim (2.3), spliiuje ¢g(0) = z¢ a plati pro ni tlim g(t) = f710) = «a,
— 00

coz souhlasi s vétou 2.1.
3. Podminka pro rozsireni derivace

Nadale budeme chtit, aby si i jinak zadané rekurentni posloupnosti pti obdobném
prepisu zachovaly vlastnost, ze

lim a, = lim g(¢). (3.1)

n—00 t—o00

Ta nas pri dobre zvolené posloupnosti dostane k nasi podmince rozsireni. Tato po-
sloupnost bude vychazet z Taylorova rozvoje funkce.

Véta 3.1 (Taylorav rozvoj [5]). Je-li funkce f analyticka pro |z — z9| < p, pak pro
vsechna takova z plati

F2) =Y en(z = 20)",
n=0
f(")(zo)

kde ¢, = — Tato rada navic konverguje absolutné.
n!

Méjme funkei f analytickou pro |z — zo| < p. Definujeme-li posloupnost {a,}5%
s pocatecni podminkou ag = 0 a dalsimi ¢leny

k)
an =3 T gy

k=0
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pak podle Taylorovy véty plati lim a, = f(z). Necht n = t. Aplikovdnim uvedeného
n—oo
prepisu na tuto posloupnost dostavame ODR v nestandardnim tvaru

S (20) J 9 (20)
t! t!

at41 — ap = (z—20)t ~ g'(t) = (z — 20)" (3.2)
s pocéateéni podminkou g(0) = ag = 0. Zde nahradime funkei faktoridl funkci gama,
pro niz plati t! = (¢t + 1). Predpoklddejme, ze vyraz f*)(z9) mé smysl pro viechna
t = 0 a pravd strana rovnice je integrovatelnd. Integrujme obé strany (3.2) od 0 do 7:

T f(t)(ZQ)

L Tat D) (z — 2)" dt. (3.3)

g9(1) =
Rozsiteni derivace nadale bude moct zaviset na volbé z a budeme tedy oznacovat
f®(20) = D! f(20). Checeme mit zachovanou vlastnost (3.1). Provedeme-li limitn{ pie-
chod 7 — oo, pak kyZenad podminka, kterou nase zlomkova derivace DI f(z¢) musi
spliovat, je ve tvaru
> DL f(20)

L TG+ (z — 20)" dt. (3.4)

f(z) =
4. Navrh rozsireni derivace

Pro névrh derivace spliiujici podminku (3.4) vyuzijeme nésledujici vétu.

Véta 4.1 (Cauchyuv vzorec [5]). Necht funkce f je analytickd pro |z — zo| < p a C je
kruznice se stredem v zp a polomérem r < p. Pak v bodé zy existuji derivace funkce f

vsech radu a plati
|
(n) " L d 4.1
J70) = o 7{0 (z =z 1 )

Zacnéme s Cauchyovym vzorcem (4.1). V ném nahradme n =t a t! = T'(¢t + 1),
¢imz formdlné dostaneme

f(t)(ZO) _ F(t‘f'.l) fg ( f(z) ds.

27i z— zg)tt!

Parametrizujme kruznici |z — zp| = r pomoci vztahu z = 7!’ + 2z pro 0 < 6 < 27.
Pak dz = ire'? d6, ¢imz dostavame

It+1) f(re‘e + zo) o 49 — It+1) I f(rel? + )

- de.
o 0 Tt+1el(t+1)0 o 0 rteitd

FO(z0) =

Protoze f je pro |z — zo| < p analytickd a r < p, muzeme v Citateli integrandu zapsat

(n)
funkei f jako Y07 ) (2 — 20)", kde ¢, = fi('zo):
n!
2m g 1n9 2m 00
FO(z0) = L(t+1) > meo CnT a9 L(t+1) / enrel D0 4o,
27T7't 0 elte 27T7't
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Zaménme poradi sumy a integralu:

T(t+1) & 27 gi(n—t)0
(t) -\ n 4
f(z0) = ;O Car /0 S do. (4.2)
Samotny integral je roven
el(n—1)0 f=2m - e2mi(n—t) 1 B e—2mit _ |
2mi(n —t) |p—y  2mi(n—t) 2mi(n—t) 2mi(n—t)

Klicova vlastnost této funkce je ta, ze jeji limita prot — n je 1. Toto lze ovérit naptiklad
vyuzitim I’'Hospitalova pravidla. Jedna se tedy o bod odstranitelné nespojitosti. Pro

vSechna ostatni prirozend ¢isla je funkce nulova.
e—27rit _

Oznacme A\, (t) = ———

n(t) 27i(n — t)

An(n) = 1. Zéaroven plati A\, (k) = 0 pro vSechna k € N\ {n}.

Ve (4.2) znaci r polomér integrace, na kterém celodiselné derivace funkce nejsou
zavislé. Muzeme ho tedy nahradit libovolnym nenulovym ¢islem a rovnost pro vsechna
t € N bude zachovana. Naptiklad ho nahradime ¢islem z — 2o # 0. Zde se necelociselna
derivace stavd zdvislou na parametru z a budeme ji tedy znacit D¢ f(zg). Konecné tak
dostavame mozné rozsireni derivace

. Funkci \,, dodefinujeme v bodé ¢t = n, kde polozime

0 4(n)(,
DLfeo) = Lot > Lol i,

o ZO) n=0

5. Rozsireni derivace

Konstrukci funkci A, z predchozi kapitoly zobecnime a budeme uvazovat libovolnou
posloupnost funkei A, splitujici A, (n) = 1 pro vSechna n € N a zéroven A\, (k) = 0 pro
vSechna k € N\ {n}. Ze vsech takovych posloupnosti funkeci vybereme ty, které zajist{
platnost vsech pozadovanych nélezitosti. Uvedme je v nédsledujici klicové vété. Symbol
D! f(z0) znadi derivaci funkce f fadu t v bodé zo s parametrem 2. Roli parametru z
ukazeme v nadchéazejicich kapitolach.

Véta 5.1 (Rozsifeni derivace). Necht funkce f je analytickd pro |z — zo| < p. Pro
vSechna t 2 0 a z # zy oznacme

oo

() (
DLfeo) = 200 S0 EE B G oo, 6.1

— Zo)t s

kde \,, spliuje néasledujici podminky:
1. A\p(n) =1 pro vSechna n € N a zdroveri A\, (k) = 0 pro vSechna k € N\ {n}.

2. Pro vsechna n € N jsou funkce A, spojité a plati |, (t)] < M a [~ [\ (t)]dt < C,
kde M, C' nezaviseji na n.

3. Pro vSechnan € N plati [;° Ay (t) dt = 1.
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Pak D! f(z0) je rozsiteni derivace funkce f v bodé zy v tom smyslu, Ze pro vSechna
m € N plati D7 f(z0) = f(™) (o). Déle plati

>~ D,tzf(zo)

L TG+ (z — 2)" dt. (5.2)

f(z) =

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze se jedna o rozsiteni derivace. Méjme m € N. Dosazenim
t =m do (5.1) dostdvame

m! i (M) (4
D7 f(z0) = = z'o)m Z ! n(' 0) (z = 20)" An(m).
n=0

Podle prvni podminky na A, se vSechny ¢leny fady s n # m vynuluji a zbude pouze
¢len s n = m, pro ktery plati A,,,(m) = 1. Z fady tedy zbude pouze

m! f(m)(zo)

(z—2z0)™ m!

D7 f(20) = (2 — 20)™ = f™(20),

coz dokazuje, ze uvedeny vzorec je vskutku rozsitenim derivace. Dale dokazeme, ze
spliiuje podminku (5.2). Dosazenim (5.1) do (5.2) dostavame

oo

X TEt+1) (2—2)" e e P
/0 Lt +1) (2 — 20)" nz:;)c"(z 0)"An(t) dt_/o r;) n(2 = 20)" An(t) dt,

. Nyni chceme zaménit poradi sumy a integralu. Uvédomme si, ze

1;)/0 len (2 — 20)" An ()| dt

konverguje diky druhé podmince na \,, a tomu, ze Taylorova fada funkce f konverguje
absolutné. Jsou tedy splnény predpoklady Lebesgueovy véty a zdménou poradi sumy

a integralu dostavame
o0 oo

> enlz—20)" / An(t) dt.

n=0 0

Diky tieti podmince na A, a Taylorové vété je tento vyraz roven f(z), coz jsme chtéli
dokazat. O

~ ,

5.1. Vlastnosti rozsireni

Kromé klicové podminky (5.2), kterd sama o sobé muze byt povazovéna za vlastnost,
ma nami uvedené rozsireni dalsi vliastnosti.

Véta 5.2 (Linearita rozsifen{). Operdtor rozsiteni derivace f + D' f(zo) je linedrnim
operatorem. Tedy pro vsechna «, 8 € C plati

Di(af(z0) + By(20)) = aD; f(20) + BDg(=0)-
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Dtikaz tohoto tvrzeni je piimym dusledkem definice (5.1) a linearity standardni
celoc¢iselné derivace.
Véta 5.3 (Spojitost rozsiteni). Pro funkci f analytickou pro |z — z9| < p je pro
pevné dané z # zy z této oblasti funkce D! f(zo) spojitd v proménné t pro vsSechna
t=0.

Uvedme jesté, ze funkce g, kterd méla spojité aproximovat ptuvodni posloupnost
(viz kapitolu 3), je vskutku spojita.
Véta 5.4 (Spojitost funkce g). Pro pevné danou funkci f a body z, zo je funkce

" DL f(20)

g(1) = | m(z —2)t dt

spojitd funkce proménné T pro vsechna T = 0.

Platnost téchto tvrzeni o spojitosti vyplyva z druhé podminky na A, ve vété 5.1.
Pri diikazu také vyuzivame vlastnosti stejnomérné konvergence a Weierstrassovo kri-
térium. Dukazy téchto tvrzeni jsou v plném znéni k nalezeni v autorové préci [7].

5.2. Priklady funkci )\,

Konkrétni posloupnosti funkci A,, splinujici dané podminky, neni nijak zvlast slozité
najit. Spokojime-li se s tim, ze dana funkce je zadana po c¢astech, pak jednou takovou
posloupnosti muze byt napriklad

Xo(t) = {COSQ (5t) +sin’(xt), teo.1)

0 t e (1, 00),
2 (2 (5.3)
R s
0 [0,n—1]U[n+1, c0),

)\7l(t)

n—1 n n+1 t

Obr. 3. Funkce A, z (5.3)

Fakt, ze funkce (5.3) spliiuji vSechny podminky véty 5.1, je snadno ovéritelny.
K dalsimu prikladu posloupnosti funkci, které maji uvedené vlastnosti, se muzeme
dostat pres jejich primitivni funkce. Zvazme funkci

sin(27t)(1 — cos(2nmt))  cos(2wt) — 1
473 (t — n)? 2722 7

fult) = (5-4)
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kterou dodefinujeme bodech ¢t = 0 a t = n odpovidajicimi limitami. Tvrdime, ze
posloupnost funkei A, (¢) = (f,.(¢))" ma vsechny nalezité vlastnosti.

Plati }%(fn(t))’ =0a tlgrrll(fn(t))’ = 1. To lze ukazat napiiklad Taylorovym
rozvojem funkee kolem téchto bodi. Pro vSechna k € N\ {n} plati (f.(t)) = \.(k) =
=0, coz je prvni podminka pro \,.

Druhou podminku lze ovérit derivovanim f,,. Platnost prvnich dvou podminek je
podrobnéji rozebrana v autorové préci [7].

Nejprimocarejsi je v tomto pripadé ovéreni treti podminky. Zde mame totiz rov-
nou fooo An(t) dt = fooo(fn(t))’ dt = lim f,(t) — lim f,(t) = 1. Derivovanim (5.4)

t—ro0 t—0

dostéavame

cos(27t) sin(27t) cos(4nt)
212(t —n)?  2m3(t—n)®  2m2(t —n)2

sin(4mt) sin(2wt)  cos(27wt) — 1
Amd(t—n)3 w2 w2t3 '

An (t) -

(5.5)

V krajnich bodech ¢ = 0 a t = n pak funkci dodefinujeme odpovidajicimi limitami,
které maji hodnoty 0 a 1.

Obr. 4. Funkce A\, z (5.5)

Takto zadand funkce sice ma komplikovany predpis, jeji vyhodou je vSak to, zZe
neni zadand po ¢astech (kromé dodefinovani v bodech 0 a n).

6. Priklady rozsireni
Prozkoumejme napiiklad zlomkové derivace funkce sinus v bodé x = 0. V tomto bodé
maji derivace celo¢iselnych fada hodnoty 0, 1, 0, —1, 0, ... Vsimnéme si, ze ndmi

definovanou zlomkovou derivaci (5.1) 1ze jednoduse vyjadiit, zndme-1i Taylortuv rozvoj
dané funkce v pozadovaném bodé:

. _ - (_1)71 2n+1
S r = Z m(E .
n=0

Podle (5.1) ma pro x = 0 zlomkova derivace funkce sinus s parametrem z tvar

D! sin(x)|,—0 = F(t; D Z (2(ni)z)!z2"“x2n+l(t). (6.1)

n=0
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Vyuzijme nejprve funkce )\, definované v (5.3), pricemz funkci Ao nebudeme potiebo-
vat:

() = {COS2 (E(t—n)) , te(n—1,n+1), (6.2)

0, te0,n—11U[n+1, c0).

Zvolme ¢tyti rizné hodnoty parametru: z = 1, 2, w, 27. Na obrazku 5 je graf funkce
(6.1) s parametrem z = 1 nejsvétlejsi a s rostoucim parametrem kiivka tmavne.

Obr. 5. Graf funkce (6.1) s parametry z = 1, 2, 7, 27 pro ¢t € [0, 10] a A\, z (6.2)

Zvolme jesté trigonometrickou verzi A, definovanou v (5.5) a méjme dva parametry
z =, 2m. V grafu na obrazku 6 je funkce (6.1) s parametrem z = 7 svétlejsi.

Obr. 6. Graf funkce (6.1) s parametry z = 7, 27 pro ¢ € [0, 10] a An z (5.5)

Jako druhy piiklad vezméme funkei f(x) = ze® a pocitejme derivaci v bodé z = 0.
V tomto bodé mé funkce Taylortiv rozvoj

k+1

o0 k oo o0
xex:xz%zzzk! Z%x”

k=0 =0 n=0

Odsud je zjevné, ze £ (0) = n, tedy derivace roste s jejim fadem linearné. Zlomkova
derivace této funkce s parametrem z ma podle (5.1) tvar

. Lt+1) o~ n ,
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t
Obr. 7. Graf funkce (6.3) s parametry z =1, 2,3 pro t € [0, 10] a A, z (5.3)

Vyuzijme funkei A, z (5.3) pro hodnoty parametru z = 1, 2, 3, viz obrdzek 7. Znovu
zde s rostoucim parametrem kiivka tmavne.
Pro trigonometrickou verzi A, z (5.5) zvolme jeden parametr z = %, viz obrazek 8.

Obr. 8. Graf funkce (6.3) s parametrem z = 2 pro ¢ € [0, 5] a An z (5.5)

Rozebereme jesté rozsiteni derivace funkce na celych intervalech. Méjme funkci
f(x) = 322, jejfz derivace celo¢fselnych ¥adi jsou fO(z) = a2, fM(2) = z,
f@(x) =1, f®(z) = 0 pro viechna z. Zajimaji nas nyni derivace necelo¢iselnych
fadu, feknéme na intervalu [—1, 1]. Podle (5.1) je rozsifeni derivace v bodé x s para-
metrem z ve tvaru

DLfe) = 2 Y el =000
n=0

(n)
Kde ¢, = 4 fx)

n!
tak, aby z > x. Vyberme naptiklad z = 2. Protoze vsechny celoc¢iselné derivace funkce
pro n = 3 jsou nulové, staci vzit pouze prvni t¥i ¢leny fady. Rozsifeni mé tedy tvar

. Aby tato rozsiteni byla redlna na zvoleném intervalu, stac¢i vybrat z

L (1, T+1) (1 (2 — )2
D <§:172> R (5172)\0(15) +a(2—2)A\ () + T)\g(t)) , (6.4)

kde funkce A, jsou dany vztahem (5.3).
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Ve ttech grafech na obrézku 9 je vzdy zobrazena hodnota derivace D} (%x2) prot
z intervalu [0, 1], [1, 2] a [2, 3]. S rostoucim ¢ kiivka tmavne. Poznamenejme, Ze osy
grafi nejsou v pomeéru 1: 1.

y=1 y=1

— ——————

—— =———— ——
o

y==z

Obr. 9. Zlomkové derivace funkce 3> podle (6.4) pro z € [—1, 1] a t v intervalech [0, 1],
[1, 2] a [2, 3] s parametrem z = 2.

Jako druhy priklad zvazme rozsifeni derivace funkce f(z) = sin x na intervalu
[0, 27]. Zvolme napifklad parametr z = 3m. Celociselné derivace jsou f(©)(x) = sin x,
f(z) = cos z, fP(2) = — sin x pro viechna . Bude nis zajimat rozsiteni derivace
profad t € [0, 2]. Pokud pouzijeme A, z (5.3), mizeme z nekone¢ného souc¢tu vynechat
Cleny s A3, A4, . . ., protoZe jsou nulové pro ¢ € [0, 2]. Zlomkové derivace funkce sinus
mé tedy podle (5.1) tvar

It+1)
(3m — x)t

X <sin(x)/\0 (t) + cos(x)(3m — )1 (t) —

D} sin(z) =

sin(z)

2

(31 — x)2/\2(t)> , (6.5)

viz obrazek 10.

y = sin(z)

y = cos(x)

Obr. 10. Zlomkové derivace funkce sinus podle (6.5) pro z € [0, 27| a ¢t v intervalech [0, 1]
a [1, 2] s parametrem z = 37

7. Aplikace zlomkové derivace
Zlomkovy kalkulus nachazi své uplatnéni ve fyzice primarné pti feseni zlomkovych
diferencidlnich rovnic. Vyhodou zlomkovych derivaci je, ze jsou casto zavislé na dal-

$im parametru (v nasem piipadé z), ktery ndm déva dals{ kontrolu nad zkoumanym
systémem. Takovym derivacim fikdme nelokdlni zlomkové derivace.
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V této kapitole se zaméiime na modelovani tlumeného oscildtoru pomoci zlomko-
vych derivaci. Pouzijeme nami zavedenou zlomkovou derivaci v odpovidajici zlomkové
diferencidlni rovnici a budeme zkoumat jeji feseni.

V élanku [1] je modelovan tlumeny oscildtor pomoci zlomkové diferencidlni rovnice
ve tvaru d°u

e + wu(t) =0, (7.1)
kde 1 < a £ 2, w > 0 s pocéateéni podminkou u(0) = 1, «/(0) = 0. Obdobny model
mizeme najit i v knize [6]. V obou piipadech je pro modelovan{ vyuzita Caputova
derivace. My vyuzijeme nami zavedenou derivaci D u.

V prvni fadé ukdZeme, jak rovnice (7.1) mize modelovat tlumeny oscildtor. Pro
« = 1 ma rovnice tvar

u'(t) + wu(t) = 0.

Podminku /(0) = 0 zde zanedbavdme. Resenim této rovnice je funkce u(t) = e™**,
ktera predstavuje exponencidlni pokles konvergujici k nule. Pro @ = 2 mé rovnice tvar

u” (t) + w?u(t) = 0.

_ 2w
Resenim této rovnice je u(t) = cos(wt), tedy kosinusoida s periodou T'= —. Pro
w
a € (1, 2) muzeme tedy ocekévat, ze feSenim rovnice bude jakdsi kombinace téchto
funkci, tedy klesajici exponencidlni funkce s urcitou periodou, kterd modeluje prave
tlumené oscilatory.
Pro zlomkovou diferencialni rovnici

D¢u(t) + wu(t) =0 (7.2)
zvolme funkce A, z (5.3). Rozepsanim tak dostdvdme ODR druhého faddu

I'a+1)
(z—t)*

(u’(t)(z — A1 (a) + @ (z — t)QAQ(a)) +wu(t) = 0.

Poznamenejme, ze pii volbé A, z (5.5) bychom dostali diferencidlni rovnici, kde by se
objevovaly derivace funkce u vsech radu, coz neni zadouci.

Rovnici budeme fesit numericky na intervalu ¢ € [0, 10). Zvolme tedy z = 10.
Pozdéji ukazeme, jaky vliv mé vybér tohoto parametru na reseni rovnice.

Z obrazku 11 je patrné, ze rad « zlomkové diferencialni rovnice urcuje, jak moc
je dany oscildtor tlumeny. Pro o = 2 je oscilator harmonicky a bez jakékoliv ztraty
energie, coz odpovidd nasemu analytickému vypoctu. Pro 2 > a > 1,5 je toto tlumeni
malé. Pro a = 1,5 amplituda oscilatoru linearné klesé. To je vyhodou oproti standard-
nim modeltim, které pracuji pouze s exponencidlnim tubytkem, ktery v nasem modelu
nastava pro o < 1,5.

Zaméime se na pripad o = 1,5 a ménme nelokdlni parametr z v diferencidlni rovnici
(7.2).

Pro a £ 1,5 je z obrazku 12 zjevny vyznam parametru z. V tomto piipadé z reguluje
okamzik, kdy oscilator ztrati témér veskerou svoji energii. Toto je velmi uzitecné oproti
standardnim modeltim, nebot je jednodussi zmérit nebo zadat, kdy oscilator dospéje
do klidu, nez slozité modelovat odporové sily prostfedi. Tlumeni oscilatoru tak lze
charakterizovat kombinaci parametru a;, z.
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1.0 1.0
0.5 0.5
% 0.0 % 0.0
] a=17 el a=1
—05 —— a1 0.5 — a=13
1 a=9 — a=15
—1.0 " ; — 4 —1.0 " ; " i
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t

Obr. 11.  Reseni u rovnice (7.2) pro z = 10, w = 7 a vybrané hodnoty a € [1, 2|

1.0
0.51
3 0.0
ar 2=10
0.5 R
2=20
—1.0 y
0 5 10 15 20

Obr. 12.  Reseni u rovnice (7.2) pro a = 1,5, @ = 1,4, w = 7 a vybrané hodnoty z

8. Zavér

V ¢lanku jsme predstavili podminku pro nelokalni rozsiteni derivace analytické funkce
do vsech nezapornych redlnych radt. Tato podminka vychézela z urcitych paralel
mezi rekurentné zadanymi posloupnostmi a odpovidajicimi diferencidlnimi rovnicemi.
Uvedena podminka se markantné lisi od podminek na standardni zlomkové derivace,
$ nimiz se mize ¢tendr sezndmit v [6] a [8].

Rozsiteni derivace splnujici danou podminku jsme odvodili pomoci Cauchyova
vzorce a Taylorova rozvoje. Uvedené rozsifeni je oproti standardné uzivanym roz-
sffenim jednodussi na vypocet, coz jsme demonstrovali na konkrétnich prikladech.
Zlomkovou derivaci jsme vyuzili k modelovani tlumeného oscilatoru.

Podékovani. Rad bych podékoval svému konzultantovi RNDr. Danielu Cameron
Campbellovi, Ph.D.; a doc. RNDr. Radku Kucerovi, Ph.D., za cennou zpétnou vazbu
a svému dobrému kamarddovi Martinu Dolakovi za cenné rady a podporu pri psani
prace SOC [7], z které tento ¢lanek vychazi.
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