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230 ‘ Zajimavé ulohy I

HERONUV VZOREC JESTE JEDNOU

PAVEL LEISCHNER

Timto piispévkem reaguji na Kufinovu vyzvu [2], ktera se tyka
riznych postupi odvozeni Heronova vzorce pro obsah trojihel-
nika. Caldou uvadény zpusob [1] je péknou ukéazkou aplikaci tri-
gonometrie, Kufina se naproti tomu ve [2] obeSel bez znalosti
vztahl mezi goniometrickymi funkcemi. Uvedu elementarni od-
vozeni, které na rozdil od predchozich dvou nevychéazi z kosinové
véty a nepouziva goniometrické funkce.

Nejprve si pripomeneme zajimavou vlastnost jisté mnoziny
trojuhelnik: Necht jsou na kruZnici pevné zvoleny body T', U a
v nich te¢ny tak, aby se protinaly v néjakém bodé A (obr. 1). Treti
tecnu k dané kruznici, jejiz bod dotyku oznacéime V', povazujeme
za proménnou. Pozadujeme vSak, aby protinala usecky AT, AU
v jejich vnitfnich bodech B, C. Pak vSechny takto sestrojené
trojahelniky ABC' maji tentyZz obvod, jehoz polovina je s =
= |AT| = |AU|.

Obr. 1
Je totiz |CV|=|CU| =y, |BV|=|BT| ==z a

2s=b+c+ (y+2)=(b+y)+ (c+2) =|AT| + |AU| = 2|AT)|.
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Uvazujme déale trojuhelnik ABC s kruznici k,(N,r,) pfipsanou
pri strané BC a kruznici K(O,r) vepsanou tomuto trojihelniku.
Body dotyku kruznic se stranami trojuhelnika oznac¢me podle
obrazku 2. Z vlastnosti délek teCen plyne: |[AM| = |AL| = =z,
|BM| = |BK| = y a |[CK| = |CL| = z. Polovina”obvodu
trojihelnika ABC je s = z +y + 2 = |AB| + z, ale vzhledem
k pfedchozim Gvahdm také s = |AT| = |AB| + |BT|. Z porovnani
pravych stran predchozich vztahii mame |BT| = z.
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Obr. 2

Osy OB, BN 1uhli rtznobézek M B, BC' jsou na sebe kolmé.
Sviraji-li tedy primky BM a BO 1hel velikosti g, pak i kolmice
TN a BN k témto primkam sviraji ihel g Pravotihlé trojahelniky
BOM a N BT jsou tedy podobné, nebot se shoduji ve dvou tihlech.
Odtud AL L

|BM | N |OM |
snadno uréime

a po dosazeni délek vyznacenych na obr. 2

ro = 2. (1)
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Trojihelniky ABN, ACN a BCN maji stejnou vysku r, ze
spoleéného vrcholu N. Kdyz od souctu obsahti prvnich dvou
odecteme obsah tretiho, ziskdme obsah trojihelnika ABC: S =
= (JAC| + |BA| — |CB|) - 7o =z - r4. Po dosazeni z (1) pak

T-Y-z
o = . 2
: (2)
Uvazme jesté, ze také plati
5 =g, (3)
pricemz
a+b+
= (——2—(:) =z+y+=z (4)
a
r=s —a, =s —b, z =8 —c. (5)

Soucinem levych a pravych stran rovnic (2) a (3) dostdvame

S’2=5 -2-y-2 (6)

a odtud po dosazeni z (5) a odmocnéni Herontv vzorec

S =ys-(s —a)-(s =b)-(s —c). (7)

Uvedené odvozeni vztahu (7) je nendro¢né na algebraické ¢i go-
niometrické Gipravy, zato vSak rozviji geometrické mysleni. S mini-
malnimi znalostmi vy¢teme maximum souvislosti obrazku. Zakla-
dem je véta o délkach tecen ke kruznici: JestliZe se tecny sestrojené
v bodech T, U kruznice k protinaji v bodé A, pak |AT| = |AU|.
Tato jednoduchéd, témér trividlni véta ma dobré uplatnéni v ele-
mentarni geometrii. Mimo jiné umoziuje snadno dokézat ekviva-
lenci rovinnych fezi kuzelové plochy s kuzeloseckami definovanymi
na zékladé ohniskovych vlastnosti (viz naptiklad [3] nebo [4]).

Poznamenejme jesté, ze zde uvedené odvozeni Heronova vzorce
neni (stejné jako tomu bylo u pfedchozich dvou zptsobt [1] a [2])
nic nového pod sluncem. Ctenér je miZe nalézt v publikaci [5], kde
je v8ak jeho geometrickd podstata dosti zatemnéna a zahalena do
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goniometrického havu. Podle Juskevice [6], Kolmana [7] i jinych
odborniki na historii matematiky, znal a patrné i odvodil Heronav
vzorec jiz Archimédes. Heron Alexandrijsky pry tento vztah ve
svych spisech pouze pouzival. Neni mi zndmo, jak matematici ve
starovékém Recku vzorec odvozovali, ale je pravdépodobné, Ze (az
na zpusob zapisu) analogicky jako ve [2].

Kosinovou vétu uvadi totiz jiz Eukleides ve svych Zakladech,
tfebaze tehdy jesté zdaleka nebyly znadmy goniometrické funkce.
Misto dnesniho vztahu a? = b + ¢ — 2bc cosa prosté (v prepisu
do dnesni symboliky) uvadi (viz Servitiv preklad [8], kniha II,
véty XII a XIII): a? = b? + ¢® — 2b;¢ nebo a? = b? + ¢ + 2b;c,
podle toho zda je Gihel a ostry, nebo tupy. Pritom b; je podle néj
délka kolmého primétu strany AC na primku AB, tedy z dne$niho
pohledu

by =b-cosa. (8)

Uvedena tvrzeni dokazuje Eukleides pomoci Pythagorovy véty
prakticky stejné, jako se dnes na Skolach odvozuje kosinova
véta (viz napf. [9]). Odtud plyne, ze Kufinovo odvozeni [2] lze
modifikovat na postup, ktery vyuzivd jen Pythagorovu vétu.
Takové odvozeni nalezne ¢tenafr v Krshakové ¢lanku [10] i jinde.
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