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UKÁZKA PROGRAMU V SYSTÉMU FAMULUS (2)

JARMILA So'rovx

II . Grafické znázornění

posloupností postupných aproximací v rovině

Ve druhé části článku ukážeme, jak lze posloupnosti postupných
aproximací popsané v předchozí části článku graficky znázornit
v rovině a demonstrovat na počítači pomocí nabízeného programu
v systému FAMULUS. .

Program pracuje interaktivně, vstupní hodnoty, tj. koeficienty
systému rovnic a počáteční aproximace, se zadávají z klávesnice.
Program umožňuje řešit libovolný systém rovnic libovolnou z uve
dených metod. Student si může zvolit metodu, kterou použije k ře

šení daného systému, resp. může zvolenou metodou řešit různé

systémy rovnic . Grafy lze zobrazovat i do více oken (až čtyř) na
obrazovce a srovnávat tak získané výsledky mezi sebou.

Nechť je v eukleidovské rovině dána kartézská souřadnicová

soustava s počátkem P a nechť {x(k)}~ je posloupnost postup
ných aproximací generovaných iteračními formulemi Jacobiovy,
Gaussovy-Seidelovy, případně relaxační metody (viz. vzorce (3),
(9) a (10) ). Pak místo vektorů x(k) můžeme uvážit body X(k)

takové, že

Posloupnosti postupných aproximací jsou pak demonstrovány
těmito body. Přitom pro souřadnice bodů X(k) a vektorů x(k)

platí
X(k) = (x(k) , y(k)) {:> X(k) = [x(k), y(k)] .

Na obr. 1 je graficky znázorněn konvergentní iterační proces
Jacobiovy metody pro systém rovnic

2 x - y == 4,

x - 2y == -1
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OBR. 1

a pro počáteční aproximaci x(O) (6,5) , který jsme popsali
v příkladě 1. Konstrukce postupných aproximací je z obrázku
patrna.

Nechť x (O) == (x (O ), y (O)) je počáteční aproximace a nechť Pl je
přímka, která graficky znázorňuje první rovnici, P2 přímka, která
graficky znázorňuje druhou rovnici. Pak ze vztahů

X (l) == _ al2 y(O) + ~,
a ll a ll

y(1) = _ a21 x(O) +~
a22 a22

je zrejme, ze na primce Pl leží bod (x (1 ) , y(O)), na přímce P2 leží
bod (x (O ), y (1)). Konstrukce aproximace x(1) pomocí ordinál je
na obrázku provedena. Další aproximace se zobrazují 'analogicky.



U KÁZKA PRO G RA M U V SYS TÉMU FA M ULUS

ITERACNI METODY PRO RESENI SOUSTAVY % LINEARNICH ROVNIC PRO :z NEZNAME

139

5

4

3

o
vn - - -- - - - -- -- - - --- ---- - ---- -- - - -- -~------~

pl

1

1 2
y

I

o

V1.

VT -- - -- -- -- - - - --- - - - - --

I

- 1

-1 o 1 2

Xl

3

X1.

5

)(0

6

OBR. 2

Grafické znázornění Gaussova-Seidelova iteračního procesu se
provede obdobně. Protože nyní platí

X(l) == _ a12 y(O ) + ~,
all all

y (l) = _ a21 x(1) + .!!2..,
a22 a22

vidíme z druhé rovnice, že postupné aproximace počínajíce apro
ximací x(1) leží na přímce, která graficky reprezentuje druhou rov
nici systému. Situace je znázorněna na obr. 2.

Na obr. 3 jsou vedle sebe zobrazeny iterační metody J acobi
ova a Gaussova-Seidelova pro soustavu rovnic (6) a pro počáteční

aproximaci x(O) == (4, -1). Obrázek nám umožňuje posoudit a
srovnat názorně rychlost konvergence obou metod . Pro uvedený
systém rovnic platí q == 0.93, a tedy obě metody současně kon
vergují, přičemž Gaussova-Seidelova metoda konverguje rychleji.
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JACOB IOVA nETODA:
)( YI

~ 2.99Z981~9E+Q 7. 21419887E-l
26 1.55717823E+Q ~.26763G9BE-1

27 1.946~7278E+g 7. 7591212SE-l
28 1.~~81~75E+Q ~.9~899156E-l

29 1.81Q21969E+Q 8. 26598276E-l
3Q 1.34G883~SE+g 6.582~784SE-l

31 1.6a35Q~31E+g 8. 73736397E-1
32 1. 25252721E+Q 7.171~96E-l

pr••• - ~.~3~78856~9~9985E-l

GAUSS-SE IDELOVA nET. :
)( YI

~ 8.7611~381E-l l.gg2686~+Q

26 8.1~786399E-1 1.12112~37E+9

27 7. 57751259E-l 1.1~7G~5G6E+g

28 7.g~7a8G71E-1 1.17231Q~7E+Q

29 6. 55379G64E-l 1.1952~a7~E+Q

3Q 6.Q95Q2539E-l 1. 21658132E+Q
31 5.668373~3E-l 1.236~2963E+Q

32 5. 27158738E-l 1.25~87119E+Q

prV5.- ~.37S8GU~559987898GE-2

op..,kOVAnl? < un )

OBR. 3

Poněvadž q je blízké k jedné, je konvergence obou metod velmi
pomalá.

Na obr. 4 je ve čtyřech oknech zobrazena relaxačnímetoda apli
kovaná na systém rovnic (4) z Příkladu 1 pro čtyři různé hodnoty
relaxačníhoparametru w. Můžeme sledovat, jak se v závislosti na
w mění průběh generované posloupnosti aproximací:

- v prvním okně je w == 0.25, metoda konverguje velmi pomalu;

- v druhém okně je pro w == 1 iterační proces Gaussovy-Seidelovy
metody;

- ve třetím okně je w == 1.071797, což je tzv. optimální hodnota
parametru, při níž metoda konverguje nejrychleji;

- v posledním okně je w == 2 a metoda už je divergentní.
Posloupnost iterací má však zajímavý průběh - je periodická
s periodou p == 3.

Počáteční aproximace je stále x(O) == (6,5).
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III. Cykly

V předchozích ukázkách jsme viděli různé příklady konvergent
ních i divergentních iteračních procesů. Zatímco konvergentní it e
rační procesy jsou jednoznačné, divergentní posloupnosti se mo
hou svým průběhem lišit. Mezi nejzajímavější případ patří situace,
kdy generovaná posloupnost postupných aproximací je periodická
s periodou p, kde p ) 2 je přirozené číslo. V tomto případě pak
říkáme, že ve zmíněné posloupnosti iterací nastává cyklus řádu p.
K přesné definici cyklu generovaného počáteční aproximací x (O ) a
k odvození nutných a postačujících podmínek pro jeho existenci je
třeba základních znalostí z teorie matic a lineárních transformací.
Přesto je vhodné studenty seznámit i s těmito druhy iteračních

procesů. Získají tak komplexnější pohled na atraktivní proble
matiku, která se ve vyšší matematice studuje pomocí náročného
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aparátu funkcionální analýzy. Zde se k ní dostanou pomocí dobře
známých elementárních pojmů.

ITERACNI ttETODY PRO RESENI SOUSTAVY Z LINEARNICH ROVNIC PRO Z NEZNAI1E
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OBR. 5

U Jacobiovy metody nastává pouze cyklus řádu p
obr. 5 je takový cyklus zobrazen pro systém

4. Na

x - 3y == -3,

x+3y== 9

a pro počáteční aproximaci x(O) == (0.5,2.5). Není bez zajímavosti
si povšimnout, že pro q dané vztahem (7) platí q == -1. Lze ukázat,
že u Jacobiovy metody je to nutná a postačující podmínka pro
existenci cyklu a lze ji použít k nalezení soustavy rovnic, která
má v posloupnosti aproximací cyklus.

U Gaussovy-Seidelovy metody nastává cyklus od aproximace
x(1), a to opět právě tehdy, když je q == -1. Tento cyklus má však
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jiný charakter než cykly Jacobiovy nebo relaxační metody, které
nastávají od aproximace x(O).

Relaxační metoda s parametrem má v důsledku závislosti na
reálném parametru w mnohem rozmanitější chování i z hlediska
existence cyklů. Může u ní nastat cyklus libovolného řádu p ~ 3.
Na obr. 6 jsou graficky znázorněny příklady čtyř cyklů. Systém
rovnic je ve všech případech tvaru

x + Y == 1,

ax+y==l,

přičemž a se postupně mění:

- v prvním okně je a == 0.25 a v posloupnosti iterací máme cyklus
řádu p == 3;

- v druhém okně je zobrazen pro hodnotu a == 0.654509 cyklus
řádu p == 5;

- ve třetím okně máme pro a == 0.322698 cyklus řádu p == 13;
- ve čtvrtém okně pro a == 0.712890 cyklus řádu p == 50.

Ve všech čtyřech oknech je x(O) == (O, O) a w == 2.

Pro nalezení soustavy rovnic s cyklem daného řádu p ~ 3 je
nutné a stačí, aby platilo

a zároveňw == 2
1

q == 2" (1 + cos 27f s) ,

kde s je racionální číslo tvaru s == ~ a l je jakékoli přirozené číslo

s vlastností l < ~. Snadno lze nahlédnout, že pro q v případě

existence cyklu nutně platí

o< q < 1.

Na obr. 6 máme postupně v jednotlivých oknech s == k, s == i,
S - 4 s- 2

- 13' - 50'

Z tohoto obrázku je rovněž patrna zajímavá geometrická vlast-
nost postupných aproximací, kterou však můžeme dokázat pouze
prostředky teorie vektorových prostorů: v případě existence cyklu
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leží postupné aproximace na elipse se středem v bodě, který gra
ficky znázorňuje přesné řešení systému rovnic, tj. v průsečíku pří

mek, které graficky znázorňují jednotlivé rovnice systému.

U některých iteračních metod lze generovat posloupnosti, které
sice nejsou periodické, ale s rostoucím k se blíží k některé pe
riodické posloupnosti. Takové posloupnosti se v literatuře nazý
vají asymptoticky periodické posloupnosti. Se speciálním přípa

dem těchto posloupností se můžeme setkat u relaxační metody.
Jestliže pro soustavu rovnic platí

q < 0,

pak lze vždy nalézt číslo a E (0,2) takové, že pro w == a
generujeme relaxační metodou posloupnost aproximací , která
s rostoucím k konverguje k periodické posloupnosti s periodou
p == 2. Hodnotu a lze opět získat z programu.
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Na obr. 7 je zobrazena posloupnost postupných aproximací
génerovaná relaxační metodou s parametrem pro soustavu rovnic

5x + Y == 4,

x - 10y == - 20

a pro w 1.752201. Aproximace konverguj í k cyklu řádu p == 2,
který je tvořen vektory c (O ) . (-1.42,0.76) a C(l ) . (2.21,3.32) .

q = &[1.2]-.[2.1]/
/&[1 .11-.[2.2]=

=-2 . 9QU(lQQQGE-2

AE~.:

~TE~N. APROXI~:
X&= U.99~E+&
YeJ:: U.~8E+&

XT = 3.92156863E-1
YT= 2.&39215G9E+8

2 .ROVNICE:

&[Z.l]= 1.9888U +8
&[Z.2]=- 1 .~9E+1

b[Z] = -Z .~9QE+ l

RELAX~N. PARAttETR:
ON: 1.7522Q131E+8

SPD< TRALN • POLOf1tR :
RO= 1.~9GQ9E+8

1.ROVNICE:

&[1.11 = 5. E+8
&[1.21 = 1.UOQ4iKt9E+8
b[l]= ~.~ 9QE+8

~.SLO POD'U~STI:
CP:: 2. 3725~9Q2E+&

pr-..

4. 443B9GzaE +8

~.~~3B9G71E+8

4.~4389789E+8

4 • ~~38972"1E+8
~. ~~399738E+8
4. 44389744E+8
4.~~389747E+8

4. ~43897~9E+8

3. 32285889E +8

7.:sG37Z693E-l
3.~+8

7. 56372884E-l
3.3zza:N1"5E+8
7 • 563729-t5E-1
3.322858~ZE+8

7.~729G:iE 1

)(

~ 2.2963G9~9E+Q

2G : -1.42285617E+8
27 : 2. 2BG3?a13E +&
28 :-1.422a56~3E+&

29 : 2. 2BG3?a33E+8
38 : -1. 422U56G5E+8
31 : 2. 2BG3?a39E +8
32 :-1.422a56G8E+Q
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