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166 l Olympidda I

MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 22. — 25. 3. 1998 se na Gymnadziu v Uherském HradiSti
uskutecnilo celostatni kolo 47. ro¢niku Matematické olympiady
kategorie A. Zverejhujeme zadani a feSeni uloh, seznam vitézil
a uspésnych reSiteli. Soucasné zverejnujeme ulohy prvniho kola
pristiho ro¢niku Matematické olympiady, kategorii A, B, C, pro
skolni rok 1998-1999.

Ulohy celostatniho kola 47. ro¢niku
matematické olympiady

Uherské Hradisté, 22.-25. brezna 1998

1. V oboru kladnych redlnych ¢isel reste rovnici

z- [z [z-[z]]] =88,

kde [a] je celd ¢ast redlného &isla a, tj. celé éislo, pro které plati
[a] £ a < [a] + 1. Napftiklad [3,7] = 3 a [6] = 6. (J. Simsa)
Reseni. Je-li 0 < z < 3, je leva strana rovnice mensi nez 3% = 81,
naopak pro z 2 4 je nejméné 4* = 256. Proto nutné [z] =
pro takovd z feSime rovnici z - [z - [3z]] = 88. Protoze z 2 3,
plati [3z] 2 9; kdybychom pfipustili, ze [3z] 2 10, dostali bychom
odhad z - [z - [3z]] =2 3-3-10 = 90. Proto nutné [3z] = 9 a dale
fesime rovnici z - [9z] = 88 za predpokladu 9 £ 3z < 10, neboli
27 £ 9z < 30. Pro 9z < 28 vychdzi z - [9z] < £ - 27 = 84, pro
9z 2 29 zase z-[9z] = 22-29 > 90, takZe [9z] = 28; tehdy z rovnice
z - [9z] = 88 plyne konetné z = 53 = 22. ProtoZe pro nalezené
¢islo z plati

1= (2] =5 1= (2] =5, o= (2] <28

jde skutecné o (jediné) reSeni.
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2. Dokazte, ze z libovolnych ¢trnéacti riznych prirozenych ¢isel
1ze pro nékteré ¢islo k (1 < k < 7) vybrat dvé disjunktni k-prvkové

podmnoziny {ai,as,...,ar} a {by,bs,...,bx} tak, aby se soucty
1 1 1 1 1 1
A=—4+—+ 44— a B=c=dt—ad 4+ —
ay as Qp 1 bo bx

navzajem lisily o méné nez 0,001, tj. aby platilo |A — B| < 0,001.

(J. Simsa)
o . y 14 o
Reseni. Uvazujme viech > = 3432 souctli
1 1 1
e Tt S
T i) I
kde z; < 9 < -+ < z7 je libovolna sedmice vybrana z danych

¢trnacti prirozenych cisel. Pro kazdy z téchto souctia S plati
odhady

1 1 1 1 1 1
0<S§1+2+-+7_2+4+5+7<&

takZe se jednd o 3432 (ne nutné riznych) Cisel z otevieného
intervalu (0, 3). Proto se nékteré dva z uvazovanych souétd lisi
o méné nez 0,001; vylouc¢ime-li z obou prislusnych sedmic pripadné
spole¢né prvky, zmensi se oba soucty o tutéz hodnotu (takze se
jejich rozdil nezméni) a v kazdé skupiné zistane stejny (nenulovy,
nebot $lo o dvé rizné sedmice) pocet prvki. Tim je tvrzeni Glohy
dokéazano.

3. Do daného ¢étyrsténu ABCD je vepsana koule. Jeji Ctyri
tecné roviny, které jsou se sténami Ctyrsténu rovnobézné, z néj
odtinaji Ctyri mensi Ctyrstény. Dokazte, ze soucet délek vSech
24 jejich hran je roven dvojnasobku souctu délek hran celého
Ctyrsténu ABCD. (P. Leischner)
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Reseni. Oznaéme p polomér ve- A
psané koule a wv4, vp, vo, vUp
télesové vysky daného Cétyrsténu
(s indexy podle vrcholi, ze kte-
rych vychdzeji). Odfaty ¢tyfstén
AKLM (obr. 1) je stejnolehly
podle stfedu A s celym Ctyfsté-
nem ABCD. Soucty délek jejich
hran jsou proto ve stejném po-
meéru jako jejich télesové vysky ze
spole¢ného vrcholu A, tedy v po- Obr. 1

méru (vq — 2p) : va, nebot 2p je vzdalenost rovin K LM a BCD
(jsou totiz rovnobézné a obé se dotykaji vepsané koule). Stejnou
uvahu mizeme zopakovat pro ostatni tfi odfaté Ctyrstény. Nasi
ulohou je proto dokazat rovnost

va — 2 vg — 2 Vo — 2 vp — 2
A Q+ B Q+ c Q+ D Q:
VA UB (Ze; UD

2,

ktera je ekvivalentni s rovnosti

1 1 1 1
g(—+——+—+——) = 1.
VA VB (Y UD

K tomu ndm pomiize nésledujici tvaha o objemu V' a povrchu
S ctyisténu ABCD. Predné S = S4 + Sp + S¢ + Sp (kde Sx
znaci obsah té stény, jez neobsahuje vrchol X), dale

1 1 1 1
V = - —_— = = — = -
3SAUA 353’03 350’1)0 3SDUD

1
a kone¢né V = ggS . Podle téchto vzorct plati

0(1 1 1 1 >:3V(SA SB Sc SD)Zl

= = ___+__ e
va v ve Top) T sy Ty Ty tay

a tim je cely diikaz hotov.
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4. Do vyrazu
mésic

den — rok

dosazujeme libovolné datum letosniho roku (1998) a poté zjistu-
jeme nejvétsi mocninu ¢isla 3, ktera déli vysledné ¢islo. Napfr. pro
21. duben vychéazi &slo 21% — 1998 = 192483 = 3% - 7129, coz je
nasobek mocniny 32, ne v8ak mocniny 3*. Zjistéte vechny dny,
pro které je odpovidajici mocnina nejvétsi. (R. Kollar)

ReSeni. Protoze 1998 = 33(3 - 24 + 2), je zkoumany rozdil
d™ — 1998 délitelny ¢islem 3% (o jinou situaci se ani nemusime
starat), pravé kdyz je i mocnina d™ tvaru

d™ = 3%(3k + 2) (1)

pro vhodné celé ¢islo k. Odtud predné vyplyva, ze 3 | d a ze
exponent m je liché ¢islo mens$i nez 4; zaroven vSak m # 1, nebot
zadné cislo d € {1,2,...,31} neni tvaru pravé strany (1). Proto
nutné m = 3; pak ale z (1) plyne, Ze 3% 1 d, tudiz d = 3(3n+1) pro
vhodné znaménko a nékteré celé ¢islo n. Dosazenim dostaneme

d™ —1998 = (In+3)° -3%(3-24+2) =
=3[3°n3+3°% +3’n+1-3-24-2].

Snadno nahlédneme, ze hodnota vyrazu v hranaté zavorce je
délitelnd tfemi jen pri varianté se znaménkem minus, ani tehdy
vSak neni délitelnd deviti (je totiz tvaru 9N — 3 - 25). Hledana
nejvétsi mocnina je proto 3* a odpovida pravé tém bieznovym
(m = 3) dntim, které maji poradové &islo tvaru d = 3(3n — 1),
tedy 6., 15. a 24. breznu.

5. Ve vnéjsi oblasti kruznice k je dan bod A. VSechny lichobéz-
niky, které jsou do kruznice k vepsany tak, ze jejich prodlouzena
ramena se protinaji v bodé A, maji spoleény prusecik thlopricek.
Dokazte. (P. Leischner)
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Reseni. Zikladny KL a M N kaz-
dého z uvazovanych lichobéznika A
KLMN jsou dvé rovnobézné tétivy
kruznice k, takZe maji spole¢nou osu
soumérnosti. Na ni lezi stfed S kruz-
nice k, stredy P a @ zékladen KL 1
a M N, prusecik U uhlopricek KM
a LN i prisecik A prodlouzenych ra-
men (tedy polopfimek) KN a LM
(obr. 2). ProtoZe polopfimka AS
na volbé lichobézniku K L M N neza-
visi, staci dokazat, Ze na ném neza-
visi ani délka tsecky AU. Vyjadrime
ji nejprve pomoci délek p = |AP| a

aq = |AQ| (ukéZe se, Ze je jejich har- & \ yL
monickym primeérem). Délky |PU|

a |QU| snadno vypocteme z dvojice
rovnic Obr. 2

|PU| _ |KL| _p
PU+QU: — a = = -
|PU| +|QU| =p—q QU] ~ MM ~ g

(rovnosti poméri plynou z podobnosti AKLU ~ AMNU a
AKLA~ ANMA). Vyjde ndm

IPUI::p(p—q) aIQUP:ﬂp—w
Pt+q pP+q

)

a proto

glp—q) _ 2pg
AU| = |AQ| + |QU| = ¢ + = .
|AU| = |AQ| + |QU| =¢ Pyl

Nyni sem dosadime p = |AK|cosyp a ¢ = |AN|cosy, kde ¢ =
= |4<PAK]|, a pfi nasledné tpravé vyuzijeme toho, Ze

|AK| + |AN| = 2|AR| = 2|AS]| cos ¢,
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kde R je stred tétivy K N. Dostaneme tak
AU = 2pq _ 2|AK|-|AN|cos*yp _ |AK]|-|AN]|
p+q (JAK|+|AN|)cosp |AS]|

Zbyva vyuzit mocnost bodu A k dané kruznici k(S,r): soucin
|AK|-|AN| je roven rozdilu | AS|? —r2, tedy na volbé lichob&zniku
K LM N nezavisi. Nezavislost veli¢iny |AU| je tak dokédzéna.

Pro zajimavost jeSté dopliime vypocet

|AS|2 = r2  r?
|AS| N |AS|’

z néhoz plyne rovnost |AS| - [US| = r%. Ta znamend, Ze body
A a U jsou sdruzené v kruhové inverzi podle kruznice k. Tento
poznatek mizeme zdiivodnit (a tak vlastné vyresit celou tilohu)
i nasledujicim zptisobem (zaloZzenym ovSem na nékterych zaklad-
nich vlastnostech kruhové inverze). Protoze

ISKAM|+|SKSM| = 20+2|SKLM| = 2p+2(90° — ) = 180°,

lezi body K, S, M, A na jedné
kruznici. Jejim obrazem ve zminéné
kruhové inverzi je primka K M, ne-
bot zobrazovana kruZnice prochazi
stredem inverze S a body K, M jsou
samodruzné. Obraz bodu A je tudiz
prusecik primky K M s poloprimkou M
AS, coz je pravé bod U.

US| = |AS| — |AU| = |AS| -

A

Jiné reSeni. Stejné jako v prv- T :
nim reSeni vyuzijeme osovou sou- U
mérnost kazdého z uvazovanych li- rS

chobézniki K LM N podle primky

SA, na které proto lezi i prusecik K
U jeho uhlopricek. Necht T je je- UL
den ze dvou koncovych bodi té té-

tivy kruznice k, kterd je kolma k SA
a prochdzi bodem U (obr. 3). Pro- | Obr. 3




toze UseCka AU lezi na ose ihlu K AM, podle dlohy z doméaciho
kola plati v trojihelniku K AM rovnost,

|AU|? = |AK|-|AM| - |KU| - |MU|.

Vime také, ze
|AM| = |AN| a |KU|-|MU|=|TU|?

(mocnost bodu U ke kruznici k). Z poslednich tii rovnosti dosta-
neme

|AK|-|AN| = |AK| - |AM| = |AU)? + |KU| - |MU| =
= |AU|? + |TU|? = |AT|*.

Rovnost |AK|-|AN| = |AT|? znamen4, ze bod T' je bodem dotyku
jedné z téch dvou tecen kruznice k, jez prochazeji bodem A. Tyto
teCny, a tedy i bod U, na volbé lichobézniku K L M N nezévisi. Tim
je tloha vyreSena. K pravé uvedenému postupu jesté dodejme, ze
podle Eukleidovy véty o odvésné ST pravouhlého trojahelniku
ATS plati rovnost |ST|?> = |SU| - |SA|. Ta znovu potvrzuje, ze
body A a U jsou sdruzené v kruhové inverzi podle kruznice k.

6. Necht a, b, ¢ jsou kladnd c¢isla. Dokazte, Ze trojuhelnik
o stranach a, b, ¢ existuje, pravé kdyz soustava rovnic

y 2z a 2z zx b zx y c
T2 Z4Z=") 2422
z y = T z Yy Yy T =z

mé v oboru redlnych &isel reseni. (P. Cernek, J. Zhouf)

ReSeni. Prava strana prvni rovnice ma stejné znaménko jako
neznama z (# 0), levd strana jako soucin yz (# 0). Libovolné
reSeni (z,y, 2) dané soustavy proto spliiuje podminku

zyz > 0. (1)
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Jak vime, kladné c¢isla a, b, ¢ tvori strany nékterého trojuhelnik,
praveé kdyz je kladné kazdé ze tii Cisel

a+b—-c, a+c—-b, b+c—a. (2)

Je-li (z,y, z) feSeni dané soustavy, pak

z zZ =z 2z
a+b—c:x(g+—)+y(—+—> —z(£+g) :_y,
z oy T 2z y z

coz je podle (1) ¢islo kladné; analogicky zjistime, Ze

2 2
a+c—b=—:—;E>0 a b+c—a:%>0.

V druhé ¢asti feSeni naopak predpokladejme, ze kazdé z cisel (2)
je kladné, a najdéme wvsechna TeSeni dané soustavy (i kdyz by
stacilo uvést feSeni jedno). Pomohou nam pfi tom predchozi
vypocty, podle kterych musi napriklad platit

2 2
(a+b—c)(a+c—b):—zg-—ziz4w2.

Tato a dalsi dvé analogické rovnosti vedou k vyjadreni

\

mz%\/(a+b—c)(a+c——b)
y=2Va+b-cb+c-a) ¢, (3)

z:%\/(a+c—b)(b+c—a)J

kde e; = £1 pro i € {1,2, 3}, pfitom €263 = 1 podle (1). Takové
trojice (€1, €2, €3) jsou zfejmé pravé ¢tyti; podle (3) tak dostdvame
Ctyfi trojice (z,y,z). Pfimym dosazenim a rutinnim vypocdtem
ovéfime, Ze jsou to skutecné reSeni zadané soustavy.
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ZADANI PRO SKOLNI ROK 1998-99
Kategorie A

A-I-1. Najdéte nejmensi prirozené Cislo, které lze dostat doplné-
nim zévorek do vyrazu

15:14:13:12:11:10:9:8:7:6:5:4:3:2.
(P. Cernek)

A-I-2. Najdéte vSechna kladné cisla k, pro néz plati: Ze vSech
trojuhelnikd ABC, v nichz |AB| = 5cm a |AC| : |BC| = k, ma
nejvétsi obsah trojuhelnik rovnoramenny. (P. Cernek)

A-I-3. Pro ktera celd ¢isla a je maximum i minimum funkce

B 1222 — 12az
y= z2 + 36

celé ¢islo? (P. Cernek)

A-I-4. Oznacme 7(k) pocet vSech kladnych délitelii pfirozeného
Cisla k a necht ¢islo n je feSenim rovnice 7(1,6n) = 1,67(n). Urcete
hodnotu podilu 7(0,16n) : 7(n). (P. Cernek)

A-I-5. Dokazte, Ze existuje trojuhelnik ABC, v némz pfi ob-
vyklém znaceni plati ob& pythagorejské rovnosti t2 + t2 = t2
a v + v} = v?. Déle ukaZte, Ze pro vnitini hly takového troja-
helniku plati |a — 8| = 90° a cosy = /5. (J. Simsa)

A-1I-6. Z papiru byl slepen model ctyrsténu, jehoz kazdé dvé
protilehlé hrany jsou shodné. Rozhodnéte, zda miizeme model
roztriznout podél tii Gsecek tak, aby ho pak bylo mozno rozvinout
do roviny a vznikl pritom obdélnik. Existuji pro pravidelny
Ctyrstén dva uvazované zpilisoby rozrezani, pri nichz vzniknou
neshodné obdélniky? (M. Hejny, P. Leischner)
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Kategorie B

B-I-1. Na louce jsou déti i dospéli. Pocet procent chlapcti ze vSech
déti se rovna poctu procent divek ze vSech pritomnych osob a také
poctu vSech dospélych. Kolik chlapci, divek a dospélych je na
louce? (L. Fabso, P. Cernek)

B-I-2. Uvazujme shodné polokruznice, které lezi v daném pravém
uhlu a jejichz koncové body lezi kazdy na jiném jeho rameni.
Urcete mnozinu, kterou vyplni body vSech téchto polokruznic.

(J. Zhouf)

B-I-3. Najdéte vSechna trojmistnd cisla v desitkové soustavé,
kterd se rovnaji tfetiné ¢isla s tymz zapisem v jiné ¢iselné soustave.
(P. Cernek)

B-I-4. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC. Na strané BC
najdéte bod P tak, aby kruznice vepsana trojihelniku ABP
a kruznice pfipsana strané PC trojihelniku APC byly shodné.

(J. Svréek)

B-1-5. Z koule o poloméru R je oddélena kulova tsec¢ o vysce v
(v < R). Této Gseli je vepsana koule K o poloméru %v. Dale
je do tusece vepsano osm shodnych mensich kouli, z nichz kazda
se dotyka koule K. Zadné dvé z nich nemaji spole¢ny vnitini bod

a kazda z nich se dotykéa pravé dvou ostatnich. Urcete pomér v : R.
(J. Zhouf)

B-1-6. Najdéte vSechny mozné hodnoty souc¢tu z + y, kde realna
¢isla z, y splhuji rovnost z2 + y® = 3zy. (J. Simsa)



Kategorie C

C-I-1. Je dédno ¢tyfmistné Cislo (v desitkové soustavé). Zménou
poradi jeho éislic lze sestavit pravé osm dalSich ¢tyrmistnych ¢isel.
Soucet nejmensich tii ze vSech téchto deviti ¢isel je 12 528. Urcete
¢islice daného é&isla. (P. Cernek)

C-I-2. V obdélniku ABCD plati |AB| > |BC|. Oblouk AC
kruznice, jejiz stfed lezi na strané AB, protind stranu CD

v bodé M. Dokazte, ze primky AM a BD jsou navzajem kolmé.
(L. Bocek, J. Svrcek)

C-I-3. Zjistéte, zda je ¢islo 191998 4+ 981999 ({glitelné deviti.
(P. Leischner)

C-I-4. Adam a Bohous se zGcastnili turnaje hraného systémem
kazdy s kazdym jednou, v némz kazdy hra¢ mél odehrat denné
pravé jeden zapas. Adam a Bohous vSak onemocnéli a jako jedini
nedokoncili turnaj. Bohous$ odstoupil o pét dni drive nez Adam.
Celkem se odehralo 350 zapasi. Kolik zdpast odehral Adam? Hral
s Bohousem? (P. Cernek)

C-I-5. Je dan trojahelnik ABC, v némz |{BAC| = 150°,
|AB| = 4cm a |AC| = 6 cm. Sestrojte trojihelnik dvojnasobného
obsahu, jehoz dvé strany jsou shodné s nékterymi dvéma stranami
trojuhelniku ABC'. Najdéte vSechna feSeni. (P. Cernek)

C-I-6. Pro libovolnou dvojici redlnych cisel a, b splhujici vztah
a+ b =1 plati

VaZ+a+1+vV2+b+1>2.

Jsou-li navic ¢isla a, b nezdporna, plati také

Vaz+a+1+vVb2+b+1<3.

Obé tvrzeni dokazte. (P. Leischner, J. Svrcek)
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Vysledkova listina celostatniho kola 47. ro¢niku MO
kategorie A

Vitézove:
1.-3. Libor Barto 4 G Hellichova, Praha 777777 42
Pavel Podbrdsky 4 G kpt.JaroSe, Brno 777777 42
Lukas Vokrinek 3 G kpt.JaroSe, Brno 777777 42
4
4
3

4.-5. Tom4s Hanzl G kpt. Jarose, Brno 767777 41
Libor Inovecky G Zborovska, Praha 777776 41

6. Martin Vis€or G kpt.Jarose, Brno 767776 40

7. Martin Ondréacek VII G Kyjov TTTT7T27 37

8.-9. Eva Buresova 3 G kpt.Jarose, Brno 757773 36

Zdenék Dvorik VI G Nové Méston.Mor. 717777 36

10.-11. Petr Liska 3 G kpt.Jarose, Brno 7-7777 35

Jan Stovigek 4 G dr.Benese, Kladno 7-7777 35
Uspésni Fesitelé:

12.-13. Radek Pelanek 4 G kpt.JaroSe, Brno 377674 34
Petr Zima 4 G dr.BenesSe, Kladno 760777 34
14. Petr Sime&ek 4 G kpt.Jarofe, Brno 767723 32
15.-16. Martina Kup¢ikovd 3 G kpt.JaroSe, Brno 774724 31
Ale§ Navrat 3 G kpt.JaroSe, Brno 607774 31
17.-18. Jan Housték 3 G Jirsikova, Pelhfimov6 0 7773 30
Petr LaStovicka 4 G Komenského, D&in7-7727 30
19.-20. Filip Matéjka 4 G Zborovska, Praha 561773 29
Lenka Zdeborova 3 G MikuldSskén.,Plzen 714773 29
3

21.-22. Alexandr Jevsejenko G kpt. JaroSe, Brno 717713 26

Antonin Slavik VII G Karlovy Vary 717614 26
23.-25. Jaroslav Jansky 3 G kpt.Jaro%e, Brno 507724 25
Tomas Kubar 4 G Domazlice 61-774 25

Jan Petr 4 G Zborovskd, Praha 612763 25



