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AXIOMATIKA PROJEKTIVNI GEOMETRILE
aneb

SKORO Z NICEHO KRASNA TEORIE

BOHDAN ZELINKA

Rovinna projektivni geometrie mize byt zalozena na soustavé
axiomu, kterych je pouze pét, a z téch péti pouze jeden je trochu

vvvvv

teorie.

Felix Klein ve svém Erlangenském programu mluvi o geometrii
jako o zkoumani invarianti grup transformaci a déli ji na jednot-
livé obory podle toho, o jaké grupy transformaci jde. Invariantem
grupy transformaci se rozumi to, co se pii zadné transformaci z té-
to grupy neméni. Projektivni geometrie zkouma invarianty projek-
tivnich transformaci, to jest takové vlastnosti geometrickych ob-
jekti, které se neméni pfi promitanich a tudiz ani pri zobrazenich
vzniklych skldadanim promitani. (Jde obecné o stfedové promita-
ni; rovnobé&zné promitani je jeho zvlastnim pripadem, kdy stied
promitéani je nevlastni bod. A jsme-li v roviné, bereme v tivahu
promitani pfimky na pfimku.)

A co se tedy neméni pfi promitani? Je toho zdanlivé velice
malo. Rozhodné neni neménné délka asecky, ale dokonce ani sama
vlastnost byt aseckou. Vidime, Ze stfedovym primétem usecky
AB klidné mohou byt dvé polopfimky, a to polopfimka opacna
k A’ B’ a polopfimka opa¢na k B’ A’, kde A’, B’ jsou priméty bodii
A, B. Nebudeme tedy v projektivni geometrii mluvit o useckéch,
natoz o jejich délkiach. A co nam pak z této geometrie zbude? To
uvidime!

Prof. RNDr. Bohdan Zelinka, DrSc., (1940), absolvent MFF UK (mate-
matika). Plisobi na TU v Liberci; je autorem vice nez 200 védeckych praci,
desetinasobnym celostatnim prebornikem v feSeni hadanek a devitinasobnym
drZitelem hadankarské Grand prix.
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Zakladni pojmy teorie budou bod, pfimka a vztah incidence.
LeZi-li bod A na primce p, miiZzeme to vyjadrit slovy ,bod A je
incidentni s primkou p“ nebo ,piimka p je incidentni s bodem
A“ nebo koneéné ,bod A a primka p jsou spolu incidentni®.
Pravé ta symetrie ndm stoji za to, abychom zavedli cizi slovo.
A vime, Ze pii kazdém promitani se bod zobrazi jako bod, pfimka
jako primka a vztah incidence zlistane zachovan. Abychom to
vSak mohli takto kategoricky tvrdit, musime za body pokladat
i nevlastni body a za primku i nevlastni primku. Vime totiz,
ze stfedovym primétem vlastniho bodu muize byt bod nevlastni
a obracené. Rovinu obohacenou o nevlastni body a o nevlastni
primku budeme nazyvat projektivni rovina.

Jak uz bylo uvedeno, axiomt je pét. Nebudeme je ¢islovat od
jedné do péti, ale budeme je oznacovat I, I, II, IT’, III. Pro¢ tomu
tak je, uvidime za chvili. Uvedme nejprve prvni dva axiomy.

Axiom I. Ke kazdym dvéma riznym bodim existuje pravé
jedna primka s obéma incidentni.

Axiom I’. Ke kazdym dvéma riznym primkam existuje praveé
jeden bod s obéma incidentni.

Prvni z téchto axiomi je zcela jasny a druhy je jasny, jakmile si
uvédomime, Ze body mohou byt i nevlastni. JeSté samozrejmé;jsi
je dal$i dvojice axioma.

Axiom II. Existuji alespon ¢tyfi body takové, Ze k zZiadnym
tfem z nich neexistuje pfimka se vSemi incidentni.

Axiom IT’. Existuji alespon ¢tyfi primky takové, ze k zddnym
tfem z nich neexistuje bod se vSemi incidentni.

A uz je vidét, pro¢ volime to oznaceni pomoci ¢arek. V obou
pripadech ¢arkovany axiom vznikne z ne¢arkovaného tim, ze vSude
navzajem zaménime slova ,bod“ a ,pfimka“. Rikdme, ze takové
dva axiomy jsou navzajem dudlni.

Dalsi axiom je pomérné slozitéjsi a nazyva se Desarguesiiv. Za-
timco u predeslych axiomu jsme disledné pouzivali slova ,inci-
dentni“, nyni si dovolime vyjadfovat se trochu jednoduseji.
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Axiom III (Desarguesuv). Necht A, B, C a A’, B', C'
jsou dvé trojice bodi nelezicich v pfimce. Spojnice AA’, BB’,
CC'" prochézeji jednim bodem P pravé tehdy, jestlize priiseciky
AB x A'B’, AC x A'C', BC x B'C’ leZi na jedné piimce p.

K tomuto axiomu uz neni dalsi ¢arkovany, protoze je dudlni
sdm k sobé. V rovinné geometrii je to skute¢né axiom; nelze jej
planimetrickymi prostiedky dokazat. Pokud vSak rovinu bereme
jako Cast trirozmérného prostoru, pak jej stereometrickymi pro-
sttedky dokézat lze; je to potom Desarguesova véta. Nebudeme
uvadét tento diikaz; poznamenejme jen, Ze je zaloZen na faktu,
Zze v popsaném pripadé existuje trojboky jehlan, pro néjz troj-
uhelnik ABC je podstavou a trojuhelnik A’B’C’ je pravothlym
primétem rovinného rezu jehlanu do roviny jeho podstavy. Pak
bod P je pravouhly primét hlavniho vrcholu jehlanu a primka p
je prusecnice roviny podstavy s rovinou rezu.

Vidéli jsme, ze ke kazdému axiomu existuje axiom dudlni.
Protoze kazda véta teorie se dokazuje z axiomii, existuje také ke
kazdé vété véta dudlni. To je takzvany princip duality. (Podobny
princip je v teorii svazi.) Kdyz se zavadéji definice novych pojmii,
dochazi se rovnéz k dvojicim navzajem dualnich pojmi. Navzajem
duélni jsou napriklad pojmy ,prisecik dvou primek“ a ,spojnice
dvou boda“.

Bylo receno, Ze projektivni geometrie se zabyva invarianty
projektivnich zobrazeni. Proto se v ni zavadéji predevSim pojmy
perspektivniho a projektivniho zobrazeni.

Mame-li dvé rtzné piimky p, ¢ a bod O nelezici na zadné
z nich, mizeme promitnout bodovou radu na primce p na bodovou
fadu na pfimce ¢ stfedovym promitdnim o stfedu O. (Bodovéa
rfada na pfimce je mnozina vSech bodtl incidentnich s pfimkou.
Samotnou piimku nebereme jako mnozinu bodii, ale jako zakladni
pojem duélni k pojmu bodu.) Mame tu zobrazeni, které se nazyva
perspektivni. Podobné mame-li dva rizné body P, (), miiZzeme
definovat perspektivni zobrazeni svazku pfimek o stfedu P na
svazek primek o stfedu . Necht o je pfimka neprochézejici
zadnym z boda P, Q. Je-li a pfimka ze svazku o stfedu P,
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pak jejim obrazem bude pfimka a’ spojujici bod @ s prusecikem
primek a, o. Jak vidime, je to duélni definice k té predeslé.

Zobrazeni vzniklé sloZzenim nékolika perspektivnich zobrazeni
(at uz mezi bodovymi fadami nebo mezi svazky pfimek) se nazyvéa
projektivni zobrazeni. Dilezitd jsou zejména takova projektivni
zobrazeni, kde mnozina vzorli i mnozZina obrazi je tataz. Mezi
nimi pak jeSté ma zvlaStni dilezitost zobrazeni involutorni, to jest
inverzni k sobé samému.

Pomoci projektivnich zobrazeni lze vybudovat teorii kuzelose-
¢ek. Mame-li svazky primek o rtznych stifedech P, Q a projek-
tivni zobrazeni jednoho na druhy, které neni perspektivni, pak
pruseciky jednotlivych primek s jejich obrazy vytvori kuZelosec-
ku. Podobné mame-li bodové rady na ruznych primkach p, q a
projektivni zobrazeni jedné na druhou, které neni perspektivni,
pak spojnice jednotlivych bodi s jejich obrazy jsou pravé vSechny
tecny nékteré kuzelosecky.

V projektivni geometrii mluvime vzdy pouze obecné o kuze-
losecce, nikoliv o elipse, parabole ¢i hyperbole. Jednotlivé typy
kuzelosecek se totiz lisi podle svého vztahu k nevlastni piimce.
Elipsa neméa s nevlastni pfimkou spole¢ny Zadny bod, parabola
mé jeden (nevlastni bod osy) a hyperbola dva (nevlastni body
asymptot). V projektivni geometrii neodliSujeme nevlastni pfim-
ku od vlastnich pfimek ani nevlastni body od vlastnich, takze
nemuzeme typy kuZelosecéek rozlisit. Pokud bychom jednu primku
prohlasili za nevlastni pfimku a vSechny body s ni incidentni za
nevlastni body, potom bychom ziskali geometrii afinni; v ni uz lze
typy kuzelosecek rozlisit.

Vykladat projektivni geometrii lze v zdsadé dvéma zpiisoby.
Stylové Cisty je ten, pfi némz predstirdme, Ze jsme dfive nic o geo-
metrii neslySeli, a vSechno odvozujeme primo z axiomi. Druhy
zpusob pak prece jen stavi na nasSich predchozich znalostech. Ma
napriklad tu vyhodu, Ze se pfi ném miZe pouzivat pojmu dvojpo-
méru.

Mé&jme pfimku a na ni kartézskou soustavu soutfadnic (kazdy
bod A ma pravé jednu soufadnici z4). Jsou-li A, B, C tfi ruzné
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body této primky, pak délici pomér bodu C vzhledem k bodim
A, B, oznatovany (ABC), je

(ABO) = 224
o — TR

Jsou-li nyni A, B, C, D ¢tyfi rizné body na zminéné piimce,
pak jejich dvojpomér, znaceny (ABCD), je ‘

(ABCD) = (A—B-Q
(ABD)

Moment, feknete. Tady se mluvi o délkach usecek, takze co
to m& spoletného s projektivni geometrii? Je to zvlastni, ale
dvojpomér je invariant projektivnich transformaci. Promitame-li
totiz (navzajem ruzné) body A, B, C, D na pifimce p stfedovym
promitanim na pfimku ¢, pak pro jejich praméty A', B’, C', D’
plati (A'B'C'D') = (ABCD). Dokazal to Pappos z Alexandrie
a podle ného se toto tvrzeni nazyva Pappova véta. Pomoci
dvojpoméru lze zjednodusit diikazy mnohych vét, které by se vsak

.o

bez jeho pouziti daly dokazat také, ale znacné slozitéji.

Kdo vnikne do axiomatické projektivni geometrie, oceni ji jako
krasnou teorii vytvorenou témér z niceho.

Tato teorie mé vSak i jiné modely nez projektivni rovinu tvore-
nou -viemi vlastnimi i nevlastnimi body roviny a vSemi pfimkami
roviny véetné nevlastni. Miizeme vzit pouze nékteré body a nékte-
ré primky. Méjme v roviné kartézskou soustavu souradnic. Vlast-
ni bod nazveme raciondlni, jsou-li obé jeho souradnice racionélni
¢isla. Vlastni pfimku nazveme raciondlni, jestlize ji lze vyjadrit
rovnici ax + by + ¢ = 0, kde a, b, c jsou ¢isla racionalni. Nevlastni
bod je racionélni, je-li nevlastnim bodem racionalni pfimky. Ko-
necné nevlastni pfimka je racionalni. Omezime-li se na racionalni
body a racionélni pfimky, dostaneme model projektivni geomet-
rie, ktery ma spocetné mnoho bodi i prfimek, a ty jsou skuteéné
body a pfimkami projektivni roviny.

Existuji i modely s kone¢nym poc¢tem bodu a primek, takzvané
kone¢né projektivni geometrie. Jejich ,body“ a ,primky“ vSak



80 BOHDAN ZELINKA

nelze interpretovat jako body a primky v obvyklém smyslu.
Nejmensi takovyto model mé sedm bodi a sedm primek. Body
jsou ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 a pfimky jsou tfiprvkové mnoziny
{1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7}, {2,4,7}, {2,5,6}, {3,4,6}, {3,5,7}. Bod je
incidentni s primkou, je-li jejim prvkem. MiiZete si sami ovérit
platnost jednotlivych axiomi.

V konec¢né projektivni geometrii je pocet bodl incidentnich
s libovolnou primkou i pocet primek incidentnich s libovolnym
bodem stejny. Odeéteme-li od ného jednicku, dostaneme (islo,
které se nazyva rad této geometrie (pro¢ tu jednicku od¢itame,
to by bylo dlouhé vysvétlovani). N4§ uvedeny priklad je koneéné
projektivni geometrie fadu 2, protoze kazdy bod je incidentni
s tfemi primkami a kazd4 primka je incidentni s tfemi body. Je-li
r ¥a4d, pak pocet viech bodi i pocet viech piimek je 72 +r + 1.

Nékdy se zkoumayji i kone¢né projektivni geometrie nespliujici
Desarguestv axiom. Ty, které jej spliuji, takzvané desarguesovské,
mohou mit pouze rad tvaru p™, kde p je prvocislo a n je pfirozené
¢islo. (Souvisi to s Galoisovymi télesy v algebre.)

V algebre lze brat projektivni geometrii (i nekoneénou) jako
svaz. Jeho prvky jsou body a primky a dale pfidany nejmensi a
nejvétsi prvek. Nejmensi prvek lze interpretovat jako prazdnou
mnozinu, nejvétsi prvek jako celou rovinu. Spojeni dvou boda je
jejich spojnice, jejich prisek je prazdnd mnozina. Spojeni dvou
piimek je celd rovina, jejich prusek je jejich prusecik. (Ejhle
terminologie!) Je-li bod A incidentni s pfimkou p, pak spojeni
bodu A a primky p je pfimka p, jejich prisek je bod A; v opac¢ném
pripadé jejich spojeni je celd rovina a jejich prisek je prazdné
mnozina.

Projektivni geometrie takto prolina do dalsich oblasti matema-
tiky.



