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O EXPERIMENTU SE SPOJITOSTI FUNKCE
NA STREDNI SKOLE

PETR EISENMANN

Otazka zarazeni a zplsob zavedeni pojmu spojitost funkce do
vyuky matematiky na stiedni Skole vzdy byla a je diskutovanym
problémem. Ve svém prispévku chci ukazat, Ze kromé prinosu pro
dale prezentovanou latku (formulace a dikazy nutné a postacu-
jici podminky existence lokalniho extrému diferencovatelné funk-
ce, zavedeni Riemannova integralu pro spojité funkce a pod.) lze
pojem spojitosti funkce vyuZzit i ke zdokonaleni funkéniho my-
sleni studenti, k propedeutice limitniho procesu a ke spravnému
vnimani matematickych a fyzikalnich modelti. Jednou z moznosti
takového vyuziti je diskutovat se studenty o spojitosti funkénich
zévislosti z okolniho svéta, technické praxe, ostatnich prirodovéd-
nych disciplin a pod. Popis nasledujiciho experimentu necht slouzi
jako soubor namétt k takové diskusi.

V ramci ¢tyT ro¢nikt Letni $koly mladych matematiki a fyzikt
v Krupce u Teplic, poradanych v minulosti fadu let pobockou
JCSMF v Usti nad Labem a katedrami matematiky a fyziky PF
UJEP v Usti nad Labem, jsem v letech 1987 az 1990 proved]
nasledujici experiment. StfedoSkolskym studentiim (celkové se
jednalo v pribéhu Cétyr let o priblizné 150 divek a chlapct ze
v8ech ro¢nikl gymnazii) jsem dal po struéném ,zavedeni“ pojmu
spojitost funkce na intervalu (grafem takové funkce je kiivka,
kterou jsme schopni nakreslit na papire bez zvednuti tuzky —
neni nikde na tomto intervalu ,pretrzeni“), vysvétleni pojmu
bod nespojitosti funkce a po nékolika obvyklych prikladech tuto
instrukci: ,,Vymyslete do zitika co nejvice prikladi funkci, které
popisuji zavislost veli¢in z okolniho svéta, z praxe, z rlznych
védnich obori. VZdy rozhodnéte, zda je dana funkce spojita ¢i
nikoliv. Zamérte se na hledani funkci nespojitych.“

Vynecham zde popis tohoto experimentu, zptisob bodovani,
kterym jsem hodnotil predlozené priklady i jejich odtivodnéni, at-
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mosféru diskusi i jejich dalsi pokracovani. Nechci vzhledem k ma-
lému poctu ucastniki i vzhledem k tomu, Ze se jednalo o nadpri-
meérné talentované studenty (vitézové riznych kol matematickych
a fyzikdlnich olympidd) délat zadné zavéry o predstavich spoji-
tosti d&ji v myslich stfedoskolskych student. Nasledujici radky
uvadim pouze jako ndmét pro podobné diskuse se studenty.

Z priblizné dvou set kvalitativné riznych prikladi funkei, které
studenti udali jako nespojité, jsem vybral deset nejtypictéjSich
reprezentant. V mirné upravené podobé je nyni uvadim.

(1) pocet vlasti na hlavé v zavislosti na case

(2) pocet stromli na Gzemi tvaru kruhu s pevnym stiedem
v zavislosti na zvétSujicim se poloméru

(3) poplatek za prepravu baliku Ceskoslovenskou postou v z4-
vislosti na jeho hmotnosti

(4) rychlost jedouciho automobilu v zavislosti na ¢ase (bod
nespojitosti — okamzik narazu na kolmou sténu)

(5) pocet lidi v CSFR v z4vislosti na &ase

(6) délka kovové tycée v zavislosti na jeji zvySujici se teploté
méfena vzdy pri zvySeni teploty o 1 °C

(7) objem vody v nadobé, do které kape, v zavislosti na case

(8) odstredivé zrychleni jedouci lokomotivy v zavislosti na
draze (bod nespojitosti — misto prechodu rovnych koleji
do zatacky)

(9) télesna vyska ¢lovéka zaokrouhlend na mm v zavislosti na
tom, kterého ¢lovéka na Zemi mame na mysli

(10) svételny tok zareni od Zarovky v zavislosti na Case (bod

nespojitosti — okamzik zhasnuti Zarovky)

Vyslovim nyni stru¢né hlavni zavéry diskuse k jednotlivym
skupindm uvedenych priklad.

U prikladta dislo 9 a 6 jde o omyl. Studenti vychdazeli
z obrazkl graft téchto funkci (obr. 1). Uvedeni danych zavislosti
jako funkci neni chybou, nebot funkci se tehdy v gymnazidlnim
uéivu matematiky rozumeélo zobrazeni libovolné mnoziny do R.
Chybu studenti udélali v tom, kdyZz si neuvédomili, Ze pojem
spojitost funkce jsme zavedli pouze pro funkci definovanou na
intervalu.
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Obr. 1

U priklada ¢islo 8 a 4 je nutné si uvédomit rozdil mezi
redlnym déjem a jeho fyzikdlni idealizaci. Nespojitost funkce
z prikladu 4 zdtivodnovali studenti timto grafem.
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Obr. 2

Namitka proti tomu byla nasnadé: Mérime-li rychlost auta v v jeho
t€zisti, bude graf vzhledem k deformacim vozu vypadat takto:
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Obr. 3
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Dokonalej$i interpretaci popsaného déje muze poskytnout fyzika,
kdyZz hovoii o dokonale nepruzném ndrazu dvou hmotnych bodi
o hmotnostech m; a msy. Pro nasi situaci bude zfejmé m; « mso.
Graf uvazované funkce by pak mohl vypadat takto:
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Obr. 4

Principidlné stejna je situace u prikladu 8, kde studenti zdtvod-
novali nespojitost udané funkce pomoci nasledujiciho schématu a
odpovidajiciho grafu (pro jednoduchost je rychlost lokomotivy v
uvazovana jako konstantni).
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Obr. 5
Obrazek grafu funkce odpovida ale opét pohybu idedlniho ,bez-
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rozmérného“ hmotného bodu.

U prikladu ¢islo 10 hraje roli fyzikalni podstata popisované-
ho déje. Studenti argumentovali obrazkem grafu, se kterym bude,
uvazujeme-li stejnosmérny proud, vice méné kazdy v prvni chvili
souhlasit:
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Obr. 6
Uvédomime-li si ale, Ze svételny tok zareni od Zarovky zavisi
na teploté jejiho vldkna a Ze vypnutim proudu vyvoldme vznik
indukovaného napéti ptisobiciho proti zméné, nakreslime jiz graf
jinak:

oN

o ome S S c— G— — —— ol

t, t
Obr. 7
U priklada ¢islo 1, 2 a 5 se nedd s nespojitosti udanych
funkci nesouhlasit. Jedn4 se vzdy o poéet néjakych prvki (vlasy na,
hlavé, stromy, lidé v CSFR) v z4vislosti na ¢ase ¢&i velikosti tizemi,
kde se prvky vyskytuji. Priklady tohoto typu byly nejcastéjsi.
Diskuse se spiSe tocila okolo problému, jak funkci jednoznacéné
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zadat. Co to tedy znamena, ze ¢lovék X v CSFR v okamziku t;
skuteéné je (okamzik prichodu na svét (?) atd.), co lze pokladat
za vlas (poCet mm nad kofinkem), kdy fekneme, Ze strom S stoji
v néjakém kruhu (tézisté prufezu pul metru nad zemi) a podobné.

Jako velice zajimavou a pro mysleni studentt prinosnou hodno-
tim diskusi, kterd se u prikladi tohoto typu vzdy objevila a ktera
zalala spontannim dotazem studenti, zda musi takova funkce (na-
priklad ta z prikladu ¢islo 5) ,skocit“ vzdy jen o jednicku ¢i zda
muze skoéit i o vic. Pfi diskusi nad timto problémem jsme tedy
napiiklad fesili otdzku, zda se mohou dva lidé v CSFR narodit
soucasné (a co to vlastné znamena (!) ), zda mohou dva lidé opus-
tit na hranicich nas$i republiku soucasné (a co to vlastné znamena
(!) ) a podobné. Dostali jsme se tedy k problému soucasnosti dvou
udalosti. Budeme-li interpretovat cas jako redlnou proménnou a
casovy okamzik jako realné ¢islo, dostaneme se az k problému rov-
nosti objekti a tedy i principu identity. Casto jsem zde vyuzival
Zichovu knizku [1], z niZ jsem v této souvislosti citoval Leibnizovu
formulaci principu identity i jeho Wittgensteinovu kritiku.

Na konec jsem si nechal priklady ¢&islo 3 a 7. S nespojitosti
funkce z prikladu 3 Ize souhlasit; studenti tehdy udavali nasledujici
graf.
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Obr. 8
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Tento priklad se lisi od ostatnich (zejména téch fyzikalnich) tim,
ze zde mame zcela jasno v urdeni funkéni hodnoty v bodech
nespojitosti (samozrejmé pouze teoreticky — na trovni postovniho
predpisu).

Reprezentantem zcela zvlastni skupiny zavislosti byl priklad
¢islo 7, na némz je hezké to, Ze nespojitému déji, ktery popisuje
(kapani), mohl predchazet déj spojity (souvisly pritok vody do
nadoby). Studenti kreslili tento graf:
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Obr. 9

Autori tohoto prikladu méli objemem V na mysli objem néplné
nddoby bez ohledu na tvar této ,naplné“ (nikoli tedy jen s rovnou
hladinou).

Zavérem chci uz pouze podotknout, Ze vSechny tyto diskuse
byly vétSinou velice spontanni, poutavé a i pro mne velmi pou¢né
a vzruSujici. Domnivam se, Ze jejich prezentace ve vyuce miiZe
znamenat prinos pro zdokonaleni funkéniho mysSleni studenti,
propedeutiku limitniho procesu a spravné vnimani matematickych
a fyzikélnich modeli.
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