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‘ Matematické vzdéldavani I 295

NEKOLIK METODICKYCH POZNAMEK

JAN MARIK

Dokonceni z minulého éisla

Diferencialy

Zde je situace ponékud tristni. Oblibeny postup je beznadéjné
nespravny. Pro¢ je mozno psat df(x)/dx, ale ne df(2)/d2? Je
df (—z) diferencial funkce f v bodé —z nebo diferencial funkce
g(z) = f(—z) ? Je dovoleno psat 1/dx ? Kde je zdroj vSech téchto
nejasnosti? Pokusim se odpovédét na posledni otdzku na zakladé
chyby, ktera se objevila v jedné ¢eské ucebnici. Autor pise: ,Necht
x je realné Cislo a f je funkce diferencovatelnd v z. Definujeme
linedrni funkci df (z) ustanovenim (df (z))(h) = f'(x) - h pro kazdé
redlné ¢islo h. Vezmeme-li f(z) = z, pak obdrzime (dz)(h) =
h.l Tedy v obecném piipadé (df(z)(h)) = f'(z) - (dz)(h) =
(f'(z)dx)(h), tudiz df(z) = f'(z)dz (rovnost mezi linedrnimi
funkcemi).“

Chyba je zde zaloZena na ¢emsi podobném optickému klamu.
Symbol df (x) oznacuje diferencial funkce f(z) v bodé z, tedy musi
byt éten (df)(z). (Néco jako napt. d(f, z) by bylo méné zavadéjici.)
Tedy: v df (x) neni Zddné f(z). Neni tfeba zdirazhovat, ze diferen-
cidly objevujici se v integralech jsou néco jiného. Abychom si to
uvédomili, piSme z = r cosp, y = rsiny, dx = cos pdr—r sin pdp,
dy = sin@dr + rcos@dp. Co je nesprdvné ve vzorci drdy =
sin ¢ cos ¢(dr)? +r((cos )% — (sin p)?)dr dp —r? sin ¢ cos p(dp)? ?
Pro¢ ho nemuiZeme pouzit, jestlize si prejeme vypocitat inte-
gral pomoci polarnich soutadnic? Pro¢ nemtizeme reSit rovnici
P(z,y)dz+ Q(z,y)dy = 0 uzitim [ P(z,y)dz+ [ Q(z,y)dy =c?

Pokusil jsem se ukazat, Ze kdyZz pouZivame diferencidly, pak
predkladdme mnoho konvenci a ,licenci“, kterym studenti na
této trovni nemohou rozumét. Teoreticky by vylepseni bylo velmi
jednoduché: nemluvit o diferencidlech, ty vedou ke komplikacim

1 Vidime, Ze dx je identické zobrazeni realnych &isel.



296 l Matematické vzdélavdni I

(fedeno zdvorile). My vSichni vSak vime, Ze ucebnice z fyziky
a techniky jsou naneStésti zamoreny diferencidly vSech typt
a tak je nemiZeme pominout. PoZadovali jsme opravnit néco
neopravnitelného. Jak resit tento problém — nevim.

Neurcité integraly

Zde je situace srovnatelnd se situaci u diferencidli. Predpo-
kladejme, ze f je polynom. Otdzka ,co je [ f(z)dz“ (nebo ja-
kékoli jiné znacCeni) se muze zdat malichernd. Ale co je napf.
el 24z 4 [ 1% dz? Nechci tim naznagit, ze by bylo obtizné definovat
néco jako toto, ale zastdvam nézor, Ze studenti analyzy by takovou
definici neocenili (ja také ne). Podle mych zkuSenosti prakticky
zadny student nedokaze vysvétlit, jak je mozné, Ze ziskal 0 = 1,
kdyz vySel ze vzorce [ f'g = fg— [ fg' pro funkce f a g takové,
ze f(x) = g(x) = 1 pro kazdé x.

Postup naznaceny v oblibenych ucebnicich vytvoril iluzi, Ze
[ f(z) dz je ,neurtity integral bez integracni konstanty“. Takova
,definice“ selze, dokonce i kdyz f je polynom; mame napr.
(z+1)? = [2(z +1)dz = [2zdz + 2 [ dz = 2? + 2z (na obou
stranach mame ,neurcité integraly bez integra¢ni konstanty“).

v’

MiZeme ziskat mnohem presvédéivéjsi priklad, kam nestastné
yneurCité integraly“ mohou vést, kdyz ,pouzijeme substituci®.

Napf., [2sinzcoszdz = [sin2zxde = 1 [sinvdv = —5 cosv =
— 3 cos2z, aviak substituce w = sinz d4 [2sinzcoszdr =
J 2w dw = w? = (sinz)?, tedy (sinz)? = —3 cos 2z.

Ale vse toto je témér zanedbatelné, kdyZ to srovname s ji-
nymi problémy spojenymi s ,neuréitymi integraly“. Co by mélo
znamenat [ %7 Vzorec jako [ % = —1 + ¢ (z # 0) naznalu-
je néco, co neni pravda; ukazuje, ze zvlasté, kdyz f je funkce
takové, Ze f'(z) = Z; pro kazdé z # 0, pak existuje c tak, ze
flz) = —% + ¢ pro kazdé = # 0. (Analogické ,véty“, spojené se
vzorcem [ % = In|z| + c, je &asto uzivano v kapitoldch o diferen-
cidlnich rovnicich.) Myslim si, Ze kaZdy student, u&ici se o deriva-
cich, by mél védét, ze funkce f, definované predpisem: f(z) = —%
pro z < 0, f(z) = —1 + 2 pro z > 0 spliiuje vztah f(z) = J5 pro
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kazdé x # 0. Vzorec

/ de = larct (2tg z)
1+ 3(sinz)?2 2 SASHE

je, v jistém smyslu spravny, kdyz ho vSak uzijeme pro vypocet

integralu
/ N dx
I = ——r,
o 14 3(sinz)

dostaneme I = 0 (to je samoziejmé nespravné, ponévadz integro-
vand funkce je kladnd).

R&d bych zdiraznil, Ze podobné obtiZe nejsou nijak vyjimec-
né. Predpokladejme, Ze R je racionalni funkce dvou proménnych
takovych, Ze R(sinz,cosz) ma smysl pro kazdé realné x. Necht
f(x) = R(sinz,cosz) (r € (—o0,)), [ = fozTr f. Predpokladejme
dale, ze I # 0. Aplikujeme standardni metodu a dostaneme funkci
S takovou, ze F(z) = S(tg3), splijici vztah F'(z) = f(z) pro
kazdé xz € (—m, 7). Tedy [ = F(n—)—F((—7)+) = lim, 0, S(2)—
lim,_, o S(2); nikdy v8ak nemtZeme vypocitat I na zakladé me-
chanické aplikace ,zakladni véty matematické analyzy*, uzivajici
F jako ,neurcity integral“. Tento priklad ukazuje, Ze musime na-
Se studenty trénovat, aby vénovali pozornost tomu, kde je vzorec
platny, aby naSe vzdélavaci asili mélo viibec néjaky kladny ucinek.
Mnoho studentt si pravdépodobné predstavuje, ze ,,proménna“ je
jednoduse , jista véc“ a tedy odpovi na otdzku jako: ,Pro kterad
T je vzorec j = - = 2?:0 ™ platny“ tim, Zze fekne: ,Nerozumim
tomu, co chcete“. Jestlize studenti analyzy napt. derivuji bez va-
hani funkeci In(In(sin z)), pak odpovidajici tsili (jeho i nase) bylo
pouze plytvanim energie.

Mimochodem, musime Fadné vysvétlit rozdil mezi f a f(z).
Studenti musi v&dét, Ze slova jako ,,funkce 23 —2“ jsou pouze slovni
zkratkou pro napf. ,funkci f, definovanou vztahem f(z) = 23 —2
pro viechna realnd z“. (Myslim si, Ze takové vysvétleni je i na této
trovni jednodussi, neZ spravné znaceni (z3 — 2) (z € (—00,00)).
Ale, vSeobecné, bychom neméli psat f(z) namisto f, jestlize pro
to nemame zvlastni divod. |
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V souvislosti s ,neuréitymi integrily“ mame opét dobrou
prilezitost pozorovat vysledky naSeho vycviku. Kazdy vi, Ze
[ % = In|z|. (Nebo bych mél psét In|z| + ¢? Bylo by spravné,
kdybych psal b namisto c?) AvSak ne kazdy uz vi, jak derivovat
funkci In |z|. Podobné: kazdy vi, ze (1+ 3z3)e”” je derivace funkce
ze®, ale ne kazdy uz umi dokazat, ze [(1 + 31‘3)6933 dz = ze® .

Nasi studenti nékdy davaji smésné otazky jako: ,Jak mizZete
integrovat, kdyZ neuzivate znak [?7“ R4d bych zdiiraznil, Ze je
to nejen mozné, ale obvykle i jednodus$i. Jestlize si zavedeme
pomérné neskodnou licenci, Ze miZeme pséat (f(z))’ namisto f'(z),
muzeme nahradit ,zdhadné“ formule

/a:cos:vdxzxsina:—/1-sinwdx:a:sina:+cosx

vzorcem
zcosz = (zsinz)' —1-sinz = (zsinz + cosz)’ .

Tedy nepotfebujeme integraci per partes, potfebujeme pouze vétu
o derivaci soucinu s nékolika pokyny o jejim uziti v konkrétnich
pripadech. Podobné nepotiebujeme vétu o substituci, pouze po-
tfebujeme pravidlo pro derivovani slozené funkce, a nékteré do-
vednosti ve vyjadieni funkce ve formé f'(g(z)) - ¢’(z). (Mame

1 1 1 (m)’z (1act 7r),
—_— = — — —ar —
4+22 41+ (2/2)2 \2 g M6 3

pro z € (—00,00); podobné

el
zlnz Inz

(Inz) = (Inlnz)’

pro z > 1 atd.). Méli bychom si také uvédomovat, jak obtiZzné je
vysvétlit vyznam vzorce jako

/a:e‘”d:vza:e“’—/emdx
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) 1 .
/sm2:1:dx= E/smudu

(u = 2z) bez pouZiti toho, co si pfejeme dokazat.

nebo

Mechanicky postup muze vytvaret rtizné iluze. Jednou z nich
je, ze ,kazdou funkci lze integrovat“. Zvlasté substituce mohou
byt povazovany v této souvislosti za ,,vSelék“. Tedy se miize pri-
hodit, Ze student (pravdépodobné podvédomé) véfi, Ze ,mizeme
vypoditat kazdy integral“, ale neni schopen integrovat (1 + z2)~2.

Situace je komplikovana skute¢nosti, Ze mame také funkce tva-
ru [ f, kde z je proménnd a [ je ,urcity integral‘ (napf. Rie-
mannuv integral). Pak mame neurdity integral a neurcity Rie-
manntv integral. Pravdépodobné by nebylo prili§ nebezpec¢né pro
studenty technickych véd poplést tato dvé oznaceni. Ale byl jsem
Sokovan zkuSenosti v tomto sméru s dobrou skupinou postgradual-
nich studentti. Setkal jsem se s velkym mnozstvim povér. Ukazal
jsem, Ze derivace funkce F definované vztahem F(z) = z? cos ™2
(z # 0), F(0) = 0 neni lebesgueovsky integrovatelnd v [0, 1]. (Je
jednoduché zjistit, ze F je diferencovatelnd v (—oo, 00).) Studenti
védéli, ze kazda funkce spojita v (0, 1) je zde lebesgueovsky inte-
grovatelna, prekvapivé vSak vétsina z nich nebyla schopna z této
skute¢nosti vyvodit, Ze F' nemuizZe byt spojita v [0,1] . Pak jsem
zjistil, Ze pouze malo z nich je schopno formulovat ,zékladni vétu
matematické analyzy“. Tedy jsem jim dal tento domaéci tkol:

(H) Necht F' je funkce takovd, ze F' je omezend v [0,1]. Necht
U (resp. L) je horni (resp. dolni) Riemanntv integral funkce F’
v (0,1). Ukazte, ze L £ F(1) — F(0) S U.

Samoziejmé nikdo nemél s ikolem Zadné potize. (Mame F'(1)—
F(0) = 0 (Flz;) — Fl@jo1) = X0y F'(es)(@; — 25-1) £ U
pro libovolné z;: 0 = zp < 73 < -+ < z, = 1; vyznam
c; je samoziejmy.) Ale posléze mnoho studentti mélo problémy
s nasledujici vétou: Necht F' je takova funkce, ze F’ existuje
(v8ude) v [0,1] a necht F’ je riemannovsky integrovatelna pies
[0, 1], necht M je jeji Riemanntv integral. Pak M = F(1) — F(0).

Kazdy z téchto studentid védél, Ze funkce, kterd je spojitd
v [0,1], je riemannovsky integrovateln4; nikdo se nezdal byt
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prekvapen, Ze v dfive uvedeném domécim tkolu (H) jsem mluvil
o L aU (které ukazuji, Zze F nemusi byt riemannovsky integrabilni,
dokonce i kdyZ je ohraniCend), ale vzdor tomu vSemu nékteri
studenti stale opakovali, Ze kazda derivace je spojita. Toto byla
pro mé psychologickd zadhada. Také jsem slySel od studenti, Ze
kazda derivace (jestlize existuje na kompaktnim intervalu) je
zde ohrani¢end a Ze derivace je spojita, jestlize je ohranifena.
Jeden z nejlepSich studenti dokonce prohlaSoval, Ze neurcity
Riemannniv integral je vidy diferencovatelny (a aplikoval toto
na funkci, kterd byla riemannovsky integrovatelna, ale nespojitd).

Na elementarni Grovni bych neuzival slovo ,neurcity integral®
viubec, mluvil bych pouze o primitivnich funkcich. Méli bychom
si také klast sami sobé otdzku, zda je nutné mluvit o Rieman-
nové integralu. Je jasné, ze si s tim nevysta¢ime (né€kdy po-
tfebujeme fol %). Je také jasné, ze potfebujeme védét, Ze sou-

Cet Z;'l:l f’(Cj)(.’L‘j = .'L‘j_l) je bliZk}” k f(.’l?n) - f(.’l)o), jestliée
2o S ¢ Sxp £ S o1 S ¢ £z, a déleni je jemné a f’
je spojitd v [zo,Zn,]; ale pro toto nepotfebujeme Riemanniiv in-
tegral. Existuje mnoho ,lepSich“ (nefikdm obecnéjsich) integrald.
Navrhuji nasledujici definici: (kone¢nou) funkci f nazyvame in-
tegrovatelnou v [a,b] tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje koneéna
mnozina S a funkce F' spojitd v [a,b] takovd, Zze F'(z) = f(z)
pro kazdé z € (a,b) — S. Pak definujeme f:f = F(b) — F(a).
(Je jednoduché si uvédomit, Ze rozdil F'(b) — F'(a) nezavisi na vol-
bé funkce F' s témito vlastnostmi. Mimochodem, f nemusi byt
definovdna v S.) S analogickymi predpoklady mizZeme definovat
[7° f = limy00 F(z) — F(a). Takto se mizeme zbavit nevlastnich
integrala.

Kone¢né bych rad zdtraznil, Ze v kursech analyzy pro vyso-
koskoldky bychom jim neméli zatajovat nedostatky Lebesgueova
integralu. Tyto nedostatky jsou nejlépe patrné, kdyz pracujeme
na realné primce. Jak jsme se zminili, F’ nemusi byt lebesgueov-
sky integrovatelnd v [0,1], dokonce i kdyZ F je diferencovatel-
nd v (—o00,00); f0°° sinz Jr neexistuje jako Lebesguestv integral;

T

funkce f spojita v (0, 1) takova, Ze lim_,o f: f = 0 nemusi byt le-
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besgueovsky integrovatelna v (0, 1) atd. Na druhou stranu bychom
méli zdliraznit, Ze kdyz F' je spojitd na [0, 1], diferencovatelnd na
(0,1) a jestlize Lebesguetv integral [ F’ existuje, pak je roven
F(1) — F(0).

Taylorova véta

Zde bychom se opét méli ptat, kde ji potfebujeme. Podivejte
se na Sample Final Exam, Math 215, 5b): Pouzitim Lagrangeova
tvaru zbytku v Taylorové rozvoji funkce -;; okolo bodu 10, udejte
odhad chyby, kdyz uzijete -1% - %z + 'i(‘l)jg', jako aproximaci ¢isla
Tlf. Toto zajisté neni dobry priklad jeji uzitec¢nosti.

Zajisté nemusim mluvit o teoretické diilezitosti Taylorovy véty.
Mimo jiné mize byt uzitecna pro numerické odhady, napr. vyrazu
f(x)—f(a)—(x—a)f'(a). Avsak, pro obecné n je obvykle jednodus-

k
51 odhadnout f(z) — Y 1o f (k)(a)gm—;;ZL na zdkladé vySetfovani
k
Yobentr d (e} (a)gic—_k—!“L neZ uzitim Taylorovy véty.
n_2n
Vzorce jako cosz = 3o % nebo (1+z)*=Y ", (2)z™

mohou byt dokdzany velmi jednoduse, kdyz pouzijeme vétu o deri-
vovani mocninné fady a zéklady linedrnich diferencialnich rovnic.

- o —1)ng2n+l —1)" 2"
Napf. necht f(z) = Yoo, g——(%ﬁl—)!—, glz) = Y -, &)
(z € (—00,00)). Derivovanim ¢&len po ¢lenu dostaneme f' = g,

g = —f,tedy f"+f = 0. JelikoZ c-cos +d-sin je obecné feSeni rov-
nice y"' +y = 0, existuji konstanty c a d takové, ze f = c-cos +d-sin.
Ziejmé je 0 = f(0) = ¢, 1 = g(0) = f'(0) = d - cos0 = d, tedy
f =sin, g = f' = cos. Polozime-li h(z) = Y ooy (&)2™ (2| < 1),
zjistime, Ze h je feSenim rovnice (1+ z)y’ = ay atd. Tedy pro tyto
ucely o zbytku hovorit nemusime.

Mimochodem: je nebezpeéné vytvaret iluzi, Ze Taylorova rada
vzdy reprezentuje funkci v néjakém okoli odpovidajiciho bodu.
Podle mych zkuSenosti jsou vysokoSkolaci Casto prekvapeni, Ze
nulové funkce a funkce f, definovand vztahem f(z) = exp(—z~2)
(z #0), f(0) = 0, maji stejnou Maclaurinovu fadu.
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Znamkovani a domaci ukoly

Zde se setkdvame s problémy i v téch nejjednodussich pripa-
dech. Muze se napri. prihodit, Ze student se pokousi zodpovédét
nasledujici otazky: '

1. Jetada 3.7, ymmy» konvergentni?

2. Je Y o0, o)z konvergentni?

Predstavte si, ze piSe:

Rada v 1. je konvergentni podle integralniho kritéria (ma-

me (—X) = 31?1?5’ pro kazdé * > 1 a tato funkce kles4

Inz

v (1,00) alimz 00 (—2=) = 0). Rada v 2. konverguje, ponévadz

Je jasné, Ze pominul to podstatné a za reSeni si nezaslouzi
kladné hodnoceni.

Navic byva zvykem klasifikovat stejné ,nespravné reSeni“ a
»,zadné reSeni“. Pro stavitele mosti je ovSem mnohem vyznam-
néjsi, kolik jeho mostl spadlo, nez kolik ne. Tedy, kdyz dame 0
bodi za Zadné reSeni, méli bychom davat zaporné body za ne-
spravné reSeni.

Je také otazkou, jak znadmkovat doméci tkoly. Myslim si, Ze
je neudinné vracet studentiim jejich domaci tkoly se znamkou 2
bez dal$iho komentare. Kazdy domaéci kol by mél byt navricen

s otazkami (a snad i radami) a méli bychom vyZadovat opravy
chyb.

Nejdulezitéjsi véc je, samoziejmeé, vybér zadavanych problémi.
VétSina studenti nerozumi uloze ,Najdi obecné reSeni rovnice
y" —y' — 6y = 0“. (To nemé pfili§ mnoho co délat s otdzkou,
zda uméji ¢i neuméji napsat spravny vzorec). Méli bychom také
zadavat ukoly jako toto: Vysvétlete, co minime, kdyz fekneme, Ze
vyraz ce3® + de~2% je obecnym fefenim rovnice y" —y’' — 6y = 0
v intervalu (—o0, 00).
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Zavér

Nemiizeme obvinhovat studenty, Ze si preji pouze prezit. Budou
se ulit v prvni radé to, co je vyzadovano v domécich ukolech
a u zkousky. Bylo by plytvanim energie zdtraznovat, ze by si
méli pamatovat véty, ne pouze vzorce, kdyz zadavame jen ulohy,
v nichz jsou potfeba pouze vzorce. Méli bychom zadavat jasné
formulované matematické tlohy (jednoducha tloha je také loha).
Néco jako: reste diferencidlni rovnici

1 Y
t £ —
(gm+e)daz+(ylny+y2+1)dy 0

neni matematicky problém, dokonce i kdyz mnozi studenti by byli
pripraveni ji ,reSit“.

Jeden student mi fekl: ,,Definice mi nepomdahaji resit tlohy.“
Mél pravdu, samoziejmé v jistém smyslu. Ale méli bychom
z takovych prohlaSeni vyvodit zavér, Zze tlohy, které zadavame,
jsou vybrany Spatné.

Méli bychom cvi¢it od zac¢atku studenty, aby rozuméli vyrokim
obsahujicim slova ,pro vSechna ...“ nebo ,pro nékteré ...“ (=
sexistuje ... takové, Ze“). Musime zacit s nééim jednoduchym,
bylo by beznadéjné vnucovat definici spojitosti studentovi, ktery
neni schopen porozumét pojmu ohrani¢ené funkce. Ale myslim
si, Ze kazdy student by mél byt schopen pochopit rozdil mezi
vyrokem ,Pro kazdého Zenatého muze existuje Zena, ktera je jeho
manzelkou* a ,Existuje Zena, kterd je manzelkou vSech Zenatych
muzi“. Dalsi ¢asta chyba je, Ze nasi studenti si ¢asto predstavuji,
7e vyrok jako ,pro kazdé A ...“ definuje jisté A, a tedy rik4 néco
analogického jako ,Kazdy student ma své studijni ¢islo. On mé
modré oci.“

My, ucitelé, si nékdy stézujeme, Ze stfedoskolaci jsou ,nezre-
telni“. Toto by nas nemélo prekvapovat, protoze my sami po nich
nezadame, aby vyrazni byli. Zlepsili bychom stav, kdybychom za-
vedli astni zkouSeni. JestliZe neposlouchame odpovédi nasSich stu-
dentd, neuvédomujeme si plny rozsah tohoto hororu. (Pisemné
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zkouSeni prispiva naSemu sebeklamani, Ze jsme studenty néco na-
ucili).

Rikal jsem na za¢atku, Ze nevim, jak zminéné problémy praktic-
ky feSit. Ale rdd bych dal alesponi jeden navrh. Zkou$ime naucit
studenty prili§ mnoha poznatkiim. Neni v lidskych silach udite-
le latku ,fadné“ vysvétlit (a samoziejmé, neni v sildch studentl
ji porozumét). Neminim tim, Ze naSi studenti by méli rozumét
napf. definici limity, ale myslim, Ze by méli mit dobrou intuitiv-
ni predstavu o pojmech jako je limita, derivace, soucet fady atd.
(Méli by védét, ze cosi jako ,soucet fady je soucet vSech jejich
¢leni“ nic nerika.) Setkal jsem se se studentem, ktery védél, Ze
z2y" +zy’' +y = 0 je Eulerova rovnice, ale nemél viibec piedstavu
o geometrickém vyznamu derivace. Dokéazal derivovat z sin z, ale
nikoli uz konstantni funkci.

V prvnich dvou letech budeme — pravdépodobné vzdy — muset
nahrazovat definice jen naznaky, vyslovovat véty bez dikazi nebo
nahrazovat dikaz ilustraci. Ale méli bychom byt svym zptisobem
diisledni. Zadny z nas netoleruje chyby jako 1—'% = %’—b, ale
zd4 se, ze mnozi z nas jsou lhostejni, kdyz si studenti pletou
A = B s B = A (Podivejte se na ¢ast o rovnicich.) Myslim
si, ze druh4 chyba je mnohem nebezpeénéj$i. Nékdo by mohl fFici,
ze priklady ukazujici, Ze vzorce bez vét nefunguji, jsou vytvorené
uméle. Toto, samoziejmé, je véci nazoru. J& bych naopak rekl, Ze
uméle vytvorené jsou priklady ukazujici, Zze vzorce funguji i bez
vét. Ale myslim si, Ze jeden z hlavnich pedagogickych problémi je
nalézt rozumny pomér mezi ,kladnymi“ a ,zapornymi“ priklady.
Je pravdou, Ze né€kdy ziskdme spravny vysledek i kdyZ jsou naSe
uvahy nespravné. Ale nedoporucéoval bych nase studenty v tomto
sméru vychovavat.



