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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 21. — 24. 4. 1996 se uskutecnilo na Gymndziu
v Bilovci celostatni kolo 45. ro¢niku Matematické olympiddy
kategorie A. Zvefejiiujeme zadani a feSeni uloh, seznam vitézi
a Uspésnych feSiteli. Soucasné zverejiujeme tlohy prvniho kola
pristiho ro¢niku Matematické olympiady, kategorii A, B, C, pro
Skolni rok 1996 — 1997.

Ulohy celostitniho kola 45. roéniku
Matematické olympiady
Bilovec, 21.-24. dubna 1996

1. JestliZe pro posloupnost (G (n)):;O celych &isel plati plati

G(0)=0
G(n)=n-G(Gn-1)) (n=123,...),

potom
(a) pro kazdé pfirozené &islo k je G(k) 2 G(k — 1),
(b) neexistuje pfirozené &islo k takové, 7ze G(k — 1) = G(k) =
=G(k+1).
Dokazte. (M. Englis)
ReSeni: (a) Po uréeni nékolika prvnich ¢lenti dané posloupnosti
si miZeme vSimnout, Ze pro malé hodnoty n je rozdil G(n)—
—G(n—1) bud 0, nebo 1. Toto tvrzeni (z kterého uZz plyne tvrzeni
(a) tlohy) dokaZeme matematickou indukei.
Proni krok. Pron =1je G(0) =0,G(1) =1-G (G(0)) =1,
tedy G(1) — G(0) = 1, tj. uvedené tvrzeni plati.
Druhy krok. Necht G(k) — G(k — 1) € {0,1} pro kazdé
pfirozené ¢islo k < n. Odtud predev§im plyne, ze 0 < G(k) < k
pro kazdé k < n, protoze G(0) = 0. Déle je

Gn+1)—G(n)=1+G(G(n—-1)) —G(G(n)).

Je-li G(n — 1) = G(n), je G(G(n—-1)) = G(G(n)), a tedy
Gn+1)—G(n) =1.
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V opalném piipadé je G(n) = G(n—1)+1,¢li G(G(n — 1)) —
-G (G(n)) =G(a) — G(a+1), kde a = G(n — 1) je nezdporné ce-
1é ¢islo neprevysujici n — 1, proto podle indukéniho predpokladu
plati G(a) — G(a+ 1) € {—1,0}. Tim je dikaz indukei uvedeného
tvrzeni a zaroven i dikaz tvrzeni (a) Glohy hotov.

(b) Postupujme sporem. Pfedpoklddejme, Ze existuje pfiro-
zené Cislo k, pro néz

Gk-1)=G(k)=G(k+1) = A.
Ze zadani ovSem plyne, Ze

A=Gk+1)=k+1-G(Gk)) =k+1—-G(A).
A=G(k)=k-G(Gk-1) =k —G(A),

takze
k+1=G(A)+A =k.

coZ je hledany spor, protoze k + 1 # k.
Dokéazali jsme, Ze prirozené ¢islo k, pro které by platilo
G(k —1) — G(k) = G(k + 1), neexistuje.

2. V prostoru je dan ostrouhly trojihelnik ABC s vy$kami
AP, BQ a CR. Dokazte, ze pro kazdy vnitfni bod V trojthelniku
PQR existuje ¢tyrstén ABCD takovy, Ze bod V m4 ze viech bodt
stény ABC nejvétsi vzdalenost (po povrchu Etyfsténu) od bodu D.
(P. Cernek)

Reseni: Necht V je pevny vnitini bod trojahelniku PQR
a predpoklddejme, Ze hledany &tyfstén ABCD existuje. Stény
ABD, BCD a CAD (prozatim nezndmého) ¢&tyisténu ABCD
sklopime do roviny ABC. Dostaneme tak sit tohoto ¢tyfsténu,
ohrani¢enou lomenou ¢éarou AD;BD5;CDs;A. Nasim cilem bude
vybrat bod D tak, aby trojihelnik D;D;D3 byl ostrothly, ob-
sahoval trojihelnik ABC a aby bod V byl stfedem kruZnice mu
opsané. Plati totiz tvrzeni: Je-li S stred kruznice opsané ostroth-
lému trojuhelniku K LM, pak pro kazdyj jeho bod X # S plati

min{|XK|,|XL|,| X M|} < |SK| = |SL| = |SM|.



(Toto tvrzeni plyne z toho, Ze cely trojihelnik KLM je pokryt
tfemi kruhovymi vysecemi o stfedech K, L, M a poloméru |SK]|,
pritom kazdy vnitfni bod X # S trojihelniku K LM lezi uvnitf
jedné z nich.)

Potfebujeme tedy, aby prfimka AV byla osou tsecky D3D,
pfimka BV osou D;D, a pfimka CV osou D;Ds3. Musi proto
platit

14Dy Dy Ds| = 1 — |<BVC|,|<D;DsD;| = 1 — |[<CV A|,
I<ID3D1D2| =7 - IQAVBI

Diky tomu, ze V € APQR, jsou uhly BVC,CV A a AV B tupé
(staci uvazit Thaletovy kruznice s priméry BC,CA a AB), takZe
vnitini Ghly hledaného trojuhelniku D; Dy D3 jsou znamé a ostré.
MizZeme tedy sestrojit libovolny trojahelnik D) D;D% podobny
neznidmému trojihelniku DD, D3, oznaéit V' stfed jeho opsané
kruZnice a na tfech polopfimkach s po¢atkem V', které prochazeji
stfedy stran D3D7,DiD5 a DjyDjy. sestrojit (dostateéné blizko
od bodu V') po fadé body A’,B’ a C’ tak, aby AA'B'C’ ~
AABC (zname velikosti thla V' A’B’ a V' A’C’). Pak lomena ¢ara
A'DIB'D,C'DjA’ ohrani¢uje sit néjakého Ctyisténu A'B'C'D’,
ktery je podobny hledanému ¢étyrsténu ABCD.

3. Je déano Sest triprvkovych podmnozin koneéné mnoziny X.
Dokazte, Ze prvky mnoziny X je mozno obarvit dvéma barvami
tak, aby Zaddna ze Sesti danych podmnozin nebyla jednobarevn4,
tj. neméla vSechny tfi prvky stejné barvy. (P. Hlinény)

ReSeni: Ozna¢me dané podmnoziny A, Ao, ..., Ag. Tvrzeni
dokdzeme indukci podle poc¢tu n prvki mnoziny X. Zac¢neme
s pfipadem n = 6. (Pokud ma& mnopZina X méné nez 6 prvki,
doplnime ji na Sestiprvkouvou priddnim novych prvki, které
nezméni mnoziny A;.) Protoze (3) = 20 > 2-6, existuje t¥iprvkova
mnozina Y C X, kterd se nerovna ani zadné z mnoZin A;, ani
zadnému doplhku X — A;. Obarvime-li prvky Y jednou barvou a
prvky X — Y barvou druhou, dostaneme ,spravné“ obarveni.

Nyni prfedpokladejme, Ze mnozina X ma aspon 7 prvki. Pak
existuje dvojice riznych prvki u,v € X, které spolu nelezi
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v zadné z mnozin A;. (Opravdu, existuje totiZ nejvyse 6 - (g) =
= 18 dvojic prvki, které patfi do nékteré z mnozin A;, zatimco
viech dvojic prvki z X je aspoit (7) = 21.) Tuto dvojici prvkd
u,v ,slepime“ do jednoho nového prvku w. Jinymi slovy, pokud
mnozina A; obsahuje prvek u nebo prvek v, nahradime ho prvkem
w. Dostaneme opét Sest tfiprvkovych podmnozin mnoziny X',
kterd mé o 1 prvek méné nez ptivodni mnozina X. Prvky mnoziny
X' miZeme podle indukéniho predpokladu ,spravné“ obarvit;
dédme-li prvkiim u, v barvu prvku w a barvy ostatnich prvka v X’
zachovame, dostaneme ,spravné“ obarveni mnoziny X. Tim je
dokazan indukéni krok, a tedy i tvrzeni ulohy.

4. Je dan ostry thel XCY a na jeho ramenech CX, CY po
radé body A a B tak, ze |CX| < |CA| = |CB| < |CY|. Popiste
konstrukci primky, ktera protind rameno C X a tisecky AB, BC po
radé v bodech K, L a M tak, ze plati |K A|-|Y B| = | XA|-|MB| =
=|LA|-|LB|#0. (P. Cernek)

ReSeni: Trojuhelniky ALK a BYL jsou podobné, protoze
|<LAK| = |<«YBL| (|CA| =|CB]J) a

|KA| _ |LB|
|ILA| — |YB]

(ze zadani).

Odtud |[<ALK| = |<BY L|. Analogicky z podobnosti trojahelniki
ALX a BML vyjde |<AXL| = |<M LB|. Protoze v8ak body M, L
a K lezi v pfimce, je také |<M LB| = |<ALK|. Potom |[<LY B| =
= |<ALK| = |<BLM| = |<AXL|. Nyni

|[<XLY|=|<«XLB|+|<«BLY|=
= (|[9XAL| + |<AXL|) + (|<ABM| — |<LY B| = 2|<ABC|.

Odtud uz vyplyva konstrukce hledané primky:
1. oblouk £ = XDY v poloroving XY A, kde |[<XDY| =
= 2|<ABC|.
2. L; Lek NnAB,
3. <BLM|; M € BC, |[<BLM| = |<AXL]|.
4. K; K€e LM NnCA.
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Spravnost konstrukce vyplyva z rozboru. Uloha mé vidy pravé
jedno reSeni.

5. Pro ktera celd Cisla k existuje funkce f : N — Z spliujici
(i) f£(1995) = 1996,
(ii)) f(zy) = f(x)+ f(y)+ k- f(D(x,y)) pro viechna pfirozena
Cisla z, y?
D(z,y) oznaluje nejvétsi spoleény délitel ¢isel z, y. (P. Hlinény)

ResZeni: Ze vztahu (ii) pro = = y vyplyva f (2?) = f(z - z) =
= (k + 2) - f(z). Dvojnédsobnou aplikaci ptedchoziho vztahu
dostaneme

fat)=f(2®2°)=(k+2) f(2?) = (k+2)° f(z).
Jinym postupem ale dostaneme
f@)=f(z-2°) = fl@)+ [ (o 3)+k-f( )—-(k+1)-f(x>+

+f(z-2?)=(k+1) f(z)+ f@)+ f(2®) + k- f(=z
=(2k+2) f(z)+ f(a*) = (3k+4) f(z).

Nyni stadi najit libovolné z, pro které je f(z) # 0, tedy napfi-
klad podle (i) z = 1995. Porovnanim piedchozich dvou vztahi
dostaneme podminku

(k+2)% - £(1995) = £(1995%) = (3k + 4) - £(1995),
(k + 2)° = 3k + 4,

k € {0,—-1}.
Pro k¥ = —1 dostdvadme funkcionélni rovnici z doméciho kola.
Vime, Ze jejim obecnym FeSenim je pro z = pJ* - ... pa~ funkce

flx)=f@)+ -+ flpa) —(n—1)- f(2).

'Podminku (i) ilohy muZeme splnit napiiklad volbou f(5) = 1996,
f(p) = 0 pro viechna prvoéisla p # 5 a f(1) = 0.
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Pro k = 0 dostavame funkcionalni rovnici

f(z-y) = f(z)+ f(y).

Odtud predevsim pro z = y = 1 plyne f(1) = 0. Obecnym feSenim
této rovnice pak je pro z = p7* ...  p&~ funkce

f(x)=ar- f(p1) +---+an- f(Pn),

kde f(p;) jsou libovolnd cel ¢isla. Opét staci zvolit f(5) = 1996
a f(p) = 0 pro vSechna prvocisla p # 5 jako vyse.

6. Na strandch AB, BC a C A daného trojahelniku ABC jsou
dany po fadé body K, L a M tak, Ze plati

|[AK| _|BL| _|CM| 1
|AB| ~ |BC| |CA| 3°

Jsou-li kruznice opsané trojihelnikim AKM, BLK a CML
shodné, jsou shodné i kruznice témto tfem trojuhelnikiim vepsané.
Dokazte. (J. Simsa)

Reseni: DokaZeme, Ze za uvedenych predpokladi je trojthel-
nik ABC rovnostranny. Ozna¢me strany a thly trojihelniku ABC
obvyklym zptsobem. Z rovnosti

|KL| =2Rsin3,|LM| =2Rsin~y,|MK| = 2Rsina,
kde R je spoleény polomér tii opsanych kruznic, vychazi
|KL|:|LM|:|MK|=sinf :sinvy : sina
takze AABC ~ ALMK. Proto plati
|KL| = Ab,|LM| = A¢,|M K| = Aa,

pri¢em? koeficient podobnosti A uréime tvahou o obsazich troj-
thelnikid: z rovnosti

2
Sakm = SBLk = ScMmL = §SABC
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1

plyne, ze Sxrpm = %S ABC, takZe A2 = L. Napisme kosinové véty

pro trojuhelniky ABC a KLM:
a’ =b* + ¢ — 2bccosa,
1, ,2b c

- -_ _2 _2._ .....
39 (3) +(3) 2 cos a.

Odecteme-li od devitindsobku druhé rovnosti dvojnasobek prvni,
dostaneme rovnost a? = 2b? — ¢2. Z dalsich dvojic kosinovych vét
odvodime analogicky rovnosti b = 2c? —a? a ¢* = 2a® — b?, takze
a — b = c. Trojuhelniky AKM, BLK a CM A jsou tedy shodné a
maji shodné i vepsané kruznice.

w

ZADANI PRO SKOLNI ROK 1996-97
Kategorie A

A-I-1
Pro prirozené ¢islo k oznaéme ny soudin prvnich k prvodisel
(napf. ng = 2-3-5 = 30). Zjistéte, pro ktera ¢isla k£ je mozno

zlomek
3mk —1

N
kratit ¢islem vétsim nez 2. (R. Kollar)
A-I-2
Najdéte vSechny dvojice mnohocleni

f(z) = 2? + ax + b, 9(x) = 2° + cx + d,

které spliuji tyto podminky:

(1) Kazdy z mnohodlent f, g ma dva rtzné redlné kofeny

(2) Je-li s libovolny koten f, je i g(s) kofen f

(3) Je-li s libovolny koten g, je i f(s) kofen g.  (J. Simsa)
A-1-3

V libovolném trojuhelniku ABC oznafme a, b, ¢ délky jeho
stran a t,, tp, tc délky jeho téznic obvyklym zplsobem. Rozhod-
néte, zda nékterd z nerovnosti

b+c ’ by + e
: -
2 2

a <
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je dusledkem druhé, nebo se dokonce jedna o dvé ekvivalentni
nerovnosti. (J. Simsa)

A-I-4
Do dané kruhové Gsece jsou vepsany kruznice k;, ks. Kruznice
k, se oblouku usece dotykéd v bodé A a zakladny tsece v bodé B.

KruZnice ko se oblouku tsefe dotyka v bodé C a zadkladny tsece
v bodé D.

(a) Dokazte, ze body A, B, C, D lezi na jedné kruznici.

(b) UvaZme nyni vSechny takové dvojice kruznic ki, ko, které
se navic vzajemneé dotykaji. Jaky ttvar vyplni body jejich
dotyku? (J. Zhouf)

A-1I-5

Uvnitt ¢tyrsténu ABCD jsou dany body E, F' tak, Ze zadné
Styfi z bodd A, B, C, D, E, F nelezi v jedné roviné. Ctyistén
ABCD je beze zbytku roziezan na nékolik mensich ¢tyrsténi, je-
jichz vrcholy tvori mnozinu A, B,C, D, E, F. Urcete vSechny moz-
né poc¢ty mensich ¢tyrsténi, na které lze dany ¢tyrstén uvedenym
zpusobem roziezat. (P. Hlinény)

A-I-6
Kazda z uhlopric¢ek pravidelného n—uhelniku (n > 5) je obar-

vena jednou ze dvou barev (modfe nebo Cervené). Je povoleno
postupné pirebarvovat uhlopricky tak, ze v kazdém kroku vybe-
reme jeden vrchol a zménime barvy vSech thlopticek, které z néj
vychéazeji (z modré na Cervenou a naopak). Rozhodnéte, zda lze
vzdy uhlopri¢ky prebarvit tak, aby existovala

a) lomena ¢ara

b) uzavfend lomena Cara
slozena vesmés z modrych thlopric¢ek a prochazejici kazdym vrcho-
lem n—uhelniku pravé jednou. (J. Kratochvil)
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Kategorie B

B-I-1

Pro ktera prirozena ¢isla n lze v pravidelném n—uahelniku najit
uzavienou lomenou ¢aru slozenou z jeho n thlopri¢ek tak , aby
prochéazela vSemi jeho vrcholy a aby kazdé dvé z téchto n thlopri-
¢ek mély spole¢ny bod? (P. Hlinény)
B-I-2

Najdéte vSechny kvadratické funkce, které zobrazi interval
(2,5) na interval (15, 27) a jejichZ graf prochézi po¢atkem sourad-
né soustavy. (P. Cernek)
B-I-3

Kolik dvaceti¢tyrmistnych ¢isel, jejichz dekadicky zapis obsa-
huje 22 ¢islic 1 a dvé cislice 2, je délitelnych sedmi? (7. Hecht)
B-I-4

V oboru realnych cisel reste soustavu rovnic

T+y+z =3,

1 1 1

-+ -+ -=0,

T Yy Zz

z 2 2 Z
—+y+-—=—y-+——+—.
y z T T Yy =z

(J. Simsa)

B-I-5

V rovnobéZzniku ABCD ozna¢me po fadé E, F' stiedy stran
BC, CD. Vedte rovnobézku s prfimkou BD, ktera protne obvod
¢tyfahelniku v bodech K, L tak, aby tusecka KL byla rozdélena
useCkami AE, AC, AF na ¢tyti shodné usecky. (J. Zhouf)

B-1-6

Nad stranami ostrotihlého trojihelniku ABC jsou vné sestro-
jeny polokruznice. Ozna¢me po radé K, L, M priseciky prodlou-
zenych vysek trojahelniku z vrcholi A, B, C s témito polokruzni-
cemi. DokaZte, Zze obrazec AM BK CL tvori plast ¢tyfsténu (troj-
bokého jehlanu s podstavou ABC). (P. Leischner)
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Kategorie C

C-I-1

Cislo 4 896 je délitelné jak svym prvnim dvoj&islim (48), tak
svym poslednim dvojéislim (96). Kolik je étyfcifernych &isel s tou
to vlastnosti, kterd jsou navic délitelna &islem 177  (J. Simsa)

C-1-2

Kazda strana konvexniho ¢tyruhelniku ABCD je dvéma body
rozdélena na tfi shodné asecky (obr.1). Ukazte, ze ¢tyftahelniky
KLMN a PQRS maji stejny obsah. (J. Zhouf)

C-1-3

V pravouhlém trojuhelniku ABC je K stied prepony AB a bod
M lezi na odvésné AC tak, ze |AM| = 2|MC|. Dokazte, Ze uhly
MKC a ABM jsou shodné. (Prevzatad uloha)

C-1-4

Karel si myslel dvé dvojciferna ¢isla. Mirkovi prozradil jejich
rozdil. Ten spravné nasSel vSech devét takovych dvojic s danym
rozdilem. Jardovi Karel prozradil souéin obou dvojcifernych ¢isel.
Jarda spravné urcil vSech osm takovych dvojic s danym soucinem.
Kter4 ¢isla si Karel myslel? (P. Cernek)

C-1-5

V pravidelném trojbokém jehlanu ABCV je délka boc¢ni hrany
AV rovna 5 cm, délka hrany podstavy |AB| = 4v/3 cm. Body
K, L, M jsou paty kolmic vedenych vnitinim bodem X podstavy
ABC na bo¢ni hrany AV, BV, CV. Jak je tfeba volit bod X, aby
kulova plocha prochézejici body K, L, M a X méla co nejmensi
prumér? Vypoctéte tento prumeér. (P. Leischner)

C-1-6
Najdéte vSechny trojice celych ¢isel z, y, z, pro ktera plati
r+yz=2z +xy==~6. (J. Zhou))
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Vysledkova listina celostatniho kola 45. ro¢niku MO
kategorie A

Vitézove:

1. David Opéla 4 GMK Bilovec 737377 34
2. Tomas Barta 4 G Zborovska, Praha 765761 32
3. Jan Spévak 3 G Hellichova, Praha 7T-7762 29
4. Michal Benes 4 G Zborovska, Praha 743770 28
5.-6. Robert Spalek 4 G kpt. Jarose, Brno 747233 26
5.-6. Daniel Kral 4 G Zlin 750077 26
7.-8. Toma$ Brauner 3 G Moravsky Krumlov 410747 23
7.-8. Petr Vilim 4 GMK Bilovec 450077 23
9. Jan Vybiral 3 GMK Bilovec 723352 22
10.-11. Karel Vyborny 4 G Zborovska, Praha 760071 21
10.-11. Petr Vodstr¢il 4 G Policka 700077 21

Uspésni resitelé:
12.-13. Roman Zeiika 4 G Jirovcova, C. Budéjovice 714 06 2 20
12.-13. Pavel Strnad 5 GFXS Liberec 760052 20
14. Zbynék Pawlas 4 GMK Bilovec 323117 17
15.-17. Petr Pudlak 3 G Zborovska, Praha 060270 15
15.-17. Jana Flaskova 3 Svob. cheb. skola, Cheb 360312 15
15.-17. Petr Skovroi 4 GMK Bilovec 350052 15
18.-20. Jan Stola 3 G Zborovska, Praha 350-51 14
18.-20. Radek Pelanek 2 G kpt. Jarose, Brno 740012 14
18.-20. Jifi Benedikt 4 G Mikula3ské nam., Plzen 76 0001 14
21. Karel Zikmund 4 G Jihlava 010651 13



