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KONSTRUKCE
PREVRACENYCH HODNOT REALNYCH CISEL
NA JEDNOTKOVYCH KUZELOSECKACH

LUDEK SPiCHAL

Uvod

Ze stfedoskolské matematiky je obecné znamo, Ze regularni (vlast-
ni) kuZelosecky jsou rovinné kiivky vznikajici prinikem kuZelové
plochy a roviny, kterd neprochézi jejim vrcholem. Konkrétni druh
kuzelosecky zavisi na orientaci roviny protinajici kuzelovou plo-
chu, pficemz mezi zakladni typy zafazujeme elipsu, parabolu a hy-
perbolu. Kruznice, ktera je v matematice stfedni Skoly uvazovana
jako samostatny typ kuzelosecky, je v uzsim slova smyslu special-
nim ptipadem elipsy. Kuzelosecky se staly objektem zajmu mate-
matikt jiz ve starovéku, systematicky se jejich vlastnostmi zabyval
zejména Apollénios z Pergy.

Clanek se zabyva tiidou kuZelosecek, které je mozné oznacit
jako jednotkové kuZelosecky. Po zavedeni tii typt zminénych ku-
zelosecek tyto pouzijeme ke konstrukci prevracenych hodnot reél-
nych ¢isel. V dalsi ¢asti poukdzeme na moznost vyuziti konstrukce
pro urcéeni hodnoty harmonického priméru a na zavér pojem har-
monického priméru uvedeme do souvislosti s tzv. pythagorejskymi
pruméry.

Pojem jednotkové kruznice odpovidajici kfivce uréené rovnici

2?2 +y? =1, (1)

by mél byt stfedoskolskym studenttim dobfe zndmy, nebot je vy-
uzivan pro definici goniometrickych funkei.
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Pojmy jednotkové paraboly a jednotkové hyperboly budou
analogii k jednotkové kruznici. Za jednotkovou parabolu budeme
povazovat kiivku urcenou rovnici

2 4y=1, (2)
v pripadé jednotkové hyperboly budeme uvazovat kiivku uréenou
rovnici

-y =1. (3)
Grafy jednotkové kruznice, jednotkové paraboly a jednotkové hy-
perboly jsou spoleéné s vyznacenymi priseciky se souradnicovymi
osami znazornény na obrazku 1.

[~ 1.0]

[0,—-1]

Obr. 1: Grafy jednotkové kruznice, jednotkové paraboly
a jednotkové hyperboly

1. Konstrukce prevracené hodnoty realného
¢isla pomoci jednotkové kruzZnice

Postup konstrukce pievracené hodnoty redlného ¢isla a # 0 zné-
zornény na obr. 2 pfedpoklada sestrojeni pfimky g = IW , kde
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bod Ala, 0] je libovolny bod na ose z a V[0, 1] je prisecik jednot-
kové kruznice s kladnou ¢asti osy y. Primka g protina jednotko-
vou kruznici rovnéz v bodé P. Kolmice p vztycena v pruseciku P
protind osu x v bodé A’, pfidemZ x-ové soufadnice bodu A’ je
prevracenou hodnotou redlného ¢isla a, tj. 1/a.

Obr. 2: Konstrukce pfevracené hodnoty realného ¢isla pomoci
jednotkové kruznice

V piipadé, Ze bod A mé soufadnice [a, 0] a a # 0, pak pfimka g
uréend rovnici

X
ry=1— — 4
g:y o (4)

protina jednotkovou kruznici v bodech, jejichz souradnice uréime
z TeSeni rovnice
x
Vi—-22=1-—,
a

kde |z| < 1. Spole¢nymi body jednotkové kruznice a pfimky g jsou

VI]0,1] a
2a a®>—1
Pl——, ——|. 5
{a2+1’a2+1] (5)
Kolmice p : y = ax — 1 vztyfend v bodé P protina osu z (y = 0)

v bodé A’ se souradnicemi [%, 0}.
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V nésledujicich sekcich ukazeme, Ze obdobny zptsob, jakym
jsme hledali pfevracenou hodnotu redlného ¢isla a pomoci jed-
notkové kruznice, mizeme pouzit i v ptipadé jednotkové paraboly
a jednotkové hyperboly.

2. Konstrukce prevracené hodnoty realného
¢isla pomoci jednotkové paraboly

Pii konstrukei pfevracené hodnoty redlného ¢isla a, |a| > 1 (obr. 3)
sestrojime kolmici na osu z z priseciku P jednotkové paraboly
a piimky ¢ prochdzejici vrcholem V[0, 1] paraboly a bodem A[a, 0].
Kolmice protind osu x v bodé bod A’, jehoZ z-ova soufadnice je
prevracenou hodnotou ¢isla a, tj. 1/a. Pro |a| < 1, a # 0 bychom
pti konstrukci postupovali v opa¢ném poradi.

121y

Obr. 3: Konstrukce prevracené hodnoty realného ¢isla pomoci
jednotkové paraboly

V pfipadé, ze bod Ala,0] je prise¢ikem piimky g a osy z,
je pfimka g urcend rovnici (4). Soufadnice priseciku P ziskdme
fesenim rovnice

1-22=1-72,
a

pricemz spole¢nymi body jednotkové paraboly a pfimky g jsou

V[0,1] a
P Lll “i; 1] : (6)
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Pr¥iklad. Pro kaZzdou dvojici A, A’ existuje pravé jeden smérnicovy
Ghel «. Ukazme, Ze pro volbu a = 45° tvofi zminénou dvojici
tzv. Zaty tez ¢ = # a jeho prevracend hodnota ¢! = ’1%\/5

(obr. 4).

_-1-46
2
-2 -18 -16 -14 -12
1

1 -08 -06 -04 70.2,0

o2 ' ~1+V5 S~
. -

Obr. 4: Konstrukce zlatého ¢isla (p), pfevracené hodnoty
(¢' = ¢~1) a opa¢né hodnoty (—¢) pomoci jednotkové paraboly

Reseni. V prvnim kroku vypodteme soufadnice pruseéiku P pa-
raboly s rovnici y = 1 — 22 a pifmky m: y = z, které uréime
z TeSeni rovnice

Plati, ze
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ze kterych vyhovuje

-1+V5

Zlaty ez je pruseCikem pfimky g urcené vrcholem paraboly V'
a bodem P a osy x. Jestlize rovnici pfimky g zapiseme ve smér-
nicovém tvaru

y=kx+q,

pak ¢ = 1 a smérnici k uréime dosazenim soufadnic bodu

~14+v5 —1++5

P .
2 2
Dostaneme
-1 5 -1 5
V6 ZlEVE 3
2 2
odkud
1—
k= \/5
2
Primka
1—-+5
g:y = \[a: +1
2
protiné osu z v bodé
1+5
xr =
2 )
ktery predstavuje hodnotu zlatého fezu ¢ = 1+2\/5’ x-ova soufad-
nice priise¢iku P uréuje hodnotu ¢! = ‘/52_1, tedy prevracenou

hodnotu zlatého fezu (Spichal, 2021).

Pfipomenime na zavér, ze zlaty fez vznikne rozdélenim tsecky
na dvé ¢asti tak, ze pomeér vétsi casti k mensti je stejny jako pomeér
celé tsecky k jeji v&tsi Casti (Stewart, 2019).
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3. Konstrukce prevracené hodnoty realného
¢isla pomoci jednotkové hyperboly

Pii konstrukci pfevrdcené hodnoty realného ¢isla a # 0 (obr. 5)
sestrojime pfimku danym bodem lezicim na ose x rovnobéZznou
s asymptotou jednotkové hyperboly. V pruseciku P rovnobézky
a hyperboly déale sestrojime kolmici k rovnobéZzce (neboli rovno-
bézku s druhou asymptotou).

Py 121y

18 2 22 24 26

Pq .
Obr. 5: Konstrukce pfevracené hodnoty na jednotkové hyperbole
(p1, p2 jsou asymptoty hyperboly)

Prevracena hodnota redlného ¢isla a odpovida x-ové souradnici
bodu A’, ktery je priiseéikem kolmice a osy z.
Jestlize Ala,0], pak pfimka rovnobézné s asymptotou y = x
prochézejici bodem A je uréené rovnici'
Yy=x—a.

Soufadnice priseciku P rovnobézky a hyperboly ziskdme z feSeni

rovnice
Va2 —1=z—a,
kde |z| > 1 Az > a. Po tpravé dostdvame
2 2
a“+1 1—-a
P i ) .
2a 2a

1 Analogicky bychom mohli pouzit asymptotu s rovnici y = —zx.
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Kolmice k rovnobézce vztyCena v bodé P a uréend rovnici
1
y=—- + )
a

protina osu x v bodé

4. Konstrukce pythagorejskych priuméru
pomoci jednotkovych kuzelosecek

Vyse uvedené konstrukce prevracené hodnoty piimo vybizi k moz-
nosti konstruovat pomoci jednotkovych kuzelosecek pythagorejské
prameéry. Zejména priumér harmonicky, jehoz urceni vychéazi ze
stanoveni prevracenych hodnot.

Priklady uvedené na obrazcich 6, 7 a 8 ukazuji konstrukci arit-
metického (@) a harmonického (h) priiméru viéi sobé prevrace-
nych hodnot a,a’ pomoci bodi A = [a,0], A" = [d’,0]. Aritme-
tickému priméru odpovid4 z-ova soufadnice stiedu tsecky AA’,
harmonicky prameér je jeji prevracenou hodnotou.

Obr. 6: Konstrukce pythagorejskych primeéri pomoci jednotkové
kruznice
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Obr. 7: Konstrukce pythagorejskych prumeéru pomoci jednotkové
paraboly

Obr. 8: Konstrukce pythagorejskych primeéri pomoci jednotkové
hyperboly (zndzornéno pouze jedno rameno hyperboly)
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Geometricky prumér g je vzhledem k pouzitému modelu, ve
kterém uvazujeme pythagorejské priméry redlného cisla a jeho
prevracené hodnoty, roven ve vSech piipadech 1, nebot pro pytha-
gorejské pruméry (n = 2) plati, ze

a-h=4g°,
a dale

h<g<a.
Na obrazku 9 je zndzornéna konstrukce pythagorejskych primeéra
zlatého fezu (¢) a jeho pievracené hodnoty (p~1) uZitim jednot-
kové kruznice a jednotkové hyperboly.

Obr. 9: Pythagorejské priuméry zlatého fezu (¢) a jeho
pievracené hodnoty (¢! = ¢)

5. Zavér

V ¢lanku jsme ukézali, ze jednotkové kuzelosecky umoznuji geo-
metrickou konstrukei pfevracenych hodnot redlnych cisel. Jako de-
monstraci vyuziti konstrukce prevracenych hodnot jsme pouzili
harmonicky pramér, ktery jsme zafadili mezi tzv. klasické (py-
thagorejské) pruméry. Jejich zkoumdéni, které patiilo k velkym
a dilezitym tématim starovéké fecké matematiky, je obvykle spo-
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jovano s pythagorejskou filosofickou skolou zaloZenou pfredsdkra-
tovskym filosofem Pythagorem ze Samu (okolo 570 pf. n. 1. — po
510 pf. n. 1.). Pythagorejci a jejich néasledovnici zkoumali zminéné
klasické primeéry zejména v souvislosti s geometrii a hudbou.

Recti matematikové chapali tyto priiméry jako poméry a roz-
dily mezi tfemi kladnymi ¢isly a,b a c. Jestlize plati, ze a > b >
> ¢ > 0, pak lze jednotlivé priaméry z pohledu fecké matematiky
chapat jako iméry sestavené z poméru rozdild téchto ¢isel a po-
méru tvoreného jednotlivymi ¢isly, tj. napt.

a—b a

b—c b
Aritmeticky primér ziskdme v piipadé, Ze jako pravy pomér zvo-
lime a/a, b/b, popt. ¢/c, geometricky primér ziskdme pro volbu
a/b nebo b/c, harmonicky pramér pro a/c (Gielis et al., 2014;
Gielis, 2017).

Uzavieme toto kratké pojednani poznamkou o pouzitém soft-
waru, kterym byl program GeoGebra. Je ziejmé, Ze pii pouziti
béznych pomticek (kruzitko, pravitko) se patrné omezime na kon-
strukci prevracené hodnoty realného ¢isla pomoci jednotkové kruz-
nice. Na druhou stranu dostupnost vhodného softwaru, kterym je
napi. Geogebra, rozsifuje moznosti konstrukce rovnéz o pouziti
jednotkové paraboly a hyperboly. Dodejme, Ze tento ¢lanek z ¢asti
vznikl také jako dusledek experimentt s jednotkovymi kuzelosec-
kami a jisté nic nebrani moznosti vyuzit Geogebru nejen k bézné
skolni praci, ale i jako prostfedek k pripadnym zikovskym expe-
rimentdm.
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Abstract

The article deals with the construction of reciprocals of real num-
bers using unit conic sections. The demonstrated methods are then
used to determine the value of the so-called Pythagorean means.
Finally, a few remarks are made about the Pythagorean means
and the way they were calculated by Greek mathematicians.
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