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Problém ¢tyr bodu
Eliska Hdlovad

Abstrakt. Clanek se vénuje znamé matematické tloze, kterd nese nizev problém &ty¥ bodi.
Jeji Teseni neni jednoznacné, lisi se podle volby pravdépodobnostniho rozdéleni bodu. Zde
uvadime feseni pti volbé rovnomérného rozdéleni na mnozinéch ruznych tvaru a porovnavame
jednotlivé vysledky.

1. Uvod

Jaka je pravdépodobnost, ze Ctyri ndhodné zvolené body v roviné utvori konvexni
¢tyruhelnik? Tak zni problém ¢tyt bodi, jehoz autorem je britsky matematik James
Joseph Sylvester. Uloha je zajimava predeviim tim, Ze neexistuje jeji jednoznaéné fe-
Seni. Hodnota pravdépodobnosti se totiz lisi podle zvoleného rozdéleni bodu. Uvedeme
zde Teseni pti volbé rovnomeérného rozdéleni, a to spojitého i diskrétniho. Pri spojitém
rovnomérném rozdéleni se omezime na konvexni kompaktni mnoziny ruznych tvari,
pri diskrétnim rovnomérném rozdéleni pak budeme pracovat na siti m x n boda. Vy-
chazime z bakalarské préace [3] na stejné téma.

2. Rovnomérné rozdéleni na ¢tverci

Uvazujme mnozinu K tvaru c¢tverce o strané délky 1. Budeme predpokladat, ze na-
hodné body, oznacme je A, B, C, D, jsou vzidjemné nezavislé a maji rovnomérné
rozdéleni na K. Déle definujme nahodné jevy

CQ := [zvolené body vytvorily konvexni ¢tyitihelnik],
RQ := [zvolené body vytvofily nekonvexni ¢tyithelnik] = CQY

z anglického conver quadrilateral a reentrant quadrilateral. Potom miizeme psét

P(CQ) = 1-P(RQ) =
=1- P([A S ABCD] U [B S AACD] U [C € AABD] U [D S AABC]) =
E[N(Aasc)]

=1-4 PDeA =1-4
P(D € Aapc) N(EK)

2
=1-4 E[XN(AaBo)],
kde A? zna¢i dvourozmérnou Lebesgueovu miru (tj. obsah rovinného titvaru). Pii odvo-
zeni rovnosti vyuzivame toho, ze ¢tyrihelnik je nekonvexni tehdy, kdyz se pravé jeden
z jeho vrchold nachézi uvniti trojuhelniku utvoreného z vrchold ostatnich, a také geo-
metrické interpretace pravdépodobnosti pri rovhomérném rozdéleni. Vzorec

E[N(Aasc)]

P(CQ)=1—-4 N(K)

(1)

navic plati pro libovolnou konvexni kompaktni mnozinu K s kladnou mirou.

Be. Eliska Halova, Keplerova 30, 400 07 Usti nad Labem, e-mail: eliska.halova@gmail.com

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 68 (2023), ¢. 3 137



Stredni hodnotu obsahu trojihelniku tvoreného body A, B, C' muzeme vyjadrit

el = [[ [ [] ¥

A€K BeK CeK
Pro vyjadreni obsahu trojuhelniku pak pouzijeme znamy vzorec

det (IQ — X1 T3z — xl)
Y2—Y1 Ys— W1
kde a = (z1,y1), b = (22, y2) a ¢ = (x3, y3) jsou vektory odpovidajici bodum A, B, C.

Obsah trojuhelniku totiz lze ziskat jako polovinu obsahu rovnobézniku daného prave
vektory b — a a ¢ — a. Dostavame tedy rovnost,

E[\2(Aag0)] H H H ldet(b— a | ¢ — a)| dys dzs dys dos dyy dzy. (2)

AeK BeK CeK

1 1
N (Aapeo) = 3 |det(b—a |c—a)| = 5

Dalsi postup vyzaduje kvli pritomnosti absolutni hodnoty rozdéleni integrace na
pripady, kdy je determinant matice kladny a kdy zaporny. VSimnéme si, ze determinant
je kladny praveé tehdy, kdyz jsou vrcholy trojihelniku pojmenovany proti sméru pohybu
hodinovych rucic¢ek, neboli kdyz vektory b — a a ¢ — a tvori kladné orientovanou
bézi {b — a, ¢ — a} (viz obr. 1). Matice ve vzorci je totiz matici pfechodu od béze
{b — a, ¢ — a} ke kanonické bazi.

11 C

0 1

Obr. 1. Znézornéni situace, kdy {b — a, ¢ — a} tvorf kladné orientovanou bézi. Vidime, ze se
z bodl vytvori trojihelnik s vrcholy pojmenovanymi proti sméru pohybu hodinovych rucicek

Rozdélime integraci ve vzorci (2) na Sest pripadi:

(X1) 1 = w3 < @3, (X4) 3 < w3 < 21,

(X2) 1 = w3 < @2, (X5) 3 = 21 = @2,

(X3) x2 = w1 < @3, (X6) 23 = 3 = 13
Kazdy jesté rozdélime na Sest podmoznosti:

(Y1) y1 = y2 = y3, (Y4) y2 = y3 = 41,

(Y2) y1 < y3 < 4, (Y5) y3 =< y1 < yo,
(Y3) Y2 § U1 § Y3, (Y6) Y3 § Y2 § Y1
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Celkem dostavame 36 ruznych kombinaci nerovnosti. Chceme urcit, ve kterych z téchto
pripadit dostaneme kladny determinant a ve kterych naopak zaporny. Zirejmé staci
vyTesit jen pripad (X1) a jeho podmoznosti, ostatni pripady dostdvdme pFejmenovanim
vrchola trojihelniku.

Nejprve vyfesime kombinaci (X1) a (Y1). Determinant mtze byt v tomto piipadé
kladny i zaporny. Kladny je, pokud se bod B nachazi pod thloprickou obdélniku
[x1, x3] X [y1, y3], v opacném piipadé je pak zdporny (viz obr. 2).

1
Ys ; p ¢
' B ’
Y2 :
Y1 ::i/.( ...................
A
0 T T2 T3 1

Obr. 2. Znazornény piipad (X1) a (Y1). Bod B se muZe nachézet nad i pod thlopfickou
ohranicené oblasti. Podle toho se potom odviji znaménko determinantu

V pripadé kladného determinantu dostdvame integral

1 1 px3 1 y1+(ze—x1) wa a:1 1
/// /// 5 det(b—a | c—a) dys dys dy; dap dos day =
T1vT1 Y1
(22 — 1) (y3 — y1)* 1
dys dy; das des day = ... = ——
/ / / / /yl $3—$C1) Y3 dy1 drg dxr3 dxy TR

pro zaporny determinant bychom obdobné spocitali integral

1 1 T3 1 1 Y3 1
/ / / / / / ——det(b—a | c—a) dys dys dyr dzs dzs dzy
0 x1 Jx1 0 y1 Jy1+(z2—x1) fg% 2

a obdrzeli stejny vysledek. Dohromady dostavdme pro ptipad (X1) a (Y1) hodnotu
2/1 728 =1/864.

Déle vyfesime pripad (X1) a (Y2). Pii této kombinaci je determinant zéporny (viz
obr. 3), dostdvame tedy integral

/// /// ——det (b—alc—a )dysdy2dy1dx2dx3dxl_@

Podobné v piipadech (X1) a (Y3), (Y4) nebo (Y5) dostdvdme hodnotu 1/384,

v piipadé (X1) a (Y6) pak opét 1/864. Celkem tedy ziskdvame
2 4 11
)=
864 384 144

EN(Lase)] = 6(
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Obr. 3. Znézornény pripad (X1) a (Y2). Vidime, Ze touto kombinaci vznikd trojihelnik
s vrcholy pojmenovanymi po sméru pohybu hodinovych rucicek

Pravdépodobnost, ze body A, B, C, D s rovhomérnym rozdélenim na jednotkovém
¢tverci utvori konvexni ¢tyrihelnik, je potom rovna

11 25
-1 2 =1—- = =— =
P(CQ)=1—-4E[N(Aapc)] =1 %~ 36 0,694.

3. Dalsi tvary mnoziny a Croftontiv vzorec

Jaka by byla hodnota pravdépodobnosti pro jiné tvary mnoziny K? Nejprve si vSim-
neme, ze prosté afinni zobrazeni f zachovava poméry mér mnozin. Pokud tedy f apli-
kujeme na mnozinu K, zjistujeme ze vzorce (1), Ze pro mnozinu K a mnozinu f(K)
se pravdépodobnost P(CQ) nelisi. Jelikoz jiz zndme hodnotu pravdépodobnosti pro
K tvaru c¢tverce, ziskdvame tak hodnotu pravdépodobnosti pro K tvaru libovolného
rovnobézniku.

Déle, pro K tvaru ¢tverce jsme spocitali pravdépodobnost piimo z definice stfedni
hodnoty. Tento postup ale neni pro jiné mnohotihelniky idedlni. Misto toho se vyuziva
takzvaného Croftonova vzorce (viz [7], kap. 5). Uvddime verzi upravenou pro n4s
pripad.

Tvrzeni 1 (Crofton). Necht K C R? je konvexni kompaktni mnozina s kladnou
mirou. Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni na K a H je
jev, ktery zavisi na poloze X1, . .., X,,. Potom plati

P(H)=P(H | X; € 0K),

kde OK znaci hranici mnoziny K.

V nasem pripadé tvori ndhodny vybér body A, B, C, D a jevem H je utvoreni kon-
vexniho ¢tyithelniku, tedy jev C'Q. Croftontiv vzorec potom rika, ze pravdépodobnost
jevu C'Q je rovna pravdépodobnosti jevu C'Q za podminky, Zze bod A lezi na hranici
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mnoziny K. Déle stejné jako pii odvozeni rovnosti (1) dostavame

P(CQ) = P(CQ|A €dK)=1-P(RQ|A €9K)=
=1-P ([B€Lacp|U[C € DapplU[D € Dapc] | A€ dK) =
=1-3P(D € Lapc | A€ OK) =

E [N (Aasc) | A € 0K]

=1-3 () : (3)

Nyni ukdzeme naznak postupu s vyuzitim Croftonova vzorce pro K tvaru trojihel-
niku. Postup ptebirdme z knihy [7], str. 101-108. Pfedpokladdme, Zze bod A lezi na
hranici K, mnozinu pak muzeme rozdélit na dvé podmnoziny podle tisecky spojujici A
a protilehly vrchol trojuhelniku. Podmnoziny ozna¢ime Sy a Sa, vrcholy trojuhelniku K
oznac¢ime O1, O, O3. VSe je zndzornéno na obr. 4.

01 02

Obr. 4. Mnozina K tvaru trojihelniku rozdélena na dvé podmnoziny Si, S2

Zafixujeme bod A a oznacime stiedni hodnotu a pravdépodobnost pii pevné zvo-
leném A jako Ea a Pa. Z véty o uplné stredni hodnoté pak dostavame

Ea [N (AaBc)] = Ea [N (Lasc) | B.C €81 Pa(B,C € 51)+
+ Ea [M(Aape) | B€ S1, C €S2 Pa(BE S, CeS)+
+ Ea [M(AaBc) | B€ S, C €51 Pa(BE Sy, CeSy)+
+ Ea [N (Aape) | B,C € S2] Pa(B,C € 5,),

COZ je Tovno

2
Ea [N(Aapc) | B, C € 8] (fzi%) +

A?(S1) N*(S2)

+2Ea [M(Lapc) | BE Sy, O € 5] (A2(K))”

+

+ Ea [/\2(AABC) | B, Ce 52] (;\\22((%)> .

~—
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Dale je nutné vypocitat jednotlivé podminéné stiedni hodnoty, napriklad v pripadé
B € S; a C €855 1ze ukazat, ze plati rovnost

1
Ea [N (Aapc) | B€ 51, C €8] =N (Dann,) = §A2(K),

vvew

této i ostatnich stfednich hodnot muze ¢tenar nalézt v préci [3], kap. 1.
O3

01 A 02

Obr. 5. Mnozina K s vyznaCenym trojihelntkem Aar 1,

Celkem ziskdme

Ea [N (Aasc)] =

(4)

Oznacme s délku strany 0102, x vzdéalenost bodi O; a A, a v vzdalenost vrcholu Og
a strany 0102 (viz obr. 6). Zfejmé plati

1 1 1
M(K)= = sv, MN(S))=zav, I(S) == (s—2)v.
2 2 2
O3
Obr. 6. Mnozina K s vyznacenymi vzdélenostmi s = [|[O2 — O1|, z = ||A — O1|| a vzdéle-

nosti v = dist (O3, 01032)
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Pokud vse dosadime do rovnosti (4), ziskdme

2
= 271;2 (®+(s—=2)) + é x(s — x).

Do této chvile jsme uvazovali zafixovany bod A. Nyni budeme opét brat bod A
jako ndhodnou veli¢inu. Abychom ziskali E [A*(Aapc) ’ A € 0K, musime spoéitat

stfedni hodnotu z E4 [/\2(AABC)], tedy

Ea [N (AaBo)]

E [X(Aanc) | A€ 0K] = E[Ea [2(Lano)]] =

— /08 1<2if22(:1:3+(57x)3)+%x(sfx)> dx =

S

1 1
= —sv=-\(K).
5= gt )
Vysledek dosadime do rovnosti (3), odkud dostaneme
INYK) 2
CQ)=1-32—~- == =0.667.
PA( Q) AQG{) 3 ’

Stejny postup lze aplikovat na K tvaru obecného konvexniho n-thelniku. Nejprve
uvazujeme pevné zvolené A € 0K, podle kterého rozdélime K na n — 1 trojihel-
nikt S, ..., Sp—1 (viz obr. 7). Vyjadiime stfedni hodnotu E» [)\Q(AABC)] pomoci
véty o uplné stredni hodnoté jako

n—1
Z Ea [>\2(AABC) | B, C e Sl] P(B,C e S;)+
1=1

n—1 n—1

+> > 2Ea [M(Aapc)|BeSi, CeS;|P(BES;, CeS))
i=1 j=i+1

A

Obr. 7. Nepravidelny konvexni Sestitthelnik rozdéleny spojenim bodu A na hranici s proti-
lehlymi vrcholy na pét trojuhelnikt Sq, ..., Ss
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a dopocitame jednotlivé pripady. Stfedni hodnotu E [)\2(AABC) ’ A€ 8K] pak spo-
¢itdme jako
E [EA [)\2(AABC)H»
vysledek nakonec dosadime do rovnosti (3) a ziskdme P(CQ).
Pro K tvaru pravidelného n-ihelniku odvodil astronom H. A. Alikoski vzorec
9 cos? ¢ + 52 cos ¢ + 44 ¢_27T
9n2 sin? ¢ ’ o

P(CQ) =1

jeho odvozeni lze nalézt v knize [7], str. 109-113. MuZeme si v§imnout, Ze s rostoucim n
se hodnota pravdépodobnosti zvétsuje (viz obr. 8).

0.71 -
0.7 )
0.69
P(CQ) .
0.68

0.67

0.66

Obr. 8. Graf zndzornujici hodnotu pravdépodobnosti P(CQ) pro K tvaru pravidelného
n-uhelniku pro nékolik moznych hodnot n

Pokud bychom pak chtéli ziskat pravdépodobnost P(CQ) pro K tvaru kruhu,
ziejmé staci uvazovat

2
Po(CQ) = lim (179COS ¢+52cos¢>+44):

n—00 9n?2 sin? ¢
. 9cos? ¢ +52cos ¢+ 44
=1-— lim — =
n—00 9n? sin” ¢
lim (9 cos? ¢ + 52 cos ¢ + 44)
—1_ n—o00 _
lim 9n2 sin® ¢
n—oo
9 cos? 0+ 52 cos 0 + 44 105 35
=1- =1- =1- = 0,704.
9 lim n?sin® ¢ 9(27)2 1272
n—oo

Matematik W. Blaschke potom dokazal platnost néasledujiciho tvrzeni, které se
neomezuje na pravidelné n-ihelniky. Jeho dikaz lze nalézt v ¢lanku [6], sekce 3.

Tvrzeni 2 (Blaschke). Necht K C R? je konvexni kompaktni mnozina s kladnou mi-
rou. Oznacme Pk (CQ) pravdépodobnost, Ze Ctyri nezavislé stejné rozdélené ndhodné
body s rovnomérnym rozdélenim na K utvori konvexni ¢tyrithelnik. Potom plati
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e Px(CQ) = Pa(CQ), pricemz rovnost nastava prave tehdy, kdyz je K tvaru troj-
tthelniku,

o Px(CQ) = Po(CQ), pricemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz je K tvaru kruhu
nebo elipsy.

4. Diskrétni rovnomérné rozdéleni
Nyni uvazujme sit m x n bodi, tedy mnozinu
{(x,y)€R2|a:€{l,...,m}, ye{l,....,n}}, myneN.

Prom =mn=1je 1 x 1 sit zFfejmé mnozina obsahujici pouze bod (1, 1), na obr. 9 pak
muzeme vidét 5 x 4 sit.

Obr. 9. Ukéazka 5 x 4 site

Predpokldadejme déle, ze body A, B, C, D jsou vzajemné nezavislé a maji diskrétni
rovnomeérné rozdéleni na dané m x n siti. Zfejmé se muze stat, ze nékteré z bodu
budou totozné, pripadné ze budou lezet na jedné primce. Tyto jevy maji pti spojitém
rovnomeérném rozdéleni nulovou pravdépodobnost, proto jsme se jimi doposud nemuseli
zabyvat, ale pri diskrétnim rovnomérném rozdéleni tomu tak jiz neni. Nebudeme tedy
hledat odpovéd k ptivodnimu problému ¢tyi bodt, ale k jeho nésledujici modifikované
forme:

Jakd je pravdépodobnost, Ze body A, B, C, D na m X n siti utvori konvexni objekt?

Pojem konvexni objekt ndm objasni nasledujici definice.

Definice 1. Rekneme, 7e body A, B, C, D lezici na m x n siti utvorily nekonvezni
objekt, jestlize je néktery z nich vnitfnim bodem konvexniho obalu bodu ostatnich.
V opac¢ném pripadé rekneme, ze A, B, C, D utvorily konvexni objekt.

Je dobré si uvédomit, ze pri utvoreni nekonvexniho objektu nezalezi na tom, ja-
kym zptsobem mezi body polozime strany, zalezi pouze na dané kombinaci bod.
Znézornuje to obr. 10.

Obr. 10. Vidime dva razné zptusoby umisténi stran mezi body 3 x 3 sité. Ackoliv se vysledné
¢tyrtahelniky lisi, jde o stejnou kombinaci bodt, jedna se tedy o tentyz nekonvexni objekt
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Definujme opét ndhodné jevy

CO := [zvolené body vytvorily konvexn{ objekt],
RO := [zvolené body vytvorily nekonvexni objekt] = COC.

Pravdépodobnost, ze na m x n siti vytvori body konvexni objekt, lze potom vyjadrit
jako
24 Sppxn

P(CO) =1-P(RO) =1~ = e,

kde S, xn znaci pocet vSech ruznych nekonvexnich objekta v m x n siti vytvorenych
¢tyfmi body bez ohledu na pojmenovani vrcholtl. Cislo 24 = 4! pak reprezentuje pocet
vsech zptsobi, kterymi lze ve ¢tyruhelniku vrcholy pojmenovat. Pro ziskani pravdé-
podobnosti tedy staci urcit hodnotu S, xp.

Pokud m nebo n nabyvd hodnoty 1 nebo 2, ziejmé plati S, x,, = 0, tedy P(CO) =
= 1. Pro m = n = 3 jiz nachdzime celkem osm kombinaci bodt tvoricich nekonvexni
objekt (viz obr. 11), neboli Szx3 = 8, odkud potom

| 24Ss.s 2123

P(CO) =1 = 0,971.

94 2187

Obr. 11. Znédzornény jsou jediné dvé kombinace bodu (az na rotaci) ve 3 x 3 siti, které
vytvori nekonvexni objekt

Pro obecnd m, n > 2 odvodime vzorec pro vypocet S,,xn. Nejprve ale definujeme
potfebné pojmy.

Definice 2. UvaZujme objekt tvoreny body (z1, y1), - - -, (Tk, k), Kk € N,z m X n
sité. Definujeme sirku objektu jako
max { |z; — x| +1|i,je{l,..., k}}
a vysku objektu jako
max { |y —y;| + 1|4, 5€{L, ... k}}.
Kazdy nekonvexni objekt na m x n siti ma néjakou sirtku s € {3, ..., m} a vysku
v €{3,...,n} (viz obr. 12). Projdeme postupné vSechny hodnoty s, v a uréime, kolik

nekonvexnich objekti se sitkou s a vyskou v se v m X n siti nachdzi. K tomu zfejmé
staci urcit, kolik nekonvexnich objektti se sitkou s a vyskou v se nachazi v s x v siti,
a prislusné c¢islo potom vynasobit poc¢tem moznych umisténi s x v sité do m x n sité.

146 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 68 (2023), ¢. 3



Obr. 12. Nekonvexni objekt v 5 x 5 siti, jehoz sitka je 5 a vyska 4

Oznac¢me tedy Bgx, pocet vsSech nekonvexnich objektu v s x v siti, které maji
Sitku s a vysku v, a agx, pocCet vSech moznych umisténi s X v sité do m x n sité.

Celkem dostavame
m n
Sm><n = § § Asxv Bs><v~
s=3 v=3

Nejprve uréime hodnotu asyx,. Pokud umistime s x v sit do levého dolniho rohu
m X n s{té, mizeme ji zfejmé (m — s)-krdt posunout o jeden bod doprava a (n — v)-krat
o jeden bod nahoru (viz obr. 13). Dohromady pak

asxp =(Mm—s+1)(n—v+1), se{3,....,m}, ve{3, ..., n}

e e o o
® o o o o
® o o o o
e o o o o
e o o o o
e o o o o
e o o o o
o e e o
e o o o o
e o o o o
e & o o o

.

.

.
e o [@ee

e o o o o
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(ii) Posun 4 x 3 sité v horizontalnim sméru

Obr. 13. Ukézka moznych vertikdlnich a horizontdlnich posunuti 4 x 3 sité v 7 x 5 siti,
pokud je pocatecni poloha v levém dolnim rohu. Dohromady dostdvame 3 -4 = 12 moznych
umisténi 4 x 3 sité do 7 x 5 site

Déle chceme uréit hodnotu Bgyx, pro s € {3,...,m}av € {3,...,n}. Uvazujme
tedy s x v sit. Hodnotu By, odvodime tak, ze nalezneme vsechny trojihelniky v s x v
siti se sitkou s a vyskou v a nasledné spocitame body sité nachdzejici se uvniti danych
trojihelnikt (viz obr. 14).

Aby mél trojihelnik v s x v siti sitku s a vysku v, zfejmé se alespon jeden z jeho
vrcholtt musi nachdzet v rohu sité. Necht se jednd o roh (1, 1), umisténi do ostatnich
rohu ziskdme piipadnym zrcadlenim. Dal$i postup rozdélime na ¢ty#i moznosti (aZ na
piipadna zrcadleni) podle polohy zbylych dvou vrcholt trojihelniku:
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Obr. 14. T¥i body na 6 x 4 siti tvorici trojihelnik se sitkou 6 a vyskou 4. Uvnitf trojuhelniku
lezi 6 bodu, pridénim kazdého z nich k dané trojici bodu dostavame 6 riznych nekonvexnich
objektu

(i) Jako druhy vrchol zvolime bod (1, v). TFeti vrchol volime z mnoziny
{s,9)|je{2...,n—1}}.

(ii) Jako druhy vrchol zvolime bod (s, 1). Tteti vrchol volime z mnoziny
{G,v) i e{2,...,m—1}}.

(iii) Druhy vrchol volime z mnoziny {(5, 7) | je{2,...,n— 1}}, tret{ vrchol z mnoziny

{G,v)|ief2,...,m—1}}.

(iv) Jako druhy vrchol zvolime bod (s, v). Treti vrchol volime z mnoziny

{(z’,j) ief{2,...,m) je{l,...,[(vn%u}.

Jednotlivé moznosti miizeme vidét na obr. 15. Ozna¢me postupné ML, M2 .

M3

SXv

a M?%, pocet nekonvexnich étyfihelniki pfi moznostech (i), (ii), (iii) a (iv). Z obr. 15
@ o o o o o o o @IS .
e o o o o o o e o o o o o o
e o o o o o o e o o o o o o
e o o o o o o e o o o o o o
@ o o o o o o @ o o o o o ®
(i) Vyznacené vrcholy (1, 1), (1, v) a mno-  (ii) Vyznacené vrcholy (1, 1), (s, 1) a mno-
zina, ze které vybirame tieti vrchol zina, ze které vybirame tieti vrchol
e @ o o o o o e o o e e o @®
e o o o o o (s e o o o o o o
e o o o o o o e o o o o o o
e o o o o o o e o (o o o o o
@ *» » o o o o ® @ o o o o o

(iii) Vyznaceny vrchol (1, 1) a mnoziny, ze  (iv) Vyznacené vrcholy (1, 1), (s, v) a mno-
kterych vybirdme druhy a tieti vrchol Zina, ze které vybirame tfeti vrchol

Obr. 15.  Jednotlivé moznosti (az na zrcadleni) umisténi vrcholil trojihelniku do 7 x 5 sité
tak, aby mél trojuhelnik sitku 7 a vysku 5
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také vidime, Ze pii moznosti (i) lze kazdy nekonvexni objekt zrcadlit podle vertikalni
osy, pii moznosti (i) pak podle horizontdlni osy. Pfi moZnostech (iii) a (iv) muZeme
nekonvexni objekty zrcadlit podle vertikalni i horizontalni osy. Dohromady tedy do-
stavame

+2M2, +4aM3 4+ aMm?

SXv SXv SXv*

Bsxo = 2M1

SXv

Zbyva uréit hodnotu MY pro jednotliva k = 1, 2, 3, 4. K vypocétu vyuzijeme
takzvany Pickiiv vzorec. Diky nému lze lehce spocitat obsah slozitych mnohothelnikt
s vrcholy lezicimi na siti bodt. Dikaz nasledujiciho tvrzeni a jeho zajimavou aplikaci

lze nalézt v ¢lanku [4].

Tvrzeni 3 (Pick). Necht M je mnohothelnik s vrcholy leZzicimi na néjaké siti bodii.
Oznac¢me u pocet bodii sité, které jsou vnitrnimi body M, a h pocet bodii site, které
lezi na nékteré ze stran mnohothelniku M. Potom plati

h
N(M) =u+ 7L
V nasem pripadé vzorec iika, ze pocet bodu sité, které se nachézeji uvniti troj-
thelniku A daného tfemi body sité, je roven

h

u=N(A)+1- 3

Tuto rovnost budeme vyuzivat pri dalsich vypoctech. Déle si také vSimneme, Ze pro
body (z1, y1), (22, y2) lezici na siti obsahuje tisecka mezi témito dvéma body pravé

NSD( |zo — 21|, [y2 — 1] ) +1

bodu siteé.
Nyni uvazujme moznost (i) rozlozeni vrcholtl trojihelniku na s x v siti. Hleddme
hodnotu M, . Vrcholy trojuhelnfku jsou body (1, 1), (1, v) a (s, j) pro néjaké

j€e{2,...,v—1} (viz obr. 16).

Obr. 16. Trojahelnik na s x v siti dany body (1, 1), (1, v) a (s, j) pro néjaké
jef{2,...,v—-1}

Obsah trojthelniku je 3 (s — 1)(v — 1). Dale potfebujeme zjistit, kolik bodi sité

lez{ na hranici trojuhelniku, tuto hodnotu oznaéime hl. Vime, ze na tseéce spojujici
body (1, 1), (s, 7) lezi celkem NSD(s — 1, j — 1) + 1 bodti, na usecce spojujici body
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(1, v), (s, j) lezi celkem NSD(s — 1, v — j) + 1 bodu a na tsecce spojujici body (1, 1),
(1, v) lezi zfejmé v bodt. Dohromady

1 , ,
h; =NSD(s — 1,5 —1) + NSD(s — 1, v — j) +v — L.

Pocet bodu sité, které lezi uvniti trojuhelniku, potom dle Pickova vzorce spocitame

jako
1
(s—l)(v—l)—i—l—?].

<
Il
| =

Celkem dostavame
v—1
1 1
Moy, = g uj.
j=2

Déle uvazujme moznost (ii) rozlozeni vrcholu trojihelniku na s x v siti. Chceme
spoéitat hodnotu M2, . Vrcholy trojihelniku jsou body (1, 1), (s, 1) a (i, v) pro néjaké
1€{2,...,s—1} (viz obr. 17).

Obr. 17. Trojuhelnik na s x v siti dany body (1, 1), (s, 1) a (i, v) pronéjakéi € {2,...,s—1}
Obsah trojihelniku je opét 3 (s — 1)(v — 1). Obdobné jako pri moznosti (i) odvo-
dime

hi = NSD(i —1,v — 1)+ NSD(s —i, v — 1) + s — 1,

(2

1 h2
u? = 5(571)(v71)+1771.

Celkem dostavame
S
2 Z 2
MsXv - ui .
i=2

Nyni uvazujme moznost (iii) rozloZeni vrcholii trojihelniku na s x v siti. Hle-
dame hodnotu M2, ,. Vrcholy trojihelniku jsou body (1, 1), (i, v) a (s, j) pro né&jaké
1€{2,...,s—1}aje{2,...,v—1} (viz obr. 18).

Obsah trojuhelniku z{skdme tak, ze od hodnoty (s — 1)(v — 1) odedteme obsahy
trojuhelnika danych dvéma vrcholy a pfislusnym rohem sité. Dostavame hodnotu

(- Dw-1) - (56- DG -1+ 36D -1+ 2~ v 5).
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Obr. 18. Trojuhelnik na s x v siti dany body (1, 1), (¢, v) a (s, j) pronéjakéi € {2,...,s—1}
ajed{2,...,v—-1}

Déle spocitame body na hranici trojihelniku, tuto hodnotu oznacime hi—”) ;- Plati
3 _ . . .
h;;=NSD(s—1,j—1)+NSD(i — 1,v —1) + NSD(s — 1, v — j).

7 Pickova vzorce potom dostavame

3 1 . . . . h?]
wh= (=D -1) = 5((s= DG 1)+ (i~ (o= 1)+ (s~ )(o ) +1- L.
Celkem

s—1 v—1
ngv = Z Z u?,j'
=2 j=2

Nakonec uvazujme moznost (iv) rozlozeni vrcholi trojihelniku na s x v siti. Zbyva
ur¢it hodnotu M?%, . Vrcholy trojtihelniku jsou body (1, 1), (s, v) a (i, j) pro néjaké

iE{Q,...,s}ajG{l,..., mfl)(g;jg)]} (viz obr. 19).

(1,1)
Obr. 19. Trojthelnik na s x v siti dany body (1, 1), (s, v) a (i, j) pro néjaké i € {2, ..., s}

aje{l,..., [(vfl)&ill”}

Obsah trojuhelniku ziskame tak, Ze od hodnoty 3 (s —1)(v— 1) odecteme obsah ob-
jektu daného vrcholy trojihelniku a prislusnym rohem sité. Tento objekt 1ze jednoduse
rozdélit na tri ¢asti (viz obr. 20).
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Obr. 20. Trojthelnik spolecné s objektem danym body (1, 1), (4, j), (s, v) a (s, 1). Ten lze
rozdélit na tti ¢asti, jejichz obsah jiz snadno spocitdme

Obsah trojihelniku je tedy

1

S =1~ (SG- DG~ D+ 56— w—5)+ -G -D).

Pocet bodil na hranici trojihelniku, ktery oznac¢ime h?

i j» Spocitame jako
hi; =NSD(s —1,v—1) + NSD(i — 1, j — 1) + NSD(s — i, v — j),

z Pickova vzorce potom

h
uty = 2= D=1~ (G- DG -1+ 35— Do)+ (=) ~1) +1- 2L,
Dohromady

Miw =2 X uly
i=2 j=1
Ziskali jsme predpis pro viechna M* =k = 1,2, 3, 4, tedy i vzorec pro vypo-

¢et Syuxn pro libovolnd m, n > 2. Vysledny vzorec pro m, n € N ma pak tvar

0, m € {1, 2} nebo n € {1, 2},
Sm " _ m n
x ZZQ/SX’UBSXIH m7n> 27
s=3 v=3

kde

asxy = (Mm—s+1)(n—v+1),
Boxy = 2ML , +2M2  +4M3  +4aMi, .

SXv SXv

Dokéazeme tedy spocitat pravdépodobnost P(CO) pro libovolnou m x n sit. Obr. 21
znézornuje graf hodnot pravdépodobnosti P(C'O) pro m x n sit, m, n € {1, ..., 150}.
Na obr. 22 pak mtzeme vidét vrstevnice této funkce.

Vsimnéme si, Ze s rostouci dimenzi sité se pravdépodobnost P(CO) zmensuje. Déle
se domnivame, ze pokud bychom uvazovali n x n sit, n € N, pak by se pravdépodob-
nost P(CO) pro n — oo limitné blizila pravdépodobnosti P(C'Q) utvoreni konvexniho
¢tytihelniku pii rovnomérném rozdéleni R(K) pro mnozinu K tvaru ¢tverce. Ta ma
hodnotu P(CQ) = 0,694. V tab. 1 uvddime vybrané hodnoty P(CO) pro n x n sit.
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Obr. 21.  Graf zobrazujici hodnoty pravdépodobnosti P(CO) pro rozméry sité
m,n € {1,...,150}. Jednotlivé hodnoty jsou mezi sebou interpolované

150

125

100

n 75

50

25

1 25 50 75 100 125 150

Obr. 22. Na grafu mizeme vidét vrstevnice funkce uddvajici pravdépodobnost P(CO) pro
hodnoty m, n € {1, . .., 150}

n 3 10 50 100 150
P(CO)= 10,9707 0,7656 0,6998 0,6960 0,6952

Tab. 1. Pravdépodobnost P(CO) pro vybrané hodnoty n
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5. Zavér

Presvédcili jsme se o tom, ze problém ¢ty bodd nemé jednoznac¢né feseni. Odvodili
jsme hned nékolik moznych vysledki, které se nyni pokusime shrnout a porovnat.
P1i uvazeni spojitého rovnomérného rozdéleni na néjaké konvexni kompaktni mno-
7iné K s kladnou mirou se hodnota vysledku odviji od tvaru dané mnoziny (viz tab. 2).
Pokud se omezime pouze na pravidelné n-tthelniky, pak se pravdépodobnost P(CQ)
zvétsuje s rostoucim n. Pro obecny tvar mnoziny K se pak mize hodnota pravdépo-
dobnosti nachizet pouze v intervalu, jehoz dolni a horni hranici tvori po fadé pravdé-
podobnosti pro mnozinu tvaru trojihelniku a kruhu, tedy v intervalu [%, 1-— %]

Trojihelnik  Ctverec Pétitthelnik  Sestitthelnik Kruh

2 25 36—2v5 683 35
P(CQ) 3 36 45 972 1 - 1272
= 0,667 0,694 0,701 0,703 0,704

Tab. 2. Pravdépodobnost P(CQ) pro vybrané tvary mnoziny K

Pro diskrétni rovnomeérné rozdéleni na m x n siti se s rostouci dimenzi sité pravde-
podobnost P(CO) zmensuje (viz obr. 21). Pokud se omezime na n x n sité ¢tvercového
tvaru, pak se domnivdme, Ze s rostoucim n se pravdépodobnost P(CO) limitné blizi
pravdépodobnosti P(CQ) pro K tvaru ¢tverce, tedy hodnoté 25/36 (viz tab. 1).

Pro zajimavost uvedeme i vysledek problému, pokud bychom uvazovali, ze
body jsou vzajemné nezavislé a maji nedegenerované dvourozmérné normalni rozdéleni
na R2. V tom piipadé dostdvame hodnotu

6 1
P(CQ) = - arcsin 3 = 0,649.

Muzeme si vS§imnout, Ze tato hodnota je dokonce mensi, nez nejmensi mozna hodnota
pri spojitém rovnomeérném rozdéleni. Vysledek pro normélni rozdéleni je prebran ze
¢lanku [1] a jeho dukladné odvozeni 1ze nalézt v praci [3], kap. 3.

Existuje mnoho rtznych modifikaci a rozsiteni problému ¢tyr bodt, rozsah ¢lanku
nam je vSak neumoznuje zahrnout. Nékteré zajimavé modifikace problému lze nalézt
v ¢lanku [2], rozsiFeni problému do ti{ dimenzi pak uvadi ¢esky matematik B. Hostinsky
v knize [5].

Podékovani. Autorka dékuje predevsim doc. RNDr. Antoninu Slavikovi, Ph.D.,
za cenné rady a znacnou trpélivost, a ddle doc. RNDr. Zbynku Pawlasovi, Ph.D., za
vedeni{ bakalafské prace [3], ze které ¢lanek vychazi.
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